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Introduction

Soit X un espace localement compact et séparé. Pour simplifier la discussion,
on supposera que X sera a base dénombrable.

Une fonction borélienne G(x, y) sur I'espace produit X x X s’appelle une
noyau-fonction borélienne sur X si 0= G(x, y)< + oo sur X x X et si, pour xe X
quelconque, G(y, z)>0 dans un certain voisinage de (x, x). Posons G(x, y)
=G(y, x) sur X x X; alors G est aussi une noyau-fonction borélienne. On dit
que G est un noyau adjoint de G.

Pour une mesure positive u dans X, le G-potentiel Gu de u est défini par
Gu = (Gex, du»)  sur X

M. Kishi [6] montre que, pour deux noyau-fonctions G et N semi-continues
inférieurement, G satisfait au principe de domination relatif & N si et seulement si
G satisfait au principe transitif de domination par rapport & N sous la condition
que G et G satisfont au principe de continuité. Récemment I. Higuchi a obtenu
le résultat analogue sans aucune condition additionnelle (cf. [3]).

Rappelons le principe classique du maximum pour les noyaux de convolution
sur un groupe abélien localement compact. Il y a beaucoup de noyaux de
convolution semi-continues supérieurement en dehors de ’origine et satisfaisant
au principe classique du maximum. Au point de vue de la semi-continuité
inférieure des noyau-fonctions, cela est différent du principe de domination (cf.
[4D.

Le but de cette note est de montrer le résultat analogue a celui de Higuchi-
Kishi pour les noyau-fonctions boréliennes. Cela donnera immédiatement la
dualité du principe de domination pour les noyau-fonctions boréliennes. Pour
montrer notre théoréme, il est essentiel d’établir un certain théoréme d’existence

au moyen du théoreme de point fixé obtenu par Ky Fan et Glicksberg (cf. [1]
et [2]).
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§1. Préliminaires

On notera toujours M et M la totalité des mesures positives dans X et son
sous-ensemble des mesures positives & support compact.

Soit ue M donné. On désigne par Bg(u) et par L,(u) 'ensemble formé
par des fonctions réelles, y-mesurables et bornées dans X a support compact et
I’espace hilbertien usuel des fonctions carrés u-sommables dans X a valeurs
réelles, respectivement. On pose Bi(uw)={feBg(w); f=0 u—p.p.} et Li(u)
={feL,(w);f=0 u—p.p.}, ou la notation u—p.p. signifie ‘‘presque partout
pour u”.

Soit G une noyau-fonction borélienne sur X. Notons E(G)={ueM,

Gu(x)du(x)< + 0} et Ex(G)=E(G)n Mg. Evidemment on a E(G)=E(G) et
Ex(G)= Ek(é)-

Soient G et N deux noyau-fonctions boréliennes sur X. Alors on dit que:

(1) G satisfait au principe de domination relatif & N si, pour ue Eg(G) et
ve Mg quelconques, I'inégalité Gu(x)=< Nv(x) sur supp (1) implique que la méme
inégalité a lieu partout sur X, ou supp (1) désigne le support de p.

(2) G satisfait au principe transitif de domination par rapport a N si, pour
ue Ex(G) et ve Mg quelconques, I'inégalité Gu(x)=<Gv(x) sur supp (x) implique
que Nu(x)< Nv(x) sur X.

Dans le premier cas (resp. le deuxiéme cas), on écrit G<N (resp. G N).
Evidemment G<G et G= G sont égaux. Dans ce cas, on dit que G satisfait au
principe de domination.

ProPOSITION 1. Soient G et N deux noyau-fonctions boréliennes sur X.
Alors les quatre énoncés suivants sont équivalents:

(a) G<N.

(b) Pour ueE(G) et ve Mg quelconques, Gu(x)<Nv(x) sur X dés que
Gu(x)=Nv(x) p—p.p..

(c) Pour peEg(G) et ve Mg quelconques, Gu(x)<Nv(x) sur X des qu’il
existe une constante ¢ >0 telle que Gu(x)+ ¢ < Nv(x) sur supp (u).

(d) Pour peEx(G) et ve Mg quelconques, Gu(x)<Nv(x) sur X dés qu’il
existe une constante c¢>0 telle que Gu(x)+c=<Nv(x) u—p.p..

DEMONSTRATION. Evidemment on a (b)=>(a), (b)=>(d) et (d)=>(c). Mon-
trons d’abord que (d)=>(a). Supposons que, pour ue€ Eg(G) et ve Mg, Gu(x)
< Nv(x) sur supp(u). Rappelons la définition des noyau-fonctions boréliennes;
alors on voit que Gu(x)>0 sur supp(n). Pour 0<d<1 quelconque, on pose
t,=p sur {xeX;(1-90)Gu(x)+1/n<Nv(x)} et p,=0 dans son complément
(n=1,2,...). On a (1-0)Gu,(x)+1/n=Nv(x) p,—p.p., et donc (1—93)Gu,(x)
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< Nv(x) sur X. En faisant nt + oo, on obtient que (1—9)Gu(x) < Nv(x) sur X,
car Gu(x)<oo pu—p.p.. Donc on a Gu(x)SNv(x) sur X. On a ainsi (d)=>(a).

Montrons ensuite que (a)=>(b). Supposons que, pour pe€ Ex(G) et ve My,
Gu(x)=<Nv(x) p—p.p.. On peut choisir une suite croissante (F,)?,; de compacts
dans X telles que u(CF,)<1/n et que F, soit contenu dans supp(u)n {xeX;
Gu(x)=Nv(x)}. Posons p,=u sur F, et u,=0 dans CF,. Alors Gu,(x)<Nv(x)
sur supp (i,), et donc sur X. En faisant n 1 + 0o, on arrive a Gu(x) < Nv(x) sur
X. On a ainsi (a)=>(b).

De la méme maniere que ci-dessus, on obtient que (c)=>(d), et la démonstra-
tion est compléte.

De la méme maniére que dans la présente proposition, on obtient la proposi-
tion suivante:

ProrosiTION 2. Soient G et N deux noyau-fonctions boréliennes sur X.
Alors les quatre énoncés suivants sont équivalents:

(a) GCN.

(b) Pour peEx(G) et ve Mg quelconques, Nu(x)<Nv(x) sur X dés que
Gu(x)=GwW(x) p—p.p..

(¢) Pour peEx(G) et ve Mg quelconques, Nu(x)<Nv(x) sur X dés qu’il
existe une constante ¢>0 telle que Gu(x)+c < Gv(x) sur supp (w).

(d) Pour peEx(G) et ve Mg quelconques, Nu(x) < Nv(x) sur X dés qu’il
existe une constante c>0 telle que Gu(x)+c < Gv(x) u—p.p. .

§2. Théoréme d’existence

Rappelons le théoreme de point fixé obtenu par Ky Fan et Glicksberg (cf.
[1] et [2]). '

PROPOSITION 3. Soit Y un ensemble convexe, compact et non-vide d’un
espace vectoriel topologique localement convexe. Soit ¢ une application de Y
dans I'ensemble P(Y) des parties de Y satisfaisant aux deux conditions suivantes:

(1) Pour tout y de Y, ¢(y) est convexe et non-vide.

(2) Le graphe {(y, z)e YXY; z€ @(y)} de ¢ est fermé dans Yx Y.

Alors il existe yoe Y tel que y, € 9(yo).

On donnera une forme adaptée au cas des noyau-fonctions.

Dans ce paragraphe, on supposera toujours que & sera une mesure dans X
et que G(x, y) sera une fonction non-négative définie £Q&E—p.p. sur X x X et
localement é®&-sommable.  On note aussi G(x, y)=G(y, x).

Soit fe Bg(€) quelconque. On écrit aussi
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6 = [66x, IR

Alors G(f&) est définie £—p.p. sur X et localement £-sommable.

Soit F un compact dans X. On notera Bg(F; &)={fe€ Bg(&); supp (f&)
cF} et Ly(F; &)={feL,(&); supp(fé)cF}. Désignons encore par Bg(F; &)
et par LY(F; &) leur sous-ensembles des fonctions =0 &— p.p., respectivement.

LeMME 1. Soient F un compact dans X et (f,)%, une suite de B(F; &)
qui. converge faiblement vers f dans L,(§) lorsque n— + 0. Supposons qu’il
existe une constante C>0 telle que f(x)<C &—p.p. (n=1, 2,...). Alors, pour
g € B4(&) quelconque,

tim { 64,6 (99(0dex) = (G(0) (Wg(x)ae)

DEMONSTRATION. Comme S SG(x, NIAEX)AE() < + 00, pour >0
F
quelconque, il existe un compact Fs;<F tel que G(g&) soit borné sur F; et que
g G(g&) (x)dé(x)<d. Ayant f(x)<C £—p.p., on obtient que
F-Fgs

timsup | {G(£,0) (a(x)de(0) - (G DgIdeo)|
< timsup( | 808t (0=

+SF_F G(gd) (x) (f..(x)+f(x))d6(x)> <2Cs.

Comme J est quelconque, on voit I’égalité demandée.

Montrons un théoréme d’existence, qui jouera un role analogue a celui de
Kishi (cf. [6] et [7]).

THEOREME 1. Soient F un compact dans X, ¢ une constante >0 et u une
fonction >0, E-mesurable et bornée sur F. Alors il existe une fonction
Jo€BL(F; &) telle que I'on ait

(1 G(fod)+cfozu E—pp. sur F
et
(€)) G(fo)+cfo=u E—pp.  sur {xeX;fo(x)>0}.

Pour le montrer, on préparera le lemme suivant:

LEMMA 2. Soient F, u les mémes que ci-dessus et ¢ une constante =0.
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Soit E un ensemble convexe non-vide formé par des fonctions #0 contenues dans
BE(F; &) et compact pour la topologie faible dans L,(&). Supposons qu’il existe
une constante C>0 telle que, pour fe E quelconque, f(x)<C é—p.p.. Alors
il existe f, € E telle que, pour g € E quelconque,

[oronrfods +f(roae 3 [ocrorgac+c{ rogac
furoat B fugac '

3

DEMONSTRATION DU LEMME 2. Montrons d’abord notre conclusion dans
le cas ou ¢=0. Soit fe E quelconque. On pose, pour g € E,

fecromemae [(ewom e
Su(x)g(x)dc(x) Su(x)g(x)d&(x) '

Hf(g) =

Comme une base hilbertienne de L,(&) est dénombrable, L,(&) est 4 base dénom-
brable pour la topologie faible. Alors le lemme 1 donne que I’application
Eeg—H/((g) est continue pour la topologie faible dans L,(£). Posons

o(f) = lg < Es Hy(g) = inf H,(W}.

Alors ¢(f) est non-vide, convexe et compact pour la topologie faible dans L,(&).
Ainsi application ¢ de E dans P(E) est bien définie. On considére la proposition
3 dans l'espace L,(¢) muni de la topologie faible. Evidemment cela est un espace
vectoriel topologieque localement convexe. On montrera que le graphe de ¢
sera fermé. Soient (f,)2., une suite de E convergeant faiblement vers f (€ E)
dans L,(¢) et (g9,)%%; une suite de E convergeant faiblement vers g dans L,(¢)
telle que g, o(f,) (n=1, 2,...). On a, pour un entier m=1 quelconque,

- (eutroma.maze
liminf H, (g,) = lim

= fume,xdee)
)
[Gutro9(0de)

Su(x)g(x)dé(x)

b

ou G,(x, y)=inf(G(x, y), m) sur X x X. En effet, en posant G, ;(x, y)=G,(x, y)
sur Fx F et G, ¢(x, y)=0 dans son complément, on a

§Gns120 (90,00 = (G£,8) (g, )E(0)
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(1=£Yn=w), ou f,=fet g,=g. Comme G, ((x, y) est carré {@&-sommable,
Popérateur linéaire L,(F; £)3f—G,, ((fé)e Ly(F; &) est compact. Donc
(G, (fu))5=1 converge fortement vers G, o(f&) dans L,(¢) lorsque n— oo, et on
arrive a (4). En faisant m 1 + oo dans (4), on arrive a

liminfH (g,) =2 Hy(g).
Comme, pour toute he E,

H;(9,) < H; (h) et lim H (h) = H(h)

(cf. le lemme 1), on a H(g)<H (h), d’ou g e ¢(f). On voit ainsi que le graphe
de ¢ est fermé. En vertu de la proposition 3, il existe f, € E telle que f, € o(fy).
Il en résulte immédiatement que f,, vérifie I'inégalité (3).

Montrons notre conclusion dans le cas ou ¢>0. On peut supposer ici que
supp (&) F, car il suffit de discuter notre lemme pour F nsupp(¢) au lieu de F.
Prenons une suite décroissante (V,)%, d’ouverts relativement compacts dans

X x X telle que V,o{(x, x)e XxX; xeF} (n=1,2,...) et f\V {(x, x); xeF}.

Alors on peut choisir une suite (k,(x, ))& de fonctions >0 finies et continues
dans X x X telle que supp(k,)c=V,, k,(x, y)=k,(y, x) sur XxX, pour xeX

quelconque, Skn(x, AdE(Y)=1 et que, pour x € F quelconque, Sk,,(x, ydé(y)=1.

En effet, considérons la décomposition d’unité; alors, pour tout n, il existe un
entier m=1 et une famille ((pl) ., de fonctions >0, finies et continues dans X

a support compact tels que Z @ix)=1 sur F, 2 @(x)=1 sur X, {xeX; p(x)
i=1 i=1
>0} nF#g (i=1,2,..., m) et que le support de la fonction ¢(x)p(y) de (x, y)

soit contenu dans V,. Comme supp({)>F, on a S(p,-d5>0, et donc on peut

choisir une constante a; >0 telle que a; S(pidf =1. Posons k,(x, y)= i a;0(x)p»)
i=1

sur X x X ; alors (k,)%; est une suite demandée. Posons

K(x, y) = an(x, k2, YAE).

Rappelons la premiere partie; alors on voit qu’il existe f,€ E telle que, pour
g € E quelconque,

gG(fnf)f,.déJrchn(f..é)f..de

(c(rogac+ (ko9
fur.ac '

Sugdi

=

On peut supposer que (f,)%, converge faiblement vers f,, (€ E) dans L,(£) lorsque
n—o0. On montrera que f, sera une fonction demandée.
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On a d’abord, pour g € L,(¢) quelconque,

fiktgey@12deco = [{ K0 DeIgEIaEE)
©6)
= L[ & @@ +@onnaemae s (o1,

car K, (x, y)=K,(y, x) sur X x X et, pour x € X quelconque, SK,,(x, »dé(y)=1.

On a aussi

) SIK..(gé) ()2dEx) < Slg(x)lzdé(x).

Notons CK=CK(X) I’espace vectoriel topologique usuel des fonctions finies et
continues dans X a support compact. Pour h e C¢ quelconque, on a évidemment
lim k,(h¢)(x)=lim K,(hO)(x)=h(x) sur F et lk,.(hé)(x)l<sup (R, 1KA(hE) ()]
<sup |h()| sur X Donc

®  timint (Je,ho2de 2 | 1h2dg e timint (1K, (o12de 2 | phizdz.
Soit g € L,(F; &) quelconque. Comme
tim {kgohde = lim k,(h0)gde = (ngd
et
tim (K (g0)hde = (hgde,

les suites (k,(9&))2=, et (K, (9&)2, convergent faiblement vers g dans L,(¢).
Pour 6>0 quelconque, on choisit he Cyg tel que Slg—h|2dé<52. En utilisant
6), (7) et (8), on a

timinf ({ik(ge12a) " 2 timinf((,morae)"” o

2 (§,h2ae)"" =6 = ({lgrae)"* —26

et aussi
L 1/2 1/2
timinf({1K,@012¢) " 2({lg12a¢)"* ~26.

En remarquant (6) et (7), on obtient que



214 Masayuki IT6

tim ([ @o2de = (lg12ae et lim (1K (g&)2de = (lg12dz

Par conséquent (k,(g&))%, et (K, (9&))>-, convergent fortement vers g dans L,(&)
lorsque n— + co.

Rappelons que (f,)%; est une suite de E obtenue ci-dessus. Comme, pour
g € L,(F; &) quelconque,

tim {lq(f09d¢ = tim (k. (ge)fde = (g/odt,

lim k,(f,&)(x)=0 dans CF et k,(f,6)<C sur X, la suite (k,(f,£))2; converge

faiblement vers f;, dans L,(£) lorsque n— +o00. On obtient aussi que (K,(f,E)2
converge faiblement vers f, dans L,(¢) lorsque n—+oc0. On a donc

timinf {K,(£0d¢ = timinf (i (f012d¢ 2 (1fol2de.
En rappelant la démonstration de la premiére partie, on voit que

1iggonf§6(fné)f,.dc > SG(foé)fodé-

Remarquons encore l'inégalité (5) et le lemme 1; alors on obtient que, pour
g € E quelconque,

[GCroarrode+cf(ro2ae
furoae

Par conséquent f; est une fonction demandée, et la démonstration est ainsi com-
pléte.

(oro0r0de+clfogac
Sugdé '

=

Le théoréme 1 est un résultat immédiat du lemme 2. Montrons notre
théoréeme. On peut supposer évidemment que £(F)>0. Soit ¢’ une constante
vérifiant 0<c¢'<c. Posons

E={ /e By(F; 9 G(fO+ef 2 u &= pp. sur F, f <) uE—pp. sur F}.

Alors E satisfait a toutes les conditions demandées dans le lemme 2, car, pour une
suite (f,)%; de E convergeant faiblement vers fe BE(F; &) dans L,(£), le lemme 1
donne que G(f&)+c¢f=zu E—p.p. sur F. Posons

E {feE' SG(ff)fdf+cS(f)2d€< SG(ff)gdf‘l‘Cngdf
0= ’ Sufdé = Sugd‘f

pour Yge E} .
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Alors le lemme 2 donne que Eq#d. Soit fe Eg quelconque. Posons a=min {f:
constante>0, ffe E}. Onaalorsafe E. On voit ensuite af € E;.  On montrera
que, en posant fo=af, f, sera une fonction demandée. Notons

Nocroorode+<{(ro2a
) furoac

Pour notre conclusion, il suffit de montrer que b=1. Supposons que b#1.
Alors b>1. On pose

A = {xeF; G(f,0) (x)+cfo(x) < bu(x)}.

Montrons que, sous la condition que b>1, £(A4)#0 et fo(x)=u(x)/c’ €—p.p. sur
A. Supposons que &(A)=0. Alors G(foé)+cfo=bu E—p.p. sur F, et donc
fo/be E. Mais cela est en contradiction avec la définition de f,, d’ou £(A)>0.
Supposons que

({reds fom) < Lu})>o.

Alors il existe g#0e BE(F; &) portée par {x € 4; fo(x)<u(x)/c'} telle que fo+g
€eE. Ona

[ocrorgac+e rogac
Sugdé

<b,

et par suite

SG(foé)(fo +g)dE+e Sfo(fo +9)dE
Su(fo+g)dé

<b

Mais cela est une contradiction. Donc fy(x)=u(x)/c’ E—p.p. sur A. On a
ainsi b>c/c’. Par conséquent

G(fol)+cfo = ;, u ¢—pp. sur F.
Comme c/c'>1 et (¢'/c)f, € E, on arrive 4 une contradiction, d’o1 b=1. On
obtient ainsi que f, est une fonction demandée, et la démonstration est ainsi
compleéte.
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§3. Notre théoréme principal

Soient G et N deux noyau-fonctions boréliennes sur X. Pour un entier
m=1 quelconque, on notera toujours G,(x, y)=inf(G(x, y), m) et N,(x, y)=
inf(N(x, y), m) sur X x X. En appliquant le théoréme 1, on montrera notre
théoréme principal.

THEOREME 2. Soient G et N des noyau-fonctions boréliennes sur X.
Alors les deux énoncés suivants sont équivalents:

(1) G satisfait au principe de domination relatif a N.

(2) G satisfait au principe transitif de domination par rapport a N.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que (1)=>(2). Supposons que, pour
ue Ex(G), ve Mg et une constante ¢>0, Gu(x)+c<Gv(x) sur supp(u). Soit
y€ X quelconque. Prenons une suite croissante (F,)%, de compacts dans X
telle que F,csupp(u) n{xe€ X; Ne,(x)>0} et lim u(F,)=pu({x e X; Ne/(x)>0}),
ou ¢, est la mesure d’unité a y. Soit m un entnie:) =1 quelconque fixé. Comme
0<N,e(x)<m sur F,, le théoreme 1 donne qu’il existe f, e B(F,; ) telle que

G(fu)+cf, = Nye, p—p.p. sur F,
et
G(fu)+cfy = Nue, p—p.p. sur {xeX;f(x)>0}.
Comme G(f,u) < N,¢e,<Ng, (f,)—p.p. et GXN, on a
G(f.) £ Ne, partout sur X

(cf. la proposition 1). Posons p,=pu sur F, et u,=0 dans CF,. Alors on a

Nt = | Nt 3) < (G 00+ () x)
= [@u0+ A 0duex) = [GrA)due) = (G (av(x)

=< gNeydv(x) = Nw(y).

En faisant n 1+o0, on a N,u(y)SNw(y). En faisant ensuite m1+ co, Nu(y)
<Nw(y). Comme y est quelconque, on a Nu<Nv partout sur X. D’apres la
proposition 2, on voit que G= N, d’our (1)=>(2).

De la méme maniére que ci-dessus, on pourra montrer (2)=>(1). Supposons
que, pour pu € Ex(G), ve My et une constante ¢>0, Gu(x)+ c=< Nv(x) sur supp ().
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Soit y € X quelconque. On prend une suite croissante (F,)% , de compacts dans
X telle que F,=supp () N {x € X; Ge,(x)>0} et lim p(F,)=p({x € X; Ge(x)>0}).

Soit m un entier =1 quelconque. Le théoréme 1 donne qu’il existe f, € BL(F,;u)
telle que I'on ait

é(fn“)'i_cfn ; émsy H—p.p. sur F

G +cfy = Gpey, u—pp.  sur {xeX;f(x) > 0}.

D’aprés G= N et la proposition 2, on a N(f,u) < Ne, partout sur X. Posons g,
=u sur F, et u,=0 dans CF,; alors on a

Gutt) = (G, dp) S ((G ) 9+ e, (M)
= [+ afadueo = [Nreafduco

= (WU @i < [Fa @i = ).

En faisant nt + o0 et ensuite m1 + 00, on obtient que Gu(y)<Nv(y). Par
conséquent Gu<Nv partout sur X. D’aprés la proposition 1, on voit que
G<N, d’ou (2)=>(1). La démonstration est ainsi compleéte.

En posant N=G dans le théoréme 2, on obtient la dualité du principe de
domination pour les noyau-fonctions boréliennes.

COROLLAIRE 1. Soit G une noyau-fonction borélienne sur X. Alors G
satisfait au principe de domination si et seulement si G y satisfait aussi.

Le résultat analogue a été obtenu dans I’article [5]. La définition du principe
de domination dans [5] est un peu différent de notre définition.

COROLLAIRE 2. Soient G et N deux noyau-fonctions boréliennes. Sup-
posons que G<N et que N est finie en dehors de I’ensemble diagonal. Alors,
pour i€ Ex(G) et un nombre 60>0 quelconques, il existe un compact F; dans X
tel que w(CF;) <3 et que Ny, soit fini us— p.p., ot pz=p sur Fj et p;=0 dans CF;.

En effet, rappelons la définition des noyau-fonctions boréliennes; alors on
voit qu’a tout x de X, on peut associer un voisinage ouvert ¥(x) de x tel que, pour
yeV(x) quelconque, G(y, x)>0. Comme u est & support compact, on peut
choisir un entier n=1 et (x;)l=; <X tels que p({x;})=0(i=1, 2,...,n) et que
\'J V(x)osupp (). Ayant Séudu< + 00, on peut prendre un compact F; o tel
i=1
que p(CF,0)<(n+1)"18 et que Gy soit borné sur F,4. Soit F;; un compact
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dans X tel que inf G(y, x;)>0, F5;=V(x;) et que WCF;5;nV(x))<(n+1)"14.

yeFs,i
n
Posons Fs=F;,N(\J F;;) et définissons u; comme ci-dessus; alors on a u(CFj)
i=1
n
<0 et Gug est borné sur F;osupp(y;). Comme inf 3 G(y, x;)>0, on a, avec
yeFs i=1
n ~
une constante a>0, Gus<a Y Ge, sur F;, D’aprés le théoréme 2, on a Ny,
i=1

<ay Ne,, partout sur X. Comme p({x;})=0 (1<i<n), on voit que Ny, est
=

fini pus— p.p., d’ou le corollaire 2.

Dans le présent corollaire, on ne peut pas éviter la condition que N est finie
en dehors de I’ensemble diagonal.

Il fait question si, sous les conditions dans le corollaire 2, Ex(G)< Eg(N).

Le corollaire 2 donne la remarque suivante:

REMARQUE. Soient G, N et K trois noyau-fonctions boréliennes. Sup-
posons que N est finie en dehors de I’ensemble diagonal. Si G<N et N<K,
alors G<K.

DEMONSTRATION. D’apres le théoreme 2, il suffit de montrer que G=N,
Nc=K=Go K. Montrons cette implication.  Supposons que, pour e Eg(G)
et ve My, Gu<Gv sur supp(u). Alors G= N donne que Nu<Nv sur X. Soit
J un nombre >0 quelconque et u; une mesure positive obtenue dans le corollaire
2. Alors Ny, est fini ys—p.p.. Pour un entier n=1 quelconque, on désigne
par u;, la restreinte de p; sur {xe X; Nuyx)<n}. Alors p;,€Eg(N). Comme
Nys ,<Nu<Nvsur X, Nc=K donne que Ky;,<Kv sur X. En faisant n1 + oo
et ensuite 8 | 0, on arrive 3 Ku< Kv sur X. On obtient ainsi que G= K, et la
démonstration est complete.

On remarque finalement sur le principe classique du maximum. Pour
une noyau-fonction borélienne G, le principe classique du maximum pour G est
égal 4 G<1. Dans I'espace euclidien R” a dimension n>3, le noyau-fonction

G(x, y) = lx—ylz"'—Slx—y—ZIZ"‘da(z)

satisfait au principe classique du maximum dés que ]xlz‘"—Slx—ylz‘"da(y)gO
sur R", ou o est une mesure positive dans R” et ou |x| désigne la distance entre x
et 'origine.

Fournons explicitement sa démonstration. Notons N(x, y)=|x—y|?~"
sur R* x R*. Supposons que, pour u € Ex(G), Gu(x) <1 sur supp(#). Supposons
de plus que u € Eg(N); alors Gu(x)=Nu(x)— N(u*0)(x) u— p.p. sur R*. Comme
Nu=N(uxo)+1 p—p.p., le principe complet du maximum pour N donne que
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Nu=<N(uxo)+1 sur R*, d’ou Gu<1 sur R*. Donc il suffit de montrer que Ex(G)
< Eg(N). On peut supposer que a({0})=0. D’aprés le principe de positivité
de masse pour le noyau newtonien, on a gda§ 1. Pour un nombre >0, on note
o, la mesure balayée de o sur {x e R"; |x|<r} relativement au noyau newtonien.
Alors }1_{101 Sda;=0. Posons

Gx, ) = x =327 = [ | x =y = 2|2 ""doi(2).

Comme No(x)=No,(x) dans {xeR"; |x|<r}, on a EG)=EkG,). Par con-
séquent, pour montrer que Ex(G)< E((N), il suffit de supposer que Sda< 1. Soit
1 € Ex(G) quelconque; alors kskuxjix(e — 0) (0) < 0o, o k(x)=|x|2"", [ est la mesure
positive définie par g fdp= S Sf(—x)du pour toute fe Cx(R") et ou ¢ désigne la mesure
de Dirac a I’origine. D’apres la formule de Parseval, on a

+eo> Sm(x)lm— 6N gy > (1 ‘S‘“’)SM‘”"

[x]? [x]?

ou la signe ~ désigne la transformation de Fourier. Donc on a Slﬁ(x)lzlxl‘zdx

<+o00, d’ou kxuxji(0)< +o0o. On obtient donc que peEg(N), d’ou Eg(G)
cEg(N). On voit ainsi que G satisfait au principe classique du maximum.

On remarque que G est toujours semi-continue supérieurement en dehors
de ’ensemble diagonal. En général, cela n’est pas semi-continue inférieurement.
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