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Le but de cet article est de caractériser la ¢-accrétivité pour des opérateurs
m-accrétifs d’un espace de Banach X. Dans le cas d’un espace de Hilbert cette
étude a été faite par H. Brézis (cf. [1], chapitre 4, §4). Dans [4], [16] et [17]
la ¢-accrétivité est étudiée sans supposer I'accrétivité, mais pour une fonction
convexe ¢ continue. L’hypothese d’accrétivité permet de remplacer ¢ par ses
régularisées ¢,.

Apreés les quelques compléments sur la régularisation des fonctions convexes
semi-continues inférieurement du paragraphe 1, ’objet des paragraphes 2 et 3
est de prolonger les résultats du cas Hilbertien, d’établir des conditions pour
qu’une fonction soit de Liapounov et des propriétés du type ‘‘principe du maxi-
mum”, mais une hypothese de compacité est utilisée.

Les résultats des paragraphes 4 et 5 sont des généralisations de propriétés
de théorie du potentiel de N. Kenmochi, Y. Mizuta et T. Nagai (cf. [9], [10],
[11] et [14]) et de B. Calvert (cf. [5]).

Il est a noter que des extensions peuvent €tre faites dans plusieurs directions:
remplacement de I’accrétivité de A par celle de 4+ wl, affaiblissement de la con-
dition R(I+AA4)=X, substitution d’une fonction convexe  réguliére telle que A
soit Y-accrétif a la norme.

Les auteurs adressent leurs remerciements au Professeur S. Reich pour son
aide.

1. Préliminaires sur la régularisation des fonctions convexes s.c.i.

X est un espace de Banach et J est Papplication de dualité de X. Le résultat
suivant est établi lorsque X est un espace de Hilbert dans [1] par H. Brézis dont
nous adoptons les notations.

LemME 1.1. Soit ¢ une application de X dans ]— oo, + 0] convexe,
s.c.i. et propre. Pour tout A>0 et x€ X on définit ¢, par

pux) = inf { ] Ix =yl + $(2); ye x|,
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Alors
a) ¢, est convexe continue.
b) Pour tout x € X, ¢,(x) croit vers ¢(x) quand A décroit vers zéro.

c¢) Etant donné xeX, 1nf{ Ix=ylI2+¢(y); yeX} est atteint en x,

si et seulement si 0¢(x;) N A~ 1J(x~ xl);éci. Dans ce cas
0;(x) = 9¢(x;) N A7WJ(x — x3).

DEMONSTRATION. L’assertion a) est classique.
Démontrons b). Soit xe X. Par définition ¢ (x) croit quand A décroit
et ¢,(x)<¢(x). Supposons qu’il existe ceR, tel que pour tout A, ¢,(x)<c

<¢(x). Alors, pour tout A, il existe y, tel que 2%1 lx=yil?+é(y)<c. Or,

puisque ¢ est convexe s.c.i. et propre, elle admet une minorante affine; ainsi il
existe keR, tel que pour tout A ¢(y,)>—k|x—y,|—k. Donc |x—y,|?
<2Ak||x—y;|| +24k+2Ac; il en résulte que y, est borné pour A borné. Par con-
séquent @(y,) est minoré pour A borné et comme ||x—y,[|2<2A(c—¢(y,)) on en
déduit que y, converge vers x quand A tend vers zéro. Par suite ¢(x)
Sﬁ'}i gnf ¢(y;,)<c, ce qui est contradictoire. Ainsi ¢,(x) croit, quand A décroit

vers zéro, vers ¢(x). Remarquons que la démonstration précédente utilise
seulement I’hypothése que ¢ admet une minorante affine et est s.c.i..

Démontrons c). Soit xe X. Le sous -différentiel de I'application y— 711—

ly—x|?+ d)( y) est la multiapplication y—» J(y—x)+0¢(y). Ainsi I'applica-

tion Y= 5 ]| y—x|2+ ¢(y) atteint son minimum en x, si et seulement si —1— J(x;
—x)+6¢(x,1)90 cest  dire 09(x) 1 L Ix—x)#0.
Supposons que ¢ l(x)- []x —x,;)I2+ ¢(x;). Soit we dp,(x). Alors pour

tout z et z’ dans X on a

arllz = 717+ 9(2) 2 lx = xR+ B + (2 = x ).

On en déduit d’une part, en prenant z’=x,, que pour tout ze X

apllz = %l 2 Sk = x4 (2 = W)

c’est a dire que AweJ(x—x,), et, d’autre part, en prenant z’'=z—(x—Xx,), que
pour tout zeX, ¢(z—x+x)=>(x;)+(z—x, w), c’est & dire que wedP(x)).

Par conséquent 0¢,(x)=dp(x;) N TIIJ(x—x »). Inversement, soit we dp(x;)n
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i.I(x—x,l) Pour tout z et z’ dans X on a ¢(z')>d(x,)+(z'—x;, w) et -ﬁllz
- 2Z'|? = 5+ 1 ||x X124+ ({(z—2")—(x—x;), w). En ajoutant ces deux inégalités
et en prenant la borne inférieure pour z’€ X on obtient ¢,(z)>¢,(x)+(z—x,
w), Cest a dire wedgp,(x). Ainsi 0¢,(x)=0¢(x;) N %J(x—xl).

Notation. On notera T¢ la multiapplication qui & x € X fait correspondre
I’ensemble des points x; ou inf {-217 lx=yl*+¢(y); yeX } est atteint.

LemME 1.2. Si pour tout keR, {x; |x|<k, ¢(x)<k} est faiblement
compact, en particulier si X est réflexif ou si ¢ est inf-faiblement compacte,
alors le domaine D(T?) de T¢ est X.

DEMONSTRATION. Sment xeX et a=inf { o Ix=yl2+¢(y); yeX } Il
existe une suite (y,) telle que—55- > ,1 Ix—=yull2+ d(y) <o + . Par conséquent ¢(y,)
est majorée et, comme ¢ est minorée par une fonctlon affine, (y,) est bornée.
Donc il existe (n,) telle que (y,,) converge faiblement vers y,, et on a% Ix—yoll?
+¢(yo) <lim 1nf ||x yall?+liminf ¢(y,) <a. Ainsi y,e T¢(x).

‘Lorsque X est réflexif ou lorsque ¢ est inf-faiblement compacte (c’est a

dire que, pour tout keR, {x; ¢(x)<k} est faiblement compact (cf. [15])), alors
{x; x| <k, ¢(x)<k} est faiblement compact.

LemMME 1.3.  Soit S une contraction de X dans X. Sont équivalents:
i) ¢(Sx) < ¢(x), pour tout xe X
i) ¢,8x) < ¢, (x), pour tout p>0 et xeX

En effet, ii) implique i), car ¢, croit vers ¢ quand u tend vers zéro.
Supposons i). Soient u>0et xe X. Pour tout ye X, ona

.(Sx) < ﬁ ISx — Sy|? + ¢(Sy) < ﬁ Ix = pI2 + 6(p) .

Par conséquent ¢,(Sx) < ¢,(x).

2. Conditions suffisantes pour qu’ une fonction soit de Liapounov

Etant donné un opérateur m-accrétif A de ’espace de Banach X, on note
J4 (ou parfois J,) sa résolvante, A, I’approximation de Yosida, S(t) le semi-groupe
sur D(A) engendré par A au sens de Crandall et Liggett (cf. [6]) et S,(t) le semi-
groupe sur X engendré par A4,.

On dit qu’une fonction ¢ convexe s.c.i. et propre est de Liapounov pour
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S(t) si ¢(S(t)x) < ¢(x), pour tout x € D(A).

ProrosiTION 2.1. Soient A un opérateur m-accrétif de X et ¢ une ap-
plication de X dans ]— o0, +o0] convexe s.c.i. et propre. Les propriétés
suivantes sont équivalentes:

1) ¢(J4x) < P(x), pour tout xe X et >0
2) ¢,(J4x)< P (x), pour tout xe X, A>0 et p>0
3) d(J44x) < P(x), pour tout xe X, A>0 et v>0
4) ¢,(Jix)< ¢ (x), pour tout xe X, 1>0, u>0et v>0
5) (A;x, w)=0, pour tout xe X, .>0, u>0 et we 0¢,(x)
6) Quels que soient u>0 et [x, y]€ A, il existe we ¢ ,(x) tel que (y, w)>0
7 ¢&(S;()x) < P(x), pour tout xe X, t>0 et A>0
8) &.(S:(H)x)< ¢, (x), pour tout xe X, t>0, A>0 et u>0
9) (4,x, w)=>0, pour tout [x, w]e€d¢p et 1>0
Ces propriétés impliquent:
10)  ¢,(S(H)x)< @, (x), pour tout x e D(A), t>0 et u>0
11)  ¢(S(t)x) < ¢p(x), pour tout x € D(A) et t>0
Si D(A)<1Int D(¢), alors 1)---9) sont équivalentes a:
12) Quel que soit [x, y] € A, il existe we 0¢(x) tel que (y, w)>0.

DEMONSTRATION. Les équivalences 1)<>2), 3)<>4) et 7)<>8) résultent du
lemme 1.3.
La propriété 1) implique 3) car

BUx) = ¢(x = 2 (x = I, %))

< a7 9D+ 558U < $(0).

D’apres la proposition 2 de [17], la propriété 2) équivaut a 6) et 4) équivaut
a: quel que soit x € X, il existe we d¢,(x) tel que (4,x, w)>0. On obtient I’-
équivalence 4)<>5) en utilisant de plus le lemme suivant:

LeEMME 2.1. Soit B un opérateur partout défini, demi-continu et m-ac-
crétif tel que ¢(JBx)< Pp(x), pour tout xe X et 2>0. Alors quel que soit [x, w]
€ 0¢, (Bx, w)>0.

En effet, soit [x, w]€d@. Pour tout A>0 on a 0>¢(J8x)—d(x)>(JEx—x,
w), d’out (B;x, w)>0. Or J8x—x quand 1—-0; donc B;x—Bx quand A—0 et
ainsi (Bx, w)>0.

Démontrons I'implication 3)=-7). Soient xe X, t>0 et 4>0. Il résulte
de 3) que pour tout neN, ¢((J,‘/';)"x)s¢(x). Or, d’aprés [6], (J,‘/'},)"x—»
S,;(H)x quand n—»>o0. Donc
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$(Sx(1x) < liminf $((JA2)x) < $(x).
La propriété 8) implique 5), car pour x€ X, 4>0, u>0 et we d¢,(x),

(4,x, w) = lin (i‘;i"—)’i w) > lim 1 (4,(x) — $,(S,(1)x)) = 0.
tio t tio ¢

La propriété 4) implique 2). En effet, d’aprés [1], J4*x—J4x quand

4—0. Par conséquent pour tout xe X, A>0 et u>0, ¢, (Jix)=lim @, (J¢+x)
i~0

<@ (x).

La démonstration de I’équivalence 9)<>7) utilise le lemme suivant qui s’in-
spire d’un résultat que S. Reich a bien voulu nous communiquer.

LeEMME 2.2. Soient X un espace de Banach et C un convexe de X dont la
fonction indicatrice est notée I.. Soient xeC et ye X. Les propriétés suivan-
tes sont équivalentes:

i) liminf Ldx—1y, ©)=0
tio ¢
ii) quel que soit we 0l (x), (y, w)=>0
i) —yeK, ot K={a(c—x); a=>0, ceC}.

Démonstration du lemme 2.2: Montrons que i)=ii). Soit we dl(x).
1
t

1l existe une suite (¢,) de R, et une suite (c,) de C telles que (x—c,)—y tende

vers zéro quand n tend vers I'infini.  Par suite

(7, w) = lim|

n—ow &y

(x—c,,w)=>0.

Montrons que iii)=1). Soit ¢>0. Puisque —yeK, il existe ce C et a>0
tel que ||[y+a(c—x)| <e. Par conséquent, pour tout ¢ tel que 0<t< %, on
a —d(x—ty, O< |x—ty—((1-ta)x+tac)| <e. Ainsi lim +d(x—ty, €)=0.

Montrons que si —y& K, alors il existe w e dl(x) tel que (y, w)<0. L’im-
plication ii)=-iii) en résulte par négation. Supposons donc que —ye K. Comme
K est un convexe fermé, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach il existe we X*
tel que sup {(k, w); ke K}<—(y, w). 1l en résulte d’'une part que (y, w)<0,
et d’autre part que (c—x, w)< — %( ¥, w), pour tout c € C et a>0, ce qui implique

(c—x, w)<0, pour tout ce C, c’est a dire [x, w]edl.

Démontrons I’équivalence 9)<>7). Soit C I’épigraphe de ¢ et B 'opérateur
de X xR tel que B=(A,, 0). Le semi-groupe X(¢#) engendré par B est (S,(¢), I).
Ainsi on a ¢(S,()x) < ¢(x), pour tout x € X et t >0, si et seulement si C est invariant
par X(t), ce qui est équivalent d’aprés un théoréme de Martin (cf. [12]) a
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lim inf tid(ﬁ?——tBﬁé, C)=0 pour tout £eC, c’est a dire d’aprés le lemme 2.2
tio

précédent a (B&, w)>0 pour tout [£, w] € dl, C’est a dire encore, puisque (w, —1)
€ 0l (x, ¢(x)) si et seulement si w e d@(x), a (4,;x, w)>0 pour tout [x, w] € d¢.

Ainsi ’équivalence des propriétés 1) a 9) est démontrée.

La propriété 2) implique 10) car pour tout x € D(A), (JA,)"x—S(t)x quand
n— oo, d’apres [6].

La propriété 10) implique 11) en faisant tendre pu vers zéro.

Enfin, lorsque D(A)<IntD(¢), les propriétés 12) et 1) sont équivalentes
d’apres [17].

REMARQUE 2.1. Dans le cas ou D(T?)=X pour tout x>0, la démonstration
de la proposition 2.1 est beaucoup plus simple, car on obtient facilement I'im-
plication 9)=-5). En effet, d’aprés le lemme 1.1 on a alors d¢,(x)=0¢(x,)

n %J(x—-x,,) pour tout xe X et x,e T¢x. Etant donnés xe X et wedp,(x)

on a (A4,;x,, w)>0, d’apres 9) et (4,x—A4,x,, w)=>0, car 4, est Browder-accrétif,
d’ou, en ajoutant, (4,;x, w)>0.

REMARQUE 2.2. Si on remplace la condition 6) par la condition plus faible:
quels que soient u>0 et [x, y]le 4 tel que x&D(¢) il existe we dg,(x) tel que
(y, w)=0, alors on a I'implication: x € D(¢p)=>J ;x € D(¢).

En effet, si J,xe&D(¢), il existe wedd,(J,x) tel que (4,x, w)>0. On a
alors ¢,(x)>¢,(J )+ (x—Jx, w)=>,(J;x). 1l en résulte, en faisant tendre u
vers z€ro, que x¢& D(¢). Nous reviendrons sur ce résultat a la remarque 2.3.

REMARQUE 2.3. Dans [13], Martin obtient également des critéres d’invar-
iance pour des opréateurs accrétifs en introduisant une application de X dans
P(X*) associée a un convexe fermé C, définie par

J(x; C) ={weX*; |w| =1; VyeC,0=>d(x, C) + (y — x, w)}.
En fait, posant ¢(x)=d(x, C) et I.=1la fonction indicatrice de C, on a J(x; C)
< 0¢(x), pour tout xe X et
{wedl(x); |w| =1}, sixeC
J(x; C) = »
0p(x), sixegC

Ainsi la proposition 1 de [13] résulte de [15] car ¢ est continue et la proposition
2 de [13] peut étre obtenue grace au lemme 1.1; plus précisément on a d(x, C)-
J(x; O)=d(x, C)- 0(x)=pd(I¢),(x)=polc(x,) N J(x—x,), pour tout x&C et
x, € C tels que d(x, CO)=|x—x,]|.

En outre le résultat de la remarque 2.2 généralise la proposition 5 de [13]
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dans laquelle ¢p=1.

PROPOSITION 2.2. On suppose que X* est uniformément convexe. Soient
A un opérateur m-accrétif de X et ¢ une application de X dans 1— o0, + 0]
convexe s.c.i. propre tels que pour tout keR,, D(A)n{y; |yll<k et ¢p(y)<k}
est compact. On suppose qu’il existe une rétraction contractante P de X sur
D(A) telle que ¢(Px)< ¢(x) pour tout x dans X. Alors, si ¢(S(t)x)<(x) pour
tout x € D(A) et t>0, alors ¢(J ,x) < P(x) pour tout xe X.

DEMONSTRATION.  Soient x € D(¢), A>0et C={ye X; ¢(y)<d(x)}. Pour
hx+AS(h)Py
A+h

. . h A ¢
une contraction stricte et ¢(T,y) < ik o(x)+ T4k ¢(y). Par conséquent T,

tout h>0, lapplication T, définie par T, (y)= ——= , pour ye X, est

est une contraction stricte du convexe fermé C dans C, donc elle admet un point
fixe y, dans C.

Soit ye D(A), t>0 et v=S(f)y. D’apres l'accrétivité de I—S(h)P on a,
pour tout h>0,

((ya = S(WPy,) = (v = S(h)v), J(yy—1)) = 0

u_—é‘}fhi\\ est borné

cest a dire (x—/ly,, - v——i(h)v , J(yp— v)) >0. Comme
quand h tend vers zéro (cf. [2] th. 2), on en déduit que ||y,|| est borné quand h
tend vers zéro. o

Ainsi il existe k et hy tels que, pour tout 0<h<hg, y,econv({x} U D(A))
n{y; Iyl <k et ¢(y)<k}, ensemble qui est compact d’aprés I’hypothése. Par
consequent y,, a une valeur d’adhérence u qui vérifie u=Pu e D(A), ¢(u) < P(x)
et (x u a’t Sy, J(u— S(t)y))>0 pour presque tout t>0 D’apres la
preuve du corollaire 3 de [2], il en résulte que u € D(A) et que l € Au, Clest

a dire que u=J,x. Ainsi la proposition est démontrée.

REMARQUE 2.4. La proposition précédente est encore vraie si on remplace
I’hypothése X* uniformément convexe par X réflexif, X* strictement convexe et
tels que si f,—f dans X* et || f,]|=|lf|, alors f,—f, c’est a dire si on suppose que
la norme de X est Fréchet différentiable (cf. [8]).

Voici un cas ou il existe une rétraction contractante sur D(A):

PrOPOSITION 2.3. Soit A un opérateur m-accrétif de X. Si X est réflexif
et strictement convexe, alors il existe une rétraction contractante de X sur
conv D(A).

DEMONSTRATION. Pour tout xe X et Ae]0, 1] on a, d’aprés I’équation
résolvante, J,x=J,Ax+(1—=A)J;x) dou |Jx|<|Jx[|+(1—=24)[|x—J;x|. Par
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conséquent, pour tout xe X, {J,x; 1€]0, 1]} est borné dans X donc faiblement
relativement compact. De plus la famille {J;; 2€]0, 1]} d’applications con-
tinues de X muni de la topologie forte dans X muni de la topologie faible est
équicontinue. Donc, d’apres le théoreme d’Ascoli, {J,; 1€]0, 1]} est relative-
ment compact dans P’espace des applications continues de X fort dans X faible
muni de la topologie de la convergence compacte. Ainsi il existe une suite (4;)
qui converge vers zéro telle que quel que soit x € X, J, x converge faiblement vers
Px. Ona P(X)cconvD(A) car J,(X)<=D(A), et P est une contraction car, pour
tout x et y dans X,

IPx = Pyl < liminf |;,x = Juyl < Ix = y1.

Soit D={xe X; J;x—x}. Alors D(A)c DcconvD(A) et D est un convexe
fermé car, pour x et y dans D, on a

(5=l e [PC50) - <[5

d’ou P(x;—y >= xT-i-y puisque X est stictement convexe. Par conséquent

D=conv D(A). Ainsi P est une rétraction contractante sur conv D(4).

REMARQUE. Si on suppose que X est uniformément convexe, la proposition

précédente donne I’existence d’une rétraction contractante de X sur D(A) puisque
D(A) est convexe (cf. [3]).

CoNTREXEMPLE. Voici un contrexemple montrant qu’en général dans la
proposition 2.1 la propriété 11) n’implique pas les propriétés 1)---9). Nous
utilisons le dernier exemple de Crandall et Liggett [6].

Soient X =R2? muni de la norme |(a, b)|| =max(|al, |b|) et g une application
de [—1, +1] dans R décroissante non linéaire telle que g(0)=0 et g(—1)=
—g(1). Soit A, Popérateur défini par

J(—l, g(=1),sib>a
A/a, b) =< (1, g(1)), sib < a
1 {(x,9(x)); —1<x<1},sib=a

On vérifie facilement que A, est m-accrétif et que pour keR la droite K={(a, b);
ag(—1)+b=k} est invariante par le semi-groupe S,(f). De plus, considérant
xoe[—1, +1] tel que g(x,)#x0g(1), pour tout 1>0, si (a, a)+ A(xy, g(xo)) € K
alors (a, a)& K. Par conséquent, lorsque ¢ est la fonction indicatrice de K,
la propriété 1) de la proposition 2.1 n’est pas vérifiée, alors que la propriété 11)
Pest.
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Compléments a 'implication 12)=>1) de la proposition 2.1. Nous étudions
ici dans le cadre hilbertien quelques conditions suffisantes particuliéres pour

que ¢(J4x) < (x).

ProrosITION 2.4. Soient H un espace de Hilbert, ¢ une application de H
dans 1— o0, + o] convexe s.c.i. propre et A un opérateur maximal monotone de
H tel que pour tout ¢>0, l'opérateur A+¢ed¢ soit maximal monotone. On
suppose qu’il existe c € R tel que 'une des trois hypothéses a), b) et ¢) suivantes
soit vérifiée:

a) il existe aeR tel que pour tout x € D(A) N D(0¢p), ye Ax et wedp(x) il
existe w e 0¢(x) tel que (y, W)> —c et (w, W)>alw| >
b) d’une part, pour tout x € D(A) N D(0¢p), y € Ax et we dd(x) il existe W € dp(x)
tel que (y, W)= —c et (w, w)>0 et d’autre part,

ou bien (o) quel que soit x € D(¢) et 1>0 il existe une suite (x,) qui con-
verge vers x et telle que J4x, € D(¢).

ou bien (B) D(¢p) est ouvert.
c) ¢=0, ¢ est la fonction indicatrice Iy du convexe fermé K tel que IntK+#g
(dont la frontiére est notée 0K). Pour tout xe D(A)N 0K, y € Ax et we 0l g(x),
il existe we Ol x(x), w+#0 tel que (y, w)>0 et (w, w)>0.

Alors, pour tout 1>0 et x€ H, ¢p(J4x) < d(x)+ cA.

DEMONSTRATION avec les hypothéses a), b) () ou b) (f). Soient 1>0 et
x e D(¢). Pour tout ¢>0, il existe z,e D(A) N D(0¢p), y, € Az, et w,€ 0¢(z,) tels
que z,+ A(y,+ew,)=x et il existe w, € 0¢(z,) tel que (y,, W,)> —c. On a alors

)‘s(wz’ we) = (X —Zy — }'ye’ We) < (x = Zy We) + ¢ < ¢(X) - ¢(Z¢) + ch.

Par ailleurs ¢(z,) est minoré, car étant donné &' >¢, il existe z,. € D(A) n D(0¢),
Ve € Az, et w, €0¢(z,) tels que z,.+ A(y, +¢€'w,)=x, d’ou, d’aprés la monotonie
de A et de d¢,

l ! ’
Tz = 22 < = (2, = zps ew, — €'wy) < (€~ ©) (2, ~ 2z, o)

< (¢ = o) (#(z.) — ¢(z.))
et ainsi ¢(z,) croit quand ¢ décroit.
Supposons a). On a alors
0 < Zea|w,|? < Ae(w,, W) < P(x) — ¢(z,) + cA
donc ¢||w,|? est borné et ainsi ew,—»0 quand e—0. Par conséquent z,—J4x
quand -0 et ¢(J4x)<liminf ¢(z,) < d(x)+cA.
e=0

Supposons b) (x). Montrons d’abord que pour tout u e H, siJ4u e D(¢)
alors J4*¢%¢y—J4u quand ¢-0. En effet soient z=J4u et ye Az tels que
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z+Ay=u et soient u, € D(A) N D(0¢), y. € Au, et w, € dp(u,) tels que u,+ A(y,+ew,)
=u. Ona

Iz —uf?= = Ay — y, — ew,, z — u,) < de(w,, z — u,) < Ae(P(2) — P(u,))

donc puisque ¢(z)< + o et ¢(u,) minoré, u,—»z quand ¢—0. D’aprés b) on a
0<d(x)—P(z,)+cA. Or, d’apres («), étant donné 6 >0 il existe u tel que ||u—x||

<% et J4u e D(¢) et d’aprés ce qui précede il existe ¢,>0 tel que pour tout

£<gg, |J4HE0%u —J4u| < 3 d’out [ J4*e?¢x—J4x|<b. Donc J4Te9¢x—J4x
quand ¢—0 et ¢(J4x) < P(x)+cA.

Supposons b) (f). On a 0<Ae(w, W)<oP(x)—d(z,)+ch et |z,—z,|>?
<Me' —¢&)(P(z,)— P(z.)). Par conséquent z, converge vers Z quand ¢—0 et
Z e D(¢)=Int D(¢). Comme 0¢ est borné au voisinage de Z (cf. proposition 2.9
de [1]), ew, tend vers zéro quand ¢ tend vers zéro et donc z, tend vers J4x, d’ou

le résultat.

DEMONSTRATION avec I’hypothése c). 1l suffit de montrer que J4(IntK)
<K, car on en déduit le résultat par continuité de J4. Soient 1>0 et x € IntK.
Il existe ze D(A)N K, ye Az et we dl(z) tels que z+A(y+w)=x. Nécessaire-
ment ze D(A) N IntK et ainsi le résultat est démontré puisque w=0 et z=J4x,
car sinon z € D(A) n 0K et d’apreés I’hypothese il existe W e 0I,(z), w#0 tel que
(y, w)>0et (w, w)>0. On a alors

0< W, W)=(x—z—2y, W) < (x — z, W)

ce qui est impossible car (x—z, w) <0 puisque x € Int K, ze 0K et w#0.

3. ¢-accrétivité et dg-accrétivité pour un opérateur m-accrétif

Soient X un espace de Banach, ¢ une application de X dans ]—oo, +o0]
convexe s.c.i. propre et A un opérateur de X.

Définitions. On dit que A est ¢-accrétif ssi quels que soient [x, y] et
[%, $1dans A et >0, ¢p(x—K+A(y—P)>d(x—LK). On dit que A4 est dp-accrétif
(resp. B-d¢-accrétif) ssi quels que soient [x, y] et [, §] dans A tels que x—%
€ D(0¢), il existe we dp(x—2R) (resp. quel que soit we dp(x—X)) tel que (y—9,
w)>0. On dit qu’une application S de C< X dans X est une ¢-contraction sur
C ssi quels que soient x et £ dans C, ¢(Sx—SX) < d(x—2).

REMARQUE 3.1. Si A est un opérateur de X tel que pour tout i>0, J,
=(I+AA)! soit une application de X dans D(A) partout définie, la propriété
““A ¢-accrétif” est équivalente a ‘‘J, est une ¢-contraction pour tout A”.

REMARQUE 3.2. La définition de la O¢-accrétivité apparait dans [4] et
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[1] et celle de la ¢-accrétivité dans [16] et [17].

THEOREME 3.1. Soient A un opérateur m-accrétif d’un espace de Banach X
et ¢ une application de X dans ]— oo, + 0] convexe s.c.i. propre. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes:

1) A est ¢-accrétif
2) A est ¢ -accrétif, pour tout p>0
3) A, est ¢p-accrétif, pour tout A>0
4) A, est ¢ -accrétif, pour tout A>0 et p>0
5) A, est B-O0¢,-accrétif, pour tout A>0 et 1>0
6) A est 0¢,-accrétif, pour tout p>0
7) S,(t) est une ¢-contraction, pour tout t>0 et 1>0
8) S,(t) est une ¢,-contraction, pour tout t>0, A>0 et u>0
9) A, est B-O¢-accrétif, pour tout >0
Ces propriétés impliquent:
10) S(t) est une ¢,-contraction sur D(A), pour tout t>0 et u>0
11) S(t) est une ¢-contraction sur D(A), pour tout t>0
Si D(A)— D(A)<Int D(¢), alors 1)---9) sont équivalentes a
12) A est 0¢-accrétif.

Si la norme de X est Fréchet différentiable et s’il existe une rétraction
contractante P de X sur D(A) telle que ¢(Px)< ¢(x) pour tout xe X et si pour
tout keR, D(A)n {x; |x|| <k, p(x)<k} est compact, alors les propriétés 1)
a 11) sont équivalentes.

DEMONSTRATION. La méthode utilisée dans le cas hilbertien (cf. [1] pro-
position 4.7) s’adapte au cas d’un espace de Banach, a condition de démontrer
le lemme suivant dans le cas général (la démonstration de [1] ne pouvant étre
utilisée car elle emploie 'approximation Yosida de d¢).

LemMME 3.1. Soit ¢ une application de X dans ]— o0, + o] convexe s.c.i.
propre. On définit Papplication @ sur X x X en posant

PD([xy, x,]) = d(xy — x5), pour tout [xy, x;]e X x X.

Alors @ est convexe s.c.i. propre et, pour tout [x, x,]€e X x X,

a) 0%([x, x;]) = {[w, = w]; wedp(x, — xa)}, si x; — x, € D(0¢)
b) @,([x;, x2]1) = dpa(xy — X3), pour tout A >0

c) 0D,([xy, x,1) = {[w, — wl; wedd,(x; — x,)}, pour tout 1 > 0.

Le théoreme résulte des propositions 2.1 et 2.2 et du lemme 3.1.

DEMONSTRATION du lemme 3.1. a) Soient [x,, x,]€D(0P) et [w,, w,]
€ 0®([x, x,]). Quel que soit [y, y,]Je X xX,ona

A1 — y2) = Plxy — x3) + (g — x1, wy) + (¥ — X3, W)
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En particulier, quel que soit y, € X, en prenant y,=y, —(x;—x,) on obtient
0>(y,—xy, w;+w,). Donc w;=—w,. Ainsi, quel que soit y, et y, dans X,

(1 — ) = d(xy — x3) + (¥y — X1 — o + X3, Wy)

c’est a dire que w, € 0¢(x, —x,). Inversement, siwe d¢(x; —x,), alors [w, —w]
€ 0P([x,, x,]).
b) Par définition de @, et de ¢,

@,([xys x2]) = inf {1 (1%, = yul12 + 162 = 2f1)

+ ¢y, —y2); [y, y2]€X X X}

. 1
$2a(x1 = x2) = inf {3 11 = xo = ¥l + 63 yex}.
D’une part, quel que soit [y,, y,]eX x X, on a

1
G2 (x; — x3) < e Xy = X2 =y + pyal> + &y — y2)

< 71I(|Ix, = yil2+ 1x2 = y2ll?) + d(yy = y2)

donc ¢,;(x; —x;)<®P,([x4, x,]). D’autre part, quel que soit ye X, on a, en
prenant y, et y, tels que y,+y,=x;+x, et y—y,=y,

u([x1, x21) < 1 Iy = pill2 + $G) = 51 1% = %2 = ¥I? + ()

donc @,([x,, x,])<d,,(x;—x;). Ainsi b) est démontré.
c) résulte de a) et b).

CoOROLLAIRE 3.1. On suppose X réflexif et X* strictement convexe. Soient
A et B deux opérateurs m-accrétifs et ¢-accrétifs. Alors A+ B est ¢p-accrétif.

DEMONSTRATION. D’apres le théoreme 3.1, 4 et B sont d¢,-accrétifs. Or,
puisque X est réflexif et X* strictement convexe, d¢, est univoque. Donc 4+B
est 0¢ -accrétif. Il en résulte que 4+ B est ¢, -accrétif et donc ¢-accrétif.

Généralisation a une famille d’opérateurs m-accrétifs. Soit (A(t))cro0,m
une famille d’opérateurs m-accrétifs tels que D(A(t))=D(A(0)) pour tout t et
vérifiant la condition C1 ou C2 de Crandall et Pazy [7]. Soit U(t, s) 'opérateur
d’évolution associé a (A(t)) et défini par

U, s)x = im [ J(,_s)/,,<s +it= s>x,
n—0 i=1 n
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pour tout x € D(A(0)) et 0<s<t< T, et U(t, t)=x (cf. théoreme 2.1 de [7]). On
note U ,(t, s) 'opérateur d’évolution associé a (A4,(1)).

ProOPOSITION 3.1. Les résultats de la proposition 2.1 et du théoréme 3.1
concernant les propriétés 1) a 12) subsistent si on remplace A par A(f) pour

tout te[0, T], S(t) par U(t, s) et S;(t) par U,(t, s) pour tout 0<s<t<T.

DiMONSTRATION. 11 suffit d’appliquer la proposition 2.1 et le théoréme
3.1 & chaque opérateur A(t) pour obtenir I'équivalence des 6 premiéres propriétés
et de la neuvieme.

Les implications du type: ¢(J,(£)x) < ¢(x), pour tout xe X, A>0et te[0, T]
implique ¢(U(t, s)x) < ¢p(x), pour tout x € D(A(0)) et 0<s<t<T, résultent de la
définition de U(t, s) par passage a la limite.

L’implication: (A,(t)x, w)>0, pour tout [x, w]edg, A>0 et te[0, T]
implique (U (¢, s)x) < P(x), pour tout xe X, >0 et 0<s<t<T, se démontre
de maniére analogue a I'implication 9)=-7) de la proposition 2.1, en utilisant le
lemme 2.2 et le résultat suivant de Martin (cf. [13]): I'opérateur d’évolution

U(t, s) laisse le fermé C invariant si et seulement si liminf %d(U(t, s)x, C)=0
hlO
pour tout xe C.
Terminons ce paragraphe par une autre caractérisation de la ¢-accrétivité
qui généralise les caractérisations des opérateurs par rapport auxquels la con-

traction module ou la contraction T, opere, obtenues par Kenmochi et Mizuta
(cf. [9]) et Calvert (cf. [5]) et que nous détaillerons au paragraphe suivant.

THEOREME 3.2. Soient X un espace de Banach, A un opérateur m-accrétif
de X, ¢ une application de X dans ]— oo, + o] convexe s.c.i. propre. On sup-
pose que pour tout p>0, D(T?)=X. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
i) A est ¢p-accrétif
i) Pour tout 1>0, u>0, xe X, £ X, we d¢,(R), il existe t,(8)e T(R) tel que
(A (x +1,(8)—Ax, w)=>0.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 1.1, si t,(x) € T,(x), on a
08,(x) = 9 (8,(x)) N - J(x = 1,(2))..

Supposons i). Soient A1>0, u>0, xe X, £e€X, wedp,(%) et t,(8) e T,(L).
On a

0> ¢(J(x + t,(R) — J1x) — B(1,(X))
> (Jux 4+ 1,(8) — Jx — t,(%), w)
> = MAX + 1,(8) — Ax, w),
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c’est a dire ii).
Supposons ii). Soient 1>0, xe X, £e X et wedd,(x—X). D’apres ii) il
existe t,(x — %) € T(x— %) tel que

(Ax& + 1,(x — £)) — A;%, w) 2 0.
D’autre part, puisque A, est B-accrétif et que we;lJ(x—x—tu(x—X)),

(Apx — A, + t,(x — %)), w) = 0.

En ajoutant ces deux inégalités on obtient (A4,x—A,;%, w) > 0. Ainsi 4, est
B-0¢ -accrétif, c’est a dire, d’apres le théoreme 3.1 que A4 est ¢-accrétif.

4. Applications aux opérateurs m-accrétifs d’un espace de Banach ordonné

Dans ce paragraphe X est un espace de Riesz muni d’une structure d’espace
de Banach. On note x*=xVv0, x"=—(xA0), |x]=xV(—x) et K le cone positif
de X.

Rappelons que X est dit Banach réticulé si de plus

IxI < Iyl = lIxl < Iyl
On note W, l'application de X dans £(X*) définie par
We(x) = {weJ(x*); w > 0, (x~, w) = 0}, pour tout xe X.

LEMME 4.1. Soit xeX. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
) Wex)#6
i) d(x, — K) = ||Ix*]

et alors W (x)=0g(x), ou g(x)= —; |x*2.
DEMONSTRATION.  Soit ¢ la fonction indicatrice de —K. On a
Bu(x) = 57d(x, = K)F et 0p(— x)NI() = Wa(x)
car we d¢(—x~) équivaut a (y+x~, w)<0 pour tout y e — K, ce qui équivaut en-
core a (x~, w)=0et w>0.
L’équivalence i)<>ii) résulte alors du lemme 1.1. Dans ce cas
$1(0) = o Ix712 et 0pu(x)=0p(—x7) N 1 I(x).

Donc A0¢,(x)= W, (x) et ainsi W, (x)=0g(x).

REMARQUE. Si X est un Banach réticulé, W, est partout définie (cf. [18]
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et [16]). Mais la réciproque est inexacte; en effet R2 muni de la norme

la| + |b|, siab > 0
I(a, b)| = _
sup(|al, |b]), siab < 0

vérifie les conditions du lemme 4.1 mais n’est pas un Banach réticulé.

Application des paragraphes 2 et 3. Les résultats de la proposition 2.1
et du théoréme 3.1 sont valables dans le cas particulier ou ¢ est la fonction indi-
catrice de k— K, ou ke X. Si les propriétés du lemme 4.1 sont vérifiées, on a

alors ¢,(x)= i [(x—k)* |2, uod,(x)= Wy (x—k) et t,(x)=x—(x—k)*. En ap-

pliquant également le théoréme 3.2, on obtient en particulier le corollaire suivant:

COROLLAIRE 4.1. On suppose que les propriétés du lemme 4.1 sont véri-
fiées. Soient A un opérateur m-accrétif de X et ke X. Les propriétés suivantes
sont équivalentes:

) x<X2+k=Jx<J,x+k

i) |(J;x —J;2 — k)| < ||(x — % = k)|, pour tout x, e X
iii) Quels que soient [x, y] et [X, §] dans A, il existe we W, (x—X%—k) tel que
(y_ﬁ’ W)ZO
iv) (4;(x — (R —k)y"+k)— A,x,w) >0, pour tout >0, xeX, ReX et
we Wy (% — k).

REMARQUE 4.1. Pour k=0, on retrouve les résultats de théorie du potentiel
de [5] sur les caractérisations des opérateurs T-accrétifs, ou a résolvantes crois-
santes, ou par rapport auxquels la contraction module opere. Lorsque A est
un sous-différentiel, on retrouve des résultats de [9].

Une extension analogue du principe de ’enveloppe inférieure (cf. [5]) et
certaines de ses propriétés sont établies a la proposition suivante:

ProPOSITION 4.1. Soient A un opérateur m-accrétif de X, ke X et g,>0.
On considere les propriétés suivantes:
1) (I+A)(xAR+k)>(El+A)x A(el+ AR, pour tout 1>0, e€]0, gy], xe X
etXeX
2) Quels que soient .>0, xe X et 2€ X, si x<R+k, alors J{x<J42+k
3) (I+A)(xAR+Ek)=(el+A)x A(el+A)%+¢ek, pour tout A>0, ee[0, g],
xeXetXeX.
Alors 1) implique 2) et 2) implique 3).

DEMONSTRATION. L’implication 1)=>2) résulte du lemme plus général sui-
vant appliqué a I'opérateur el + 4, et de la convergence de J5/*4+ vers J4 lorsque
¢ et A tendent vers zéro.
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LEMME 4.2. Soient A un opérateur m-accrétif B-strictement accrétif et
ke X. On suppose que quels que soient x et X dans D(A), x A(X+k)e D(A). Si
[x, y1eA, [&, Ple A et ze A(x AN(X+k)) impliquent z>y A §, alors x<R+k
implique J{x<J4%+ k.

DEMONSTRATION. Ce lemme est une variante des propositions 3 et 4 de [5]
dont nous donnons une autre démonstration.

Soient u et ## dans X tels que u<f+k. Soient x=J,u, £=J,0 et we W, (x
—%—k). Onax+ily=uet X+iy=1 avec ye Ax et € AR. Soit ze A(x A(R
+k)). Ona

2';11'{M—XV(.£+k)}_>_y—_l%(x_g__k)—

d’ol, (y—z, w)<0. Or (y—z, w)>0 car A est B-accrétif. Donc, puisque A4
est strictement accrétif, x=x A (X+k). Ainsi Ju<J,0+k.

Démontrons maintenant 'implication 2)=-3). Soient x et £ dans X, />0
et €[00, ¢o]. Il résulte de 2) que J,(x AR+ k)< J,xAJ,R+k.

Ainsi,
exANR+k)+A,(x AR+ k)

Zc(x/\fc+k)+7]1(x/\$'—Jlx/\Jl>2)
> ek + —l((ie +D)(x A $)=Jux A J,R)
> ek + %((Ae F1)(x = (x = 8)*) = Jyx + (Jox — J,8)%)

> ek + 7‘((18 + Dx — Jux — ((Ge + 1)(x = £) = Jyx + J,8)%)

> ek + (el + A))x A (el + A)3.

REMARQUE 4.2. Pour k=0, 1) est équivalent a 2) et 2) implique en particulier
que A, vérifie le principe de I’enveloppe inférieure; on retrouve ainsi des résultats
de [5].

5. Caractérisation des sous-différentiels g-accrétifs d’un espace de Hilbert

THEOREME S.1. Soient H un espace de Hilbert, ¢ et  deux applications
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de H dans ]— o0, + o] convexes s.c.i. et propres. On note J,‘{’=(I+;u3¢)“.
Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) Oy est ¢-accrétif

i) YR+IIx—R)+Y(x—JE(x—R)<PY(x)+Y(R), pour tout xeH, £eH et
u>0.

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que ii) est équivalent &
V(& + nig(x — £) + Y(x — pdg,(x — £)) < Y(x) + Y(%).
Supposons ii). Soient x et £ dans H, A>0, ye dy(x) et P e dY(%). Ona
Y(x — pdp(x — 2) = Y(x) — (y, u0d,(x — £))
et
V(& + pop(x — 2) = Y(X) + (9, pdg,(x — %))

d’ou, en ajoutant et appliquant ii), (y—9, 0¢,(x—%))=0. Ainsi, d’apres le
théoreme 3.1, Oy est ¢-accrétif.

Supposons i). Soient x et £ dans H et 1>0. D’apres le théoréeme 3.1,
0y, est B-0¢-accrétif, donc, comme d¢,(x — %) € dp(J2(x — %)),

QPR + 10 ,(x — %) + J9(x — £)) — O, (& + 10, (x — ), I, (x — %)) >0,

pour tout ¢, c’est a dire
LYo + 100,(x — I = 2) = Y& + 10h,(x — £)] 2 0.

En intégrant de 0 a u, on obtient
Uik + T2 = 2) = ¥i(%)

S YR + pod,(x — £) + JE(x — £) = YR + pdg,(x — %)).

On en déduit ii) en faisant tendre A vers zéro.

COROLLAIRE 5.1.  Soit C un convexe fermé de H et \y une application de H
dans ]— o0, + o] convexe s.c.i. propre. On désigne par P la projection sur
C. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) Six—%eC,alors JYx—JY%eC, pour tout A>0
i) YR+ Pc(x—R))+¥(x—Pc(x —R) <Y(x)+y(R) pour tout x et £ dans H.

DEMONSTRATION. On applique le théoreme précédent en prenant pour ¢
la fonction indicatrice de C, sachant que J¢=P,.
On obtient de maniére analogue le
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COROLLAIRE 5.2. On fait les hypothéses du corollaire 5.1. On suppose de
plus que C est un cone convexe fermé et soit ke H. Sont équivalents:
i) Quels que soient x et X dans H, si x<X+k alors J;,x<J,%+k
i) YR+(x—R2—k)—P_(x—2—k)+y(x—(x—R—k)+P_(x—%—k)<y(x)
+Y(R), pour tout xe H et X H.
Si de plus C=C*={ye H; (y, x)=0, pour tout xe C} alors i) et ii) sont équiva-
lents a
iil) YR+ Pc(x—L2—k)+Y(x—Pc(x—%—k) <y(x)+yY(R), pour tout xeH et
LeH.

COROLLAIRE 5.3. Soient H un espace de Hilbert et ¢ et  deux applications
de H dans ]— o0, + o0] convexes s.c.i. propres. On note S(t) le semi-groupe
engendré par OY. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) Oy est p-accrétif

ii) S(f) est une ¢-contraction sur D(y) pour tout t>0 et on a la propriété:
Si x et £ sont dans D() alors x—J¢(x — %) et %+ J¢(x — %) sont dans

® {5

D(y) pour tout u>0.

DEMONSTRATION. L’implication i)=>ii) résulte de [I'implication 1)=>11)
du théoreme 3.1 et du théoréme 5.1. Montrons que ii)=>i). L’hypothese
(P) équivaut a

Iy (R +J8(x = £)) + Ipgs(x — I (x — £)) < Ipgg5(x) + I (%), pour tout x € H
et £e H. D’aprés le théoréme 5.1, ceci signifie que dlpy; est ¢-accrétif, ou
encore que G(Ppyx—Ppy®)<Pp(x—%), pour tout xeH et LeH. En
appliquant la proposition 4.7 de Brézis [1] on en déduit i).

ProposiTION 5.1. Soient H, ¢, y et (P) comme au corollaire précédent.
Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1) Oy est ¢p-accrétif
i) (P) et (Y (x)—0Y,(R), 0 (x—%)=0, pour tout x, e D) et A, u>0
iii) (P) et (OY°(x)—0Y°(%), 0¢,(x — %)) =0, pour tout x, X € D(3y) et u>0
iv) (P)et qSu(fo—Jfﬁ)sd)”(x—fc), pour tout x, € D(Y) et A, u>0
v) (P)et ¢(JYx—JYR) < Pp(x—X), pour tout x, £ € D) et 2.>0
vi) (P) et (Y (x+J2%)— 0y (x), 0¢,(%))=0, pour tout x € DY), x+J3% e DY)
et A, u>0
vil) YR +I0x =) +Y(x = JE(x—R) < Y,(x) + Y ,(R), pour tout x, £ e D().

DEMONSTRATION. Les implications i)=-ii) et i)=iv) résultent des théorémes
5.1 et 3.1. On obtient ii)=>iii) en faisant tendre A1 vers zéro. L’implication iii)
=1i) résulte de la proposition 4.7 de Brézis [1], en utilisant la caractérisation de
(P) de la démonstration du corollaire précédent. On obtient iv)=>v) en faisant
tendre u vers zéro.

Montrons que v)=>vi). Soient x e D(y) et x+J¢%eD(). Ona

—
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0> ¢(JY(x + J2R) — Jix) — ¢p(J2%)
> (JUx + JE2) — J¥x — J9R, 04,(2)

= = AOi(x + JER) — ,(x), 0¢,(%))
d’ou vi).
Pour établir I'implication vi)=-vii) on peut faire la méme démonstration
que pour I'implication i)=>ii) du théoréme 5.1 car, d’aprés I’hypothése (P) et
la convexité de D(y), si x et £ sont dans D(y) alors, pour tout ¢ € [0, u],

R+ 10¢,(x — %) = (1 —7’)2 + - (x = Jf(x = ) D)
et |

£+ 109,(x - ) + 4 = 9 = 1 )&+ Tt — ) + L xe D)

_t

u
et, d’apres vi),

QP& + 10, (x — £) + J2(x — R)) — W ,(& + 10, (x — R)), I, (x — %)) > 0.

Finalement on obtient vii)=i) en faisant tendre 1 vers zéro et appliquant le
théoréme 5.1.

REMARQUE 5.1. Ces caractérisations généralisent celles obtenues par Ken-
mochi, Mizuta et Nagai (cf. [11]). En effet les équivalences entre (a,), (a,),...,
(ag) et (a,3) sont des cas particuliers des théoremes 5.1, 3.1 et 3.2 dans lesquels

on prend ¢p=1Iy (car alors Jﬂ’= Tet ¢,= —217; - T||2>. Les équivalences entre
(ae) et (a,) et entre (a,3) et (a,;s) sont des cas particuliers du corollaire 5.3 lorsque
= % [ I-T|?* et ¢=Tx respectivement. De méme, les équivalences entre

(ag), (a9), (@40), (a11), (a;2), (ay3) et (a;,) sont des cas particuliers de la proposi-
tion 5.1.
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