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Introduction Soit G un groupe de Lie réel d’algébre de Lie g. La donnée
d’une métrique riemannienne invariante a gauche sur G équivaut a la donnée
d’un produit scalaire (ou métrique) sur g; dans ce cas la connexion de Levi-Civita
est invariante a gauche et on obtient une application ¥ : g—gl(g):

) (P, w) = (1/2){<[u, v], @) + <ad, u, v) + {u, ad, v)}
vérifiant:
[u,v] =P — Fu, (sans torsion),
et
(P, @) + (v, P, w) =0, (P,e-g), Yueg),
pour tous u, v, W € g.

L’application Re A2g*®4(g), R,,= Piyy— [V V,], étant la courbure de
V et K(u, v)=<{R,,u, v) la courbure sectionnelle de (g, { , ) on a [2]:

(1) K(u,u)=0.
(2) K(u,v) = K(v,u), Yu,veg.
3) K(u,v)=0 Yu, vege—=R=0.

Le but principal de cette note est la démonstration du résultat suivant con-
jecturé par Milnor [3]:

THEOREME. Soit g une algébre de Lie réelle et ueg; u est dans le centre
3(g) de g si, et seulement si, K(u, v)>0 pour toute métrique et tout v e g.

COROLLAIRE. Une algébre de Lie est abélienne si et seulement si K(u, v)
>0 pour toute métrique et pour tous u, v dans g.

1. Soit (g, ¢, ») une algébre de Lie métrique, {e;};<, une base orthonormée
de g et Z;;,=([e; €;], e,) les constantes de sturctures.

PrOPOSITION 1. K(e;, e)) = Zh=1 {(1/2)ZLijl(— Lijn + Lini + Lhij)
—(1(Zijn — Lini + Lhij)) (Zijn + Lini — Lui) — it s} -
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PREUVE. K(e;, ;) = {Pe,,e08: — [ Ve Ve;less ;5 d’autre part,
Peeis € = (D (= Lijn + Ljpi + Lhij)»
<V[eg,ej]ei9 e;) =2, (12Z( =Ly + Ljni + Luij) >
Ve Ve e = — Zn(1 B (Lijp — Lini + Luip) (Eijn + Lini — ZLnij)

et
<Ve, Ve,ei, ej> = =21 Lhii ghjj'

D’ou, le résultat. c.q.f.d.
PROPOSITION 2. Soit u dans le centre de g; alors K(u, v)>0 pour tout veg.
PREUVE. On peut supposer {u, v} libres et orthonormés.

Soit {e;};<, une base orthonormée de g avec e, =u, e,=v; d’aprés la pro-
position 1 on a, K(e,, €;)=(1/4) 313 (ZL241)*=0. c.q.f.d.

ExempLES. (1) Soit g une algébre de Lie de dimension deux non-abélienne
et {u, v} une base de g telle que [u, v]=au+ pPv+#0; alors K(u, v)=—a?—2<0
ou la métrique considérée est telle que {u, v} soit une base orthonormée.

(2) g de dimension cing, {e,, e,, €3, €4, €5} une base telle que: [e,, e;]=
es, [ey, es]=e;, [e,, e,]=¢,; 3(g)=R{es}, I'idéal dérivée Dg est R{e,, e,, es},
D2g={0}; donc, g est 2-résoluble; ’élément e, & 3(g) vérifie [e;, x]=£(x)e; pour
tout x eg ou 4(x)= —pr, (x); ¢ est une forme linéaire surjective et Ker £ est un
idéal non-abélien de g; on a g=Ker /@ Re, ; on considére la métrique ¢ , ) telle
que {e;, e;>=4;;; alors K(e,, e3)= —1<0; c’est-a-dire la métrique n’est pas plate.

L’exemple 2 fournit un exemple d’une algébre de Lie résoluble munie d’une
métrique qui n’est pas plate (si g est une algébre de Lie munie d’une métrique
plate, g est 2-résoluble [3]); de plus, il existe u&3(g), v € g tels que [u, x]=4(X)u,
pour tout x € g et K(u, v)<0.

2. Preuve du théoréme. Supposons K(u, v)>0 pour toute métrique et tout
veg; le théoréme découle du lemme suivant:

LEMMA 1. Supposons ue3(g).

(a) S’il existe v dans g tel que [u, v]& R{u, v}, alors il existe une métrique
{, ) sur g telle que K(u, v)<0.

(b) Si [u, x]eR{u, x} pour tout xeg, alors il existe une métrique {, >
sur g et un veq tel que K(u, v)<0.

PrREUVE DE (a). On considére {e;};,c, une base de g avec e;=u, e;=v,
ey=[u, v]; on pose [e;, e;]= 31— Z;jyen; soit {, ) une métrique sur g telle que
{e;, e;p=0;;; alors  K(ey, e;)=(—3/4)+(1/2)(L23, — L132) + Zj=3 (1/4( Loy +
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Lin2)? = L1 ZLh2ae Pour £>0 réel, on considére la base {b;};<, telle que b, =
gey, by=¢ge,, b;=¢?¢; pour i>3; alors, [by, by]=bs, [b;, by]l=23 o1 Binshs=
2L b 82 Lyb, + Y o3 €Lushs pour i=1,2 et h>3, et [by, b ]=63Ly b+
8 Limabr+ Y o382 %bs pour 3<i<h<n. On considére sur g la métrique
<, ». telle que {b;, b;>,=4;;; alors,

K, (by, by) = (=3/4) + (1/2)(B231 — B132)
+ X3 (/D) (Bant + Bin2)* — Bu11Bn2z2}s

ou g,=(g, [, 1, <, ),); lorsque ¢—0, on obtient une base {b;};, de g vérifiant,
[by, b,] = b3, [b;, b;]=0, 2<i<j<n; on considere ¢, ) sur g telle que <b;, b;>
=¢,;; alors, la courbure sectionnelle K(b,, b,)= —3/4; par suite, K, (b, b,)<0
pour ¢ assez voisin de zéro; d’ou K(u, v)<0. c.q.f.d.

PREUVE DE (b). [u, x]=4(x)u+¢'(x)x pour tout x dans g; l’application
linéaire ad,: g—g¢ induit, par passage au quotient, une application linéaire ¢:
g/Ru—g/Ru, ¢(x)=¢'(x)X; de @(AX)=Ap(X), LR, et p(X+ y)=¢(X)+¢o(y) on
tire, £'(AX)AX=A4'(x)X et £'(x+ y)(X+y)=2'(x)x+£'(y)y; d’on ¢'(x)=%, V x€
g. Ainsi, [u, x]=4(x)u+.Lx, pour tout xeg; d’oll, = —4(u) et Ker ¢ est
un sous-espace de codimension 1.

1¢f cas: ¥ =—4(u)=0, c’est-a-dire, ue Ker £; on a [u, x]=4(x)u pour
tout xeg et DgcKer ¢; d’ou, Ker ¢ est un idéal (pas forcément abélien) de
codimension 1. Soit veg tel que g=Ker /@ Rv; on peut choisir v tel que ¢(v)
=1; on considére {e;};<, une base de g telle que e, =u, e,=v et {¢;},<;<,—, base de
Ker £; alors: [e,, e,]=e,;, [e;, ]=0 pour i<n—1, [e, e,]=>4z1 Linen et
e, ej1=20z1 ZLijne, pour 2<i<n—let2<j<n—1.

On considére sur g la métrique {, ) telle {e},c, soit orthonormée; alors
K(ey, €)= —1+(1/4) X523 (Lhm1)>

Pour &> 0 réel, on considére la base {b;},<, avec b, =e,, b,=e,, b;=¢2e; pour
I<i<n—1;ona:

[by, b,] = by, [b, b]=0pour2 <i<n—1,
[bi, b,] =% by + 2023 Linshs et [b;, bj] = e4L;;,by + 52 (2L )by;

donc, si B;;, sont les constantes de structures par rapport a (b);c, et <, ),
métrique sur g telle que {b;};<, soit orthonormée, on a:

Kg.;(bl’ bn) = -1 + (1/4) ZI’:;A (,Bhnl)z'
Lorsque e—0 on obtient ’existence d’une base {b;};, de g telle que:
[by, by] = by, [by, b] =0pour i < n—1, [b;, b,] = 3123 Lins by

et [b;, bj]=0 pour 2<i<j<n-—1.
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Soit {, ) une métrique sur g gelle que la base précédente soit orthonormée;
alors K(u, v)=—1<0.

28me cqs: P =—4(u)#0, c’est-a-dire, u&Ker £. On a [u, x]=4(x)u+ Fx
pour tout x € g; il existe veg tel que [u, v]=4(v)u+ Lv est non-nul; on choisit
v.t.q. é(v)=1. Considérons {e;},, une base de g avec e, =u, e, =v et {es, e,,...,
e,} vecteurs libres de Ker ¢; alors

[ei, e2] = e; + Ze,, [ei, ] = Le;, 3<i<n,
[ez, e] = 2Xi=1 Lomen >3,
le, ej] = Zh=1 Lijne, 3<i<j<n
Soit {, > métrique telle que <e;, e;»=J;;; alors,
K(ey, €3) = =1 — 2% + (1/4) Tpiz3 (Lan1)* — Zinzs Lint Lanz-
Pour &> 0 réel, on considére {b;};<, base de g avec:
b,=e, b,=e, b;=c¢%;pouri>3;

alors [by, by]1=by+ZLb,, [by, b]=Lb;, [by, b]=¢€>%,i1-b, +(2%4i)b, + X =3
Lowby et [b;, b1=31- Bii(e)b,. Soit (, >, métrique sur g telle que
(b, b;>,=0;;; par rapport a cette métrique on a K, (b,, b))=—1—L2+
(1/4) X (Byn1)*>— X P=3 B1n1Bana; lorsque eé—0 on obtient 1’existence d’une base
{b;}; de g avec: b,=u, by=v, [b,, b,]1=b,+£Lb,, [b,;, b;] =Zb,, [b,, b;]=
2 w23 Lo by, [by, b;1=0 pour 3<i<j<n. Si on considére ¢, ) métrique telle
que la base précédente soit orthonormée, la courbure sectionnelle K(u, v) est
égale 3 —1—.22; d’ou, le résultat. c.q.f.d.
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