Un anneau d’entiers stablement libre et non libre
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L'anneau des entiers On d’une extension galoisienne N/Q
modérément ramifiée de groupe de Galois G est Z|G]-projectif.
Il existe une condition nécessaire et suffisante pour que la
somme On @ Z|G] soit isomorphe a Z|G]?. On donne un
premier exemple ol cette condition n’implique pas que Oy

soit Z|G] libre.

The ring of integers Oy of a tame Galois extension N/Q with
Galois group G is Z|G]-projective. There exists a necessary
and sufficient condition for O @ Z|G| and Z|G]? to be iso-
morphic. We give a first example where this condition does
not imply that Oy is free over Z[G].

1. INTRODUCTION

Pour chaque corps de nombres M, 'anneau des
entiers se note O,y.

Soit N/K une extension galoisienne de corps de
nombres de groupe de Galois GG, modérément ra-
mifiée (c’est-a-dire les idéaux ramifiés ont des in-
dices de ramification premiers & la caractéristique
de leurs corps résiduels). On sait qu’alors 'anneau
des entiers Oy est un Ok |G| (et par restriction un
Z|G]) module projectif.

Un théoréme de M. J. Taylor [1981], répondant
a une conjecture de A. Frohlich, lie la classe de Oy
dans Cl(G) (le groupe des classes des Z|G]-modules
projectifs) aux constantes des équations fonction-
nelles des fonctions L d’Artin (pour un exposé com-
plet, voir [Frohlich 1983] et sa bibliographie). Dans
de nombreux cas, le théoréme de Taylor permet de
savoir si Oy est Z|G]-libre ou non. Il reste toutefois
une famille d’extensions pour laquelle il ne permet
pas de se prononcer: ce sont les extensions galoi-
siennes de Q dont I’algébre sur Z du groupe de Ga-
lois ne posséde pas la propriété de simplification.
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Le théoréme permet alors au mieux d’affirmer soit
que:

On ® On ~ Z|G] & Z|G]
soit que:
On @ Z|G] = Z|G| & Z|G].

On dit dans ce dernier cas que le Z|G]-module Oy
est stablement libre, sans que 1’on puisse en dé-
duire qu’il est libre (c’est-a-dire que Oy =~ Z[G)).
Une telle situation se produit avec le groupe Hjso,
groupe quaternionien d’ordre 32, et c’est Swan qui
le premier a construit un Z[Hss|-module stable-
ment libre et non-libre [Swan 1962]; on peut trou-
ver de plus amples renseignements sur ce probléme
dans [Vigneras 1975; Swan 1981].

Dans le cas des extensions modérément ramifiées
a groupe de Galois quaternionien d’ordre 32, Froh-
lich [1980] a prouvé que leur anneau des entiers est
toujours stablement libre. La question se pose de
savoir si ces anneaux d’entiers sont ou non libres.
On construit ici une extension de @, modérément
ramifiée, de groupe de Galois Hsy, et prouve que
son anneau des entiers n’est pas libre. Les calculs
ont été effectués au moyen du logiciel Pari [Batut
et al. 1992].

Une autre question, qui reste ouverte, est la sui-
vante : Lorsqu’un élément = de Cl(G) représente un
anneau d’entiers, est-ce que toutes les classes d’iso-
morphismes de Z|G] modules de rang 1 de cette
classe peuvent étre réalisées par des anneaux d’en-
tiers? Dans le cas de Has, il y a trois telles classes
d’isomorphisme [Swan 1981], et 'on aimerait sa-
voir si le résultat de cet article s’étend aux deux
autres classes.

2. CHOIX DU CORPS

Une extension galoisienne modérément ramifiée
de Q & groupe de Galois quaternionien d’ordre 32
contient un corps quadratique réel Q(\/E) avec d =
1 mod 4; ce corps se plonge d’une infinité de fa-
cons dans une extension diédrale de Q de degré 32,
modérément ramifiée, et d’une infinité de maniéres

dans une extension cyclique de Q de degré 4, modé-
rément ramifiée. On peut choisir une des extensions
diédrales, la composer avec une des extensions cy-
cliques de degré 4; le compositum contient alors
une extension quaternionienne de degré 32. Réci-
proquement la composée de deux extensions, 'une
quaternionienne de degré 32, ’autre cyclique de de-
gré 4, contenant un méme sous-corps quadratique
réel contient une extension cyclique de degré 16 de
ce corps quadratique réel, diédrale sur Q [Damey et
Martinet 1973|. Les changements de corps diédraux
et cycliques permettent de varier la ramification.

Il faut partir d’un corps quadratique réel k =
Q(v/d) avec d = 1 mod 4 et chercher les groupes
de classes généralisés possédant un quotient cy-
clique d’ordre 16, invariant par la conjugaison du
corps quadratique. Plutdét que de faire une telle
étude, il a paru plus rapide de regarder dans les
tables de groupes de classes de B. Oriat [1977?]
les Q(,/p1pz) avec py et p, = 1 mod 4, ce qui as-
sure que le 2-groupe des classes est cyclique, et
de prendre le premier exemple dont le nombre de
classes est divisible par 16: Ky = Q(v/5 x 461). On
engendre un idéal entier de norme 2305 dans K|
par u = 2305 + 48+/2305, et Q(\/2305 + 48+/2305)
est une extension M, cyclique de degré 4 de Q
dans laquelle 5 et 461 sont totalement ramifiés.
Par ailleurs le corps de classes de Hilbert de K|
est l'extension cyclique non ramifiée de degré 16
de K, diédrale sur Q.

On a la tour cyclique non ramifiée maximale de
2-extensions:

K, = Q(v/2305) C K, = Q(v/5,V461)
C K, C K3 C Ky,

ot K; est diédrale de degré 21 sur Q. Le composé
de K; et M, est noté M;. Le corps M, est une
extension biquadratique de K. Le sous-corps N de
My, quadratique sur K3 et distinct de K4 et de M3,
est une extension quaternionienne de (Q contenant
K, modérément ramifiée (voir [Damey et Martinet
1973, §1II]). C’est anneau des entiers Oy de ce
corps de nombres qui fournit I’exemple cherché.



3. UNE ALGEBRE DE QUATERNIONS

Pour exposer le principe de la preuve, suppo-
sons construit 'anneau des entiers Oy, connue une
Z-base et 'action des éléments du groupe de Ga-
lois sur cette base. On suit la démarche habituelle
qui consiste, dans un premier temps, i faire une
extension des scalaires de Z|G| & un ordre maxi-
mal M le contenant, c’est-a-dire & étudier MOy.
Un tel ordre maximal est produit direct d’ordres
maximaux de chacun des facteurs simples de Q[G]|
et on regarde d’abord des modules sur un ordre
maximal d’une algébre centrale simple. On a, par
conséquent, besoin de quelques renseignements sur
lalgebre Q|Hsz].

Définissons le groupe G = H3, par générateurs et
relations: {o,7 | 0'% = ¢; 7% = 0%, 707! = 071},
Les facteurs simples de Q|G] sont en bijection avec
les classes de conjugaison de caractéres & valeurs
dans Q. Les méthodes classiques [Serre 1971, ch. 13|
nous donnent :

— 4 facteurs simples isomorphes a (Q provenant des
représentations de degré 1 de Hs,;

— 2 facteurs simples isomorphes a une algébre de
matrices 2 X 2 a ceefficients 'une dans Q, 'autre
dans Q(v/2), et qui correspondent aux représen-
tations irréductibles de degré 2 du groupe dié-
dral d’ordre 16 quotient de Hs; par son centre;
avec les notations du § 1 ce groupe est le groupe
de Galois de K3/Q.

— Un facteur A = Q[H3,]/(7% + 1) qui s’identifie &
une Q-sous-algébre H du corps des quaternions
usuels R[i, 7, k] (avec les relations 12 = j2 = k? =
ijk = —1). Si ¢ est une racine primitive 16-éme
de I'unité, t = ¢ + ¢! est réel et A est la sous-
algébre engendrée par ( et j.

On reprend les indications données dans [Swan
1962, §2]. On peut choisir la racine de 'unité ¢

de sorte que t = /24 v/2, un de ses conjugués
galoisiens est t' = 771/2 = 1/2 — /2. On pose

V24 1+i
Vor
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on construit un homomorphisme de Z|H3,| dans A
en envoyant o sur « et 7 sur j, et I’on note O son
image. Pour les calculs effectués dans ’algébre de
quaternions, on choisit comme base les éléments
a” et a®j, ou 0 < r,s < 7. Le centre de O est le
sous-anneau R engendré par t.

Soit B = (1 + j)/t'. Le R-module A engendré

par 1, a, B et af est un sous-anneau de A et on
peut prouver que c’est un ordre maximal de A qui
contient O. Un autre ordre maximal A’ est donné
par une R-base
1+4 1435 14+i+75+k
V2 oV2 2 '
Soit J un A-idéal & gauche; c¢’est un A-module pro-
jectif. S’il est libre, c’est-a-dire de la forme Am, son
ordre & droite, c’est-a-dire ’ensemble des A de A
tels que I\ C J, est ordre maximal m~'Am. On
a ainsi la notion d’ordres conjugués.

On peut démontrer ([Swan 1962] par exemple)
que l'ordre A posséde 2 classes d’isomorphismes
d’idéaux & gauche et que dans A existent deux
classes de conjugaison d’ordre maximaux Vigne-
ras 1972, ch. II, § 3. Il en résulte [Swan 1962] qu'un
A-idéal & gauche est libre si et seulement si son
ordre a droite est conjugué de A, et n’est pas libre
si et seulement si son ordre & droite est conjugué
de A’. Une maniére de distinguer entre ces deux
classes de conjugaison consiste & regarder les uni-
tés de I'ordre maximal. Deux ordres conjugués ont
des groupes d’unités isomorphes et seuls les ordres
conjugués de A’ possédent un élément d’ordre 3.

L

Remarque. Un idéal & gauche d’un ordre maximal
étant donné, on peut construire explicitement son
ordre & droite en un nombre fini d’étapes; par
ailleurs, un ordre d’un corps de quaternions tota-
lement défini étant donné, la remarque 2 de [Swan
1962] montre qu’il existe un algorithme permettant
de déterminer ses éléments de norme réduite 1 et
donc son groupe de torsion.

Un travail de Vignéras [1975, §4, th. 5, lemmes 3
et 4, th. 6) permet de décrire le groupe des unités
de A: le sous-groupe des unités de A* de norme 1
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est le groupe Hj, [Swan 1962, §2|; par ailleurs les
éléments de la forme (1 4 a)z avec z € R ont une
norme différente de 1. C’est que A* est engendré
par le groupe des unités de R et par l'image de
Hsy. Dot

Lemme. Les groupes des unités A* et O* sont les
mémes.

4. PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION

On démontre maintenant que 'anneau Oy n’est
pas libre.

Comme ordre maximal M contenant Z[Hj,|, on
choisit un ordre de la forme M' x A ou M’ est
un ordre maximal de 1’algébre du groupe diédral
d’ordre 16 et A I'ordre maximal décrit dans le pa-
ragraphe précédent. L’idempotent central (1—o®)
est tel que (1 — o®)M = A. On suppose que Oy
est Z[H3,|-libre, et on essaie d’obtenir une contra-

2
diction. Sous cette hypotheése,

(1 _ZUS)QMON ~ (1 _208>M(1 — Oy

est A-libre. Ceci fait apparaitre (1—0®)Oy le noyau
de la trace dans N/K3, qui est, toujours parce que
On est Z[Hsz]-libre, un module libre sur

Z|Hs3]/(1 + o)

isomorphe a l'image O de Z|H3;| dans A.

Soit a une O-base de ker Try, g, et b une base de
A(ker Try/k, ). Il existe donc une unité € € A telle
que b =ca;oronavualafindu§ 3 que A* = 0%,
donc b = ea est aussi une O-base de ker Try g, .
Autrement dit toutes les bases de A(ker Try/k,)
sont dans ker Try/ g, .

Dans les calculs qui vont suivre, on met en évi-
dence une A-base de A(ker Try/k,) qui n’appar-
tient pas a ker Try/ g, , ce qui nous donne la contra-
diction recherchée.

Construction des extensions et des anneaux d’entiers

Comme nous ’avons annoncé, nous commengons
par construire le corps de classes de Hilbert de

K, = Q(+/2305) et son anneau des entiers en pré-
cisant l’action du groupe de Galois sur cette base.
Ceci a été exposé en détail dans [Cougnard 1992b|.
On pose w = (1 + v/5); son conjugué est w; —
1— w, et le composé K; de L; = Q(w) et K est le
corps des genres de Kj. Le nombre w + 21, congru
a w? modulo 4, est générateur totalement positif
d’un idéal principal de norme 461. Posons

w+vVw+ 21
2 )

et Ly = Lqi(a). L’anneau des entiers de L, est en-
gendré sur celui de L; par 1 et a; le composé K> de
L, et Ky est une extension cyclique non ramifiée
de degré 4 de Ky. Les conjugués de a sont :

wi +vwr +21
ay :U(a):_ 2 )

a, =0o’(a) =w—a,
w—+vw+21
5 .

Dans Lj, I’élément 15 + 7w + (1 — bw)a, congru
a1+ (1+w)a)? modulo 4, a pour norme 461 et est
totalement positif. On construit le corps

Ls = Ly(1/15 + Tw + (1 — 5w)a);

Qip — Us(a) =

son anneau des entiers est engendré sur celui de L,
par 1 et

1+ (1+w)a++/15+Tw+ (1 - 5w)a
5 :

On vérifie que 1 + (1 + w)a est une unité et donc
que 'anneau des entiers de L3 posséde une base
normale relativement a celui de L,. Le composé de
Lj et K, est une extension cyclique non ramifiée
de degré 8 de K. On peut prolonger o par théorie
de Kummer en vérifiant que:

b=

o(15 4+ 7wy + (1 — bwy)ay)
15 + 7’[1)1 + (1 — 511)1)@1
= (—190a,wa + 34a,wia; + 140a;,wa,

461

+ 1271awi a1, + 190a1,wa + 112awqaq
— 1400, wa,, + 888a,w;a1,)>.
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Les conjugués de b sont les o*(b), pour 0 < k < 8. L’élément
En ordre de k ascendant, ce sont : y = 76 — 38w + (20 — 15w)a

+ (=24 + 13w + (=33 + 21w)a)b

—1-(14+w)a++/15+Tw+(1-5w)a
b = 5 ) de L3 est totalement positif, de norme 461, congru

modulo 4 a

— —1—(14wi)as++/15+Tw; + (1= 5w )ay
r= 2 ’ (342w + wa + (=3 + 3w + (2 — w)a)b)?
no— —1—(14w)a, ++/15+ 7w+ (1-5w)a, carré d’une unité de Lz. On en déduit donc que le
L 2 ’ corps K4 composé de K, et de
bipt = —1— (L +wi)aip — bip, Ly = Ls(v/y)
by =—1-(1+w)a=b, est une extension cyclique non ramifiée de degré
by =—1— (1+w1)a1 —by, 16 de Ky, c’est donc le corps de classes de Hilbert
de K. L’anneau des entiers de L, est engendré sur
by =—1—(1 8
pt = (1+w)a, —by, celui de Lj par 1 et
b1 —1— (1+w1 a1p+\/15+7w1+(1 5w1)a1p 3+2w+wa+(—3+3w+(2—w)a)b+\/§
Y C — .
2 2
Les conjugués de ¢ sont :
¢  =1(3+2w+twat(-3+3w+(2-w)a)b+ /76— 38w+ (20— 15w)a + (—24 1 13w+ (=33 1 21w)a)b)
C1 % (3 +2w1 +wiar + (=3 + 3w1 + (2 — w1)a1)b1 + /76 — 38w1 + (20 — 15w1 )aq + (—24 + 13wy + (=33 + 21w )a1)b1 )
cp = 2(3+20+wapt (—3+3wt(2—w)ap)by + /76 — 38w+ (20 — 1bw)ap + (24 + 13w + (33 + 21w)ap)by )
Ciptu = 5 (3+2w1 + wia1p + (=3 + 3w + (2 — w1)a1p)bipt — /76 — 38wy + (20 — 15w1)ary + (—24+ 13wy + (—33 + 2Lw1 )azp)bipt )
=2(3+2w+wa+(—3+3w+(2—w)a)be — /76 — 38w + (20 — Lbw)a+ (—24+ 13w+ (33 + 21w)a)by )
Cltu = 3 (34201 +wiar +(—3+3w1 + (2 wi)a1)bre — /76 — 38w + (20 — 15wr)as + (—24+ 13wy + (33 + 21wi)a1)bre )
cpt =35 (3+20w+wap+ (=3+3w+ (2~ w)ap)byt + /76 — 38w + (20 — 15w)ap + (—24 + 13w + (—33 + 21w)ap)bpt )
Clpu = 3 (34201 +wiarp + (—3+3w1 + (2 — w1)aip)bip — /76 — 38w1 + (20 — Lbwi)arp + (—24+ L3w1 + (33 + 21wi)a1p)bip )
cu =3(3+20w+wat(=3+3w+(2—w)a)b— /76— 38w+ (20 — 1bw)a+ (—24 + 13w+ (—33+ 21w)a)b)
Clu = 3(3+2w1 +wiar + (=3 +3w1 + (2— w1)a1 )by — /76 — 38w1 + (20 — 15w1)a1 + (—24 + 13w + (—33+ 21w1)a1)br )
Cpu = (3420 +wap+ (—3+3w+ (2 w)ap)by — /76— 38w 1 (20 — 1bw)ap 1 (24 + 13w + (33 + 21w)ap)b, )
Cipt = 3 (3+2w1 +wia1p + (=3 +3w1 + (2 — w1)a1p)bipt + /76 — 38wy + (20 — 15w1)ary + (—24+ 13wy + (—33 + 2Lwl)a1,)bipt )
0 =12(3+20+wat(~3+3w+(2—w)a)b+ /76— 38w+ (20 — 15w)a+ (24 + 13w+ (33 + 21w)a)be )
et = 2(3+2w1 +wiar +(—3+3w1 + (2 wi)ar)bre + /76 — 38w + (20 — 15wr)as + (— 24+ 13wy + (33 + 21wi)a1)bre )
Cptu = 3 (342w +wap+ (=3 + 3w+ (2 — w)ap)byt — /76 — 38w + (20 — 15w)ap + (—24 + 13w + (—33 + 21w)ap)bpt )
= 2(3+ 2w + wiarp + (~3+3w1 + (2~ w1)a1p)bip + /76 — 38w + (20 — 15wy )as, + (24 + 13ws + (33 + 21wi)arp)bip )
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Pour préciser ’action du prolongement de o, on
renvoie & [Cougnard 1992b|, ou 'on prouve qu’il
peut étre pris tel que les o*(c), pour 0 < k < 16,
soient les conjugués de ¢ dans l'ordre donné ci-
dessus.

On sait que 'extension K,/L, est diédrale de
degré 8 ; puisque

3+twtwa+ (—3+3w+(2—w)a)d

est une unité, ’anneau des entiers de L, posséde
une base normale relativement a celui de Ls. Il en
est donc de méme pour le L, conjugué de L, et les
discriminants de ces deux extensions sont conju-
gués relativement & L, et premiers entre eux. Ceci
acquis, on a donc une base normale dans K,/L,
que 'on construit comme dans [Cougnard 1992a),
soit

u = co’(c)b, o*(c)a®(c)b;, o(c)a'?(c)b, o'*(c)chy,

2(c)b, o*(c)cby, o®(c)a*(c)b, o'*(c)a®(c)b;.

On en déduit une base sur Z de Ok, obtenue en
multipliant successivement les éléments de cette
base par aw, a,w, aws, a,w;.

Les renseignements donnés au fur et a mesure,
ainsi que la structure du groupe diedral d’ordre 32,
permettent de connaitre les conjugués de chacun
des éléments de la base des entiers de K.

Le corps composé de K4 et My a un groupe de
Galois I" qui est produit semi-direct d’un groupe
cyclique distingué d’ordre 16, engendré par un élé-
ment que 'on note encore o (dont le corps des in-
variants est Mj) et d’un groupe cyclique d’ordre 4
engendré par un élément que l'on note 7 (dont le
corps des invariants est L4) et vérifiant la relation
Tor ! = 07! ces notations sont choisies de sorte
que le groupe de Galois de K,/Q soit le quotient de
I" par le sous-groupe distingué engendré par 72 et
que les générateurs de Gal(K,/Q) soient les restric-
tions a K4 de o et 7. Le corps IV formé des éléments
de M, invariants par 720® est une extension de Q
de groupe de Galois quaternionien d’ordre 32.

Puisque 2304 + 484/2305 est divisible par 4, on
a une base normale relative des entiers de M, qui

consiste des éléments e = % (1+\/2305 + 48/ 2305)
et 72(e) = e; = 1 — e dont les autres conjugués sur
Q sont 7(e) = e; = L(1 + /2305 — 48/2305) et
3(e) =e3 =1 —e;.

L’extension quadratique M,/K, étant ramifiée
et K,/ K, ne l’étant pas, e et e, forment une base de
I’anneau des entiers de M, sur celui de K. L’exten-
sion My/N étant modérément ramifiée, ’anneau
des entiers Oy de N est la trace de celui de M,;
Pextension N/K3 étant modérément ramifiée, le
noyau de la trace dans N/ K3 est 'image de Oy par
1 — o®. Ces calculs sont facilités par les remarques
précédentes : ’anneau des entiers de K, est un mo-
dule libre sur ’algébre du groupe Hg a ccefficients
dans ’anneau des entiers de L,; par restriction,
c’est un module libre de rang 4 sur l'algébre du
groupe de Galois de K,/K; a ccefficients dans les
entiers de L, et on en déduit une base de la pré-
cédente. Avec cette base et les éléments e et e; on
construit une base de 'anneau des entiers de M,
relativement & ’anneau des entiers de Lo sur la-
quelle on connait ’action du groupe de Galois de
M,/Kj3. On en déduit que les nombres suivants:

72(e)u,
*(e)o* (u),
7 (e)7(u),

OLa()

eu + 72(e)o® (u) — eo®(u) —
eo’(u) + 7*(e)o*(u) — e (u) —
er(u) + 7°(e)o®(u) — eo®1(u) —

eo'r(u) + 7%(e)o'?1(u) — ea™?7(u) —
forment une base du noyau de la trace dans N/K3,
restreinte aux entiers de L,. On en déduit une Z-
base en multipliant chacun de ces éléments succes-
sivement par aw, a,w, awy, apw;.

Pour les calculs numériques, on utilise le plon-
gement géométrique du corps au moyen des Q-
isomorphismes de N dans R (le corps est totale-
ment réel); on prend dans l'ordre les o' puis les

7 (0 < ¢ < 15), chaque élément de N étant iden-
tifié & son image, laquelle est représentée par un
vecteur colonne. On a donné au fur et & mesure les
indications permettant de calculer les conjugués de
chacun des nombres algébriques. (Le détail des cal-
culs peut étre demandé par courrier a l’auteur.)
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135

375 105—-1075 —457 580 1118 —279 —456 700 —654 —289 252 —222 981 294 961
180 3 =550 —217 284 544 —129 —-269 403 —-311 —-173 157 —93 530 155 486

83 —51 —558 —213 239 417 100 —465 496 —74 —374 243 51 578 153 445

29 —154 —-329 —83 111 190 70 —347 398 -8 —264 205 68 406 102 253
—71 —349 —243 —495 700 33 —551 —101 277 —-516 —618 618 —2116 —1770—1033 —856
—100 —243 —109 —266 326 —45 —230 —145 193 —235 —366 333 —-1036 —914 —503 —375
—-319 —422 -76 -319 289 —-118 —-31 —407 264 —-162 —366 345 —735 —875 —414 —166
—-328 —395 —13 -218 96 —218 92 —452 282 —29 —344 246 —344 —542 -—187 41
323 17 —637 —542 849 570 —765 70 342 —-764 —561 541 —2111—-1132 —822 —544
208 105 —319 —262 434 327 -—-389 117 96 —376 —238 230 -1045 —543 —412 —306
368 367 —256 —130 296 310 —378 343 —61 —261 —166 82 —870 —304 —297 —342
310 433 —138 —49 184 275 -—219 385 —221 —129 20 —56 —445 —114 —167 —269
—343 —-201 753 212 —211 —938 173 258 —430 526 —123 95 —526 —1384 —657 —1217
—145 —-95 345 115 —83 —419 82 139 —208 258 —42 57 —241 —626 —326 —616
—126 —-34 122 40 8 —232 249 52 —-80 345 —177 126 —52 —309 —246 —463

0 -8 -10 46 59 -1 113 3 —26 168 —40 89 24 — 8 —126 —-271

TABLEAU 1. Matrice de changement de base obtenue par 'algorithme LLL.

Lors des calculs préliminaires on s’est apercu,
tout comme dans [Cougnard 1992a; 1992b|, que
cette base “naturelle” n’était pas forcément la plus
adaptée. On utilise donc la structure euclidienne
associée au noyau de la trace dans une extension
quadratique totallement réelle: si z et y sont deux
éléments du noyau de la trace de N/K3, le produit
zy est un entier de K3 et 'application

T — TrKs/Q(xz)

définit sur le noyau de la trace une structure eu-
clidienne [Martinet 1971]. On utilise alors ’algo-
rithme LLL pour en donner une base aussi proche
que possible d’une base orthonormeée. La matrice
de changement de base est donnée sur le Tableau 1.

Soit v le dernier vecteur de cette base; on cons-
truit le Z[Hjz,]-module engendré par v et ses conju-
gués. Comme v € ker Try/g,, il suffit de prendre
les images par o et par o't (0 < 7 < 7). On vé-
rifie que ces nombres sont linéairement indépen-
dants sur Z. C’est donc, avec les notations du § 2,
un O-module libre, donc O-isomorphe & O comme
O-module a gauche. L’isomorphisme se prolonge en
un H-isomorphisme de H-espace vectoriel & gauche
de dimension 1 entre le noyau de la trace de N
sur K3 et H. On connait une Z-base de A, ce qui
permet de construire Av.

La restriction de l’isomorphisme au noyau de
Try/k,(On) Videntifie & un O-idéal & gauche frac-
tionnaire J et on en connait une base. Comme an-
noncé dans le §1, on étend ce O-module a ’ordre
maximal A; pour cela, on considére les vecteurs
de bases de J et leurs produits par § et par af,
ce qui donne 48 générateurs & l'aide desquels on
construit une Z-base. Pour n’utiliser que des cceffi-
cients entiers, on préfére étudier J' = 2AJ. L’inva-
riant relatif de J’ et de A est une puissance de 2. On
compare 2A et AJ' (¢ + (7'); on constate que ces
deux réseaux sont identiques. C’est donc que l'on
a un isomorphisme A(2/0) ~ AJ', et le A-module
A7’ est donc libre. On vérifie alors que 26~! n’est
pas dans I'image de J'.
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