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L’anneau des entiers ON d’une extension galoisienne N=Q
modérément ramifiée de groupe de GaloisG estZ[G]-projectif.

Il existe une condition nécessaire et suffisante pour que la

somme ON � Z[G] soit isomorphe à Z[G]2 . On donne un

premier exemple où cette condition n’implique pas que ON
soit Z[G] libre.

The ring of integers ON of a tame Galois extension N=Q with

Galois group G is Z[G]-projective. There exists a necessary

and sufficient condition for ON � Z[G] and Z[G]2 to be iso-

morphic. We give a first example where this condition does

not imply that ON is free over Z[G].
1. INTRODUCTIONPour chaque corps de nombres M , l'anneau desentiers se note OM .Soit N=K une extension galoisienne de corps denombres de groupe de Galois G, modérément ra-mi�ée (c'est-à-dire les idéaux rami�és ont des in-dices de rami�cation premiers à la caractéristiquede leurs corps résiduels). On sait qu'alors l'anneaudes entiers ON est un OK[G] (et par restriction unZ[G]) module projectif.Un théorème de M. J. Taylor [1981], répondantà une conjecture de A. Fröhlich, lie la classe de ONdans Cl(G) (le groupe des classes des Z[G]-modulesprojectifs) aux constantes des équations fonction-nelles des fonctions L d'Artin (pour un exposé com-plet, voir [Fröhlich 1983] et sa bibliographie). Dansde nombreux cas, le théorème de Taylor permet desavoir si ON est Z[G]-libre ou non. Il reste toutefoisune famille d'extensions pour laquelle il ne permetpas de se prononcer : ce sont les extensions galoi-siennes de Q dont l'algèbre sur Z du groupe de Ga-lois ne possède pas la propriété de simpli�cation.
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Le théorème permet alors au mieux d'a�rmer soitque : ON � ON � Z[G] � Z[G]soit que : ON � Z[G] � Z[G] � Z[G]:On dit dans ce dernier cas que le Z[G]-module ONest stablement libre, sans que l'on puisse en dé-duire qu'il est libre (c'est-à-dire que ON � Z[G]).Une telle situation se produit avec le groupe H32,groupe quaternionien d'ordre 32, et c'est Swan quile premier a construit un Z[H32 ]-module stable-ment libre et non-libre [Swan 1962] ; on peut trou-ver de plus amples renseignements sur ce problèmedans [Vigneras 1975; Swan 1981].Dans le cas des extensions modérément rami�éesà groupe de Galois quaternionien d'ordre 32, Fröh-lich [1980] a prouvé que leur anneau des entiers esttoujours stablement libre. La question se pose desavoir si ces anneaux d'entiers sont ou non libres.On construit ici une extension de Q , modérémentrami�ée, de groupe de Galois H32, et prouve queson anneau des entiers n'est pas libre. Les calculsont été e�ectués au moyen du logiciel Pari [Batutet al. 1992].Une autre question, qui reste ouverte, est la sui-vante : Lorsqu'un élément x de Cl(G) représente unanneau d'entiers, est-ce que toutes les classes d'iso-morphismes de Z[G] modules de rang 1 de cetteclasse peuvent être réalisées par des anneaux d'en-tiers? Dans le cas de H32, il y a trois telles classesd'isomorphisme [Swan 1981], et l'on aimerait sa-voir si le résultat de cet article s'étend aux deuxautres classes.
2. CHOIX DU CORPSUne extension galoisienne modérément rami�éede Q à groupe de Galois quaternionien d'ordre 32contient un corps quadratique réel Q (pd) avec d �1 mod 4 ; ce corps se plonge d'une in�nité de fa-çons dans une extension diédrale de Q de degré 32,modérément rami�ée, et d'une in�nité de manières

dans une extension cyclique de Q de degré 4, modé-rément rami�ée. On peut choisir une des extensionsdiédrales, la composer avec une des extensions cy-cliques de degré 4 ; le compositum contient alorsune extension quaternionienne de degré 32. Réci-proquement la composée de deux extensions, l'unequaternionienne de degré 32, l'autre cyclique de de-gré 4, contenant un même sous-corps quadratiqueréel contient une extension cyclique de degré 16 dece corps quadratique réel, diédrale sur Q [Damey etMartinet 1973]. Les changements de corps diédrauxet cycliques permettent de varier la rami�cation.Il faut partir d'un corps quadratique réel k =Q (pd) avec d � 1 mod 4 et chercher les groupesde classes généralisés possédant un quotient cy-clique d'ordre 16, invariant par la conjugaison ducorps quadratique. Plutôt que de faire une telleétude, il a paru plus rapide de regarder dans lestables de groupes de classes de B. Oriat [19 ? ?]les Q (pp1p2) avec p1 et p2 � 1 mod 4, ce qui as-sure que le 2-groupe des classes est cyclique, etde prendre le premier exemple dont le nombre declasses est divisible par 16 :K0 = Q (p5� 461). Onengendre un idéal entier de norme 2305 dans K0par u = 2305+48p2305, et Q (p2305 + 48p2305)est une extension M0 cyclique de degré 4 de Qdans laquelle 5 et 461 sont totalement rami�és.Par ailleurs le corps de classes de Hilbert de K0est l'extension cyclique non rami�ée de degré 16de K0 diédrale sur Q .On a la tour cyclique non rami�ée maximale de2-extensions :K0 = Q (p2305) � K1 = Q (p5;p461)� K2 � K3 � K4;où Ki est diédrale de degré 21+i sur Q . Le composéde Ki et M0 est noté Mi. Le corps M4 est uneextension biquadratique de K3. Le sous-corps N deM4, quadratique sur K3 et distinct de K4 et deM3,est une extension quaternionienne de Q contenantK0, modérément rami�ée (voir [Damey et Martinet1973, x II]). C'est l'anneau des entiers ON de cecorps de nombres qui fournit l'exemple cherché.
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3. UNE ALGÈBRE DE QUATERNIONSPour exposer le principe de la preuve, suppo-sons construit l'anneau des entiers ON , connue uneZ-base et l'action des éléments du groupe de Ga-lois sur cette base. On suit la démarche habituellequi consiste, dans un premier temps, à faire uneextension des scalaires de Z[G] à un ordre maxi-mal M le contenant, c'est-à-dire à étudier MON .Un tel ordre maximal est produit direct d'ordresmaximaux de chacun des facteurs simples de Q [G]et on regarde d'abord des modules sur un ordremaximal d'une algèbre centrale simple. On a, parconséquent, besoin de quelques renseignements surl'algèbre Q [H32 ].Dé�nissons le groupeG = H32 par générateurs etrelations : f�; � j �16 = e; � 2 = �8; ����1 = ��1g:Les facteurs simples de Q [G] sont en bijection avecles classes de conjugaison de caractères à valeursdans Q . Les méthodes classiques [Serre 1971, ch. 13]nous donnent :� 4 facteurs simples isomorphes à Q provenant desreprésentations de degré 1 de H32 ;� 2 facteurs simples isomorphes à une algèbre dematrices 2�2 à c÷�cients l'une dans Q , l'autredans Q (p2), et qui correspondent aux représen-tations irréductibles de degré 2 du groupe dié-dral d'ordre 16 quotient de H32 par son centre ;avec les notations du x 1 ce groupe est le groupede Galois de K3=Q .� Un facteur A = Q [H32 ]=(� 2+1) qui s'identi�e àune Q -sous-algèbre H du corps des quaternionsusuels R [i; j; k] (avec les relations i2 = j2 = k2 =ijk = �1). Si � est une racine primitive 16-èmede l'unité, t = � + ��1 est réel et A est la sous-algèbre engendrée par � et j.On reprend les indications données dans [Swan1962, x 2]. On peut choisir la racine de l'unité �de sorte que t = p2 +p2, un de ses conjuguésgaloisiens est t0 = ��1p2 =p2�p2. On pose
� = p2 + 1 + ip2� ;

on construit un homomorphisme de Z[H32 ] dans Aen envoyant � sur � et � sur j, et l'on note O sonimage. Pour les calculs e�ectués dans l'algèbre dequaternions, on choisit comme base les éléments�r et �sj, où 0 � r; s � 7. Le centre de O est lesous-anneau R engendré par t.Soit � = (1 + j)=t0. Le R-module � engendrépar 1, �, � et �� est un sous-anneau de A et onpeut prouver que c'est un ordre maximal de A quicontient O. Un autre ordre maximal �0 est donnépar une R-base1; 1 + ip2 ; 1 + jp2 ; 1 + i+ j + k2 :Soit I un �-idéal à gauche ; c'est un �-module pro-jectif. S'il est libre, c'est-à-dire de la forme �m, sonordre à droite, c'est-à-dire l'ensemble des � de Atels que I� � I, est l'ordre maximal m�1�m. Ona ainsi la notion d'ordres conjugués.On peut démontrer ([Swan 1962] par exemple)que l'ordre � possède 2 classes d'isomorphismesd'idéaux à gauche et que dans A existent deuxclasses de conjugaison d'ordre maximaux Vigne-ras 1972, ch. II, x 3. Il en résulte [Swan 1962] qu'un�-idéal à gauche est libre si et seulement si sonordre à droite est conjugué de �, et n'est pas libresi et seulement si son ordre à droite est conjuguéde �0. Une manière de distinguer entre ces deuxclasses de conjugaison consiste à regarder les uni-tés de l'ordre maximal. Deux ordres conjugués ontdes groupes d'unités isomorphes et seuls les ordresconjugués de �0 possédent un élément d'ordre 3.
Remarque. Un idéal à gauche d'un ordre maximalétant donné, on peut construire explicitement sonordre à droite en un nombre �ni d'étapes ; parailleurs, un ordre d'un corps de quaternions tota-lement dé�ni étant donné, la remarque 2 de [Swan1962] montre qu'il existe un algorithme permettantde déterminer ses éléments de norme réduite 1 etdonc son groupe de torsion.Un travail de Vignéras [1975, x 4, th. 5, lemmes 3et 4, th. 6) permet de décrire le groupe des unitésde � : le sous-groupe des unités de �� de norme 1
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est le groupe H32 [Swan 1962, x 2] ; par ailleurs leséléments de la forme (1 + �)x avec x 2 R ont unenorme di�érente de 1. C'est que �� est engendrépar le groupe des unités de R et par l'image deH32. D'où :
Lemme. Les groupes des unités �� et O� sont lesmêmes.
4. PRINCIPE DE LA DÉMONSTRATIONOn démontre maintenant que l'anneau ON n'estpas libre.Comme ordre maximal M contenant Z[H32 ], onchoisit un ordre de la forme M0 � � où M0 estun ordre maximal de l'algèbre du groupe diédrald'ordre 16 et � l'ordre maximal décrit dans le pa-ragraphe précédent. L'idempotent central 12(1��8)est tel que 12(1 � �8)M = �. On suppose que ONest Z[H32 ]-libre, et on essaie d'obtenir une contra-diction. Sous cette hypothèse,�1� �82 �2MON � �1� �82 �M(1� �8)ONest �-libre. Ceci fait apparaître (1��8)ON le noyaude la trace dans N=K3, qui est, toujours parce queON est Z[H32 ]-libre, un module libre surZ[H32 ]=(1 + �8)isomorphe à l'image O de Z[H32 ] dans A.Soit a une O-base de kerTrN=K3 et b une base de�(kerTrN=K3). Il existe donc une unité " 2 � telleque b = "a ; or on a vu à la �n du x 3 que �� = O�,donc b = "a est aussi une O-base de kerTrN=K3 .Autrement dit toutes les bases de �(kerTrN=K3)sont dans kerTrN=K3 .Dans les calculs qui vont suivre, on met en évi-dence une �-base de �(kerTrN=K3) qui n'appar-tient pas à kerTrN=K3 , ce qui nous donne la contra-diction recherchée.
Construction des extensions et des anneaux d’entiersComme nous l'avons annoncé, nous commençonspar construire le corps de classes de Hilbert de

K0 = Q (p2305) et son anneau des entiers en pré-cisant l'action du groupe de Galois sur cette base.Ceci a été exposé en détail dans [Cougnard 1992b].On pose ! = 12(1 + p5) ; son conjugué est !1 =1� !, et le composé K1 de L1 = Q (!) et K0 est lecorps des genres de K0. Le nombre !+ 21, congruà !2 modulo 4, est générateur totalement positifd'un idéal principal de norme 461. Posonsa = ! +p! + 212 ;et L2 = L1(a). L'anneau des entiers de L2 est en-gendré sur celui de L1 par 1 et a ; le composéK2 deL2 et K0 est une extension cyclique non rami�éede degré 4 de K0. Les conjugués de a sont :a1 = �(a) = !1 +p!1 + 212 ;ap = �2(a) = ! � a;a1p = �3(a) = ! �p! + 212 :Dans L2, l'élément 15 + 7! + (1� 5!)a, congruà 1+(1+ !)a)2 modulo 4, a pour norme 461 et esttotalement positif. On construit le corpsL3 = L2(p15 + 7! + (1� 5!)a);son anneau des entiers est engendré sur celui de L2par 1 etb = 1 + (1 + !)a+p15 + 7! + (1� 5!)a2 :On véri�e que 1 + (1 + !)a est une unité et doncque l'anneau des entiers de L3 possède une basenormale relativement à celui de L2. Le composé deL3 et K0 est une extension cyclique non rami�éede degré 8 de K0. On peut prolonger � par théoriede Kummer en véri�ant que :461�(15 + 7w1 + (1� 5w1)a1)15 + 7w1 + (1� 5w1)a1= (�190a1!a+ 34ap!1a1 + 140a1p!ap+ 1271a!1a1p + 190a1p!a+ 112a!1a1� 140a1!ap + 888ap!1a1p)2:
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Les conjugués de b sont les �k(b), pour 0 � k < 8.En ordre de k ascendant, ce sont :
b = �1�(1+!)a+p15+7!+(1�5!)a2 ;
b1 = �1�(1+!1)a1+p15+7!1+(1�5!1)a12 ;
bp = �1�(1+!)ap+p15+7!+(1�5!)ap2 ;b1pt=�1�(1+!1)a1p�b1p;bt =�1�(1+!)a�b;b1t =�1�(1+!1)a1�b1;bpt =�1�(1+!)ap�bp;b1p = �1�(1+!1)a1p+p15+7!1+(1�5!1)a1p2 :

L'élémenty = 76� 38! + (20� 15!)a+ (�24 + 13! + (�33 + 21!)a)bde L3 est totalement positif, de norme 461, congrumodulo 4 à(3 + 2! + !a+ (�3 + 3! + (2� !)a)b)2carré d'une unité de L3. On en déduit donc que lecorps K4 composé de K0 et deL4 = L3(py)est une extension cyclique non rami�ée de degré16 de K0, c'est donc le corps de classes de Hilbertde K0. L'anneau des entiers de L4 est engendré surcelui de L3 par 1 etc = 3 + 2! + !a+ (�3 + 3! + (2� !)a)b+py2 :Les conjugués de c sont :
c = 12�3+2!+ !a+(�3+3!+(2� !)a)b+p76� 38!+(20� 15!)a+(�24+13!+(�33+21!)a)b�c1 = 12�3+2!1+ !1a1+(�3+3!1+(2� !1)a1)b1+p76� 38!1+(20� 15!1)a1+(�24+13!1+(�33+21!1)a1)b1 �cp = 12�3+2!+ !ap+(�3+3!+(2� !)ap)bp+p76� 38!+(20� 15!)ap+(�24+13!+(�33+21!)ap)bp �c1ptu = 12�3+2!1+ !1a1p+(�3+3!1+(2� !1)a1p)b1pt�p76� 38!1+(20� 15!1)a1p+(�24+13!1+(�33+21!1)a1p)b1pt �ctu = 12�3+2!+ !a+(�3+3!+(2� !)a)bt�p76� 38!+(20� 15!)a+(�24+13!+(�33+21!)a)bt �c1tu = 12�3+2!1+ !1a1+(�3+3!1+(2� !1)a1)b1t�p76� 38!1+(20� 15!1)a1+(�24+13!1+(�33+21!1)a1)b1t �cpt = 12�3+2!+ !ap+(�3+3!+(2� !)ap)bpt+p76� 38!+(20� 15!)ap+(�24+13!+(�33+21!)ap)bpt �c1pu = 12�3+2!1+ !1a1p+(�3+3!1+(2� !1)a1p)b1p�p76� 38!1+(20� 15!1)a1p+(�24+13!1+(�33+21!1)a1p)b1p �cu = 12�3+2!+ !a+(�3+3!+(2� !)a)b�p76� 38!+(20� 15!)a+(�24+13!+(�33+21!)a)b�c1u = 12�3+2!1+ !1a1+(�3+3!1+(2� !1)a1)b1�p76� 38!1+(20� 15!1)a1+(�24+13!1+(�33+21!1)a1)b1 �cpu = 12�3+2!+ !ap+(�3+3!+(2� !)ap)bp�p76� 38!+(20� 15!)ap+(�24+13!+(�33+21!)ap)bp �c1pt = 12�3+2!1+ !1a1p+(�3+3!1+(2� !1)a1p)b1pt+p76� 38!1+(20� 15!1)a1p+(�24+13!1+(�33+21!1)a1p)b1pt �ct = 12�3+2!+ !a+(�3+3!+(2� !)a)bt+p76� 38!+(20� 15!)a+(�24+13!+(�33+21!)a)bt �c1t = 12�3+2!1+ !1a1+(�3+3!1+(2� !1)a1)b1t+p76� 38!1+(20� 15!1)a1+(�24+13!1+(�33+21!1)a1)b1t �cptu = 12�3+2!+ !ap+(�3+3!+(2� !)ap)bpt�p76� 38!+(20� 15!)ap+(�24+13!+(�33+21!)ap)bpt �c1p = 12�3+2!1+ !1a1p+(�3+3!1+(2� !1)a1p)b1p+p76� 38!1+(20� 15!1)a1p+(�24+13!1+(�33+21!1)a1p)b1p �
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Pour préciser l'action du prolongement de �, onrenvoie à [Cougnard 1992b], où l'on prouve qu'ilpeut être pris tel que les �k(c), pour 0 � k < 16,soient les conjugués de c dans l'ordre donné ci-dessus.On sait que l'extension K4=L2 est diédrale dedegré 8 ; puisque3 + ! + !a+ (�3 + 3! + (2� !)a)best une unité, l'anneau des entiers de L4 possèdeune base normale relativement à celui de L3. Il enest donc de même pour le L2 conjugué de L4 et lesdiscriminants de ces deux extensions sont conju-gués relativement à L2 et premiers entre eux. Ceciacquis, on a donc une base normale dans K4=L2que l'on construit comme dans [Cougnard 1992a],soitu = c�4(c)b; �4(c)�8(c)bt; �8(c)�12(c)b; �12(c)cbt;c�12(c)b; �4(c)cbt; �8(c)�4(c)b; �12(c)�8(c)bt:On en déduit une base sur Z de OK4 obtenue enmultipliant successivement les éléments de cettebase par a!, ap!, a!1, ap!1.Les renseignements donnés au fur et à mesure,ainsi que la structure du groupe diedral d'ordre 32,permettent de connaître les conjugués de chacundes éléments de la base des entiers de K4.Le corps composé de K4 et M0 a un groupe deGalois � qui est produit semi-direct d'un groupecyclique distingué d'ordre 16, engendré par un élé-ment que l'on note encore � (dont le corps des in-variants est M0) et d'un groupe cyclique d'ordre 4engendré par un élément que l'on note � (dont lecorps des invariants est L4) et véri�ant la relation����1 = ��1 ; ces notations sont choisies de sorteque le groupe de Galois deK4=Q soit le quotient de� par le sous-groupe distingué engendré par � 2 etque les générateurs de Gal(K4=Q ) soient les restric-tions àK4 de � et � . Le corpsN formé des élémentsde M4 invariants par � 2�8 est une extension de Qde groupe de Galois quaternionien d'ordre 32.Puisque 2304 + 48p2305 est divisible par 4, ona une base normale relative des entiers de M0 qui

consiste des éléments e = 12�1+p2305 + 48p2305�et � 2(e) = e2 = 1� e dont les autres conjugués surQ sont �(e) = e1 = 12�1 +p2305� 48p2305� et� 3(e) = e3 = 1� e1.L'extension quadratique M0=K0 étant rami�éeetK4=K0 ne l'étant pas, e et e2 forment une base del'anneau des entiers deM4 sur celui deK4. L'exten-sion M4=N étant modérément rami�ée, l'anneaudes entiers ON de N est la trace de celui de M4 ;l'extension N=K3 étant modérément rami�ée, lenoyau de la trace dans N=K3 est l'image de ON par1� �8. Ces calculs sont facilités par les remarquesprécédentes : l'anneau des entiers de K4 est un mo-dule libre sur l'algèbre du groupe H8 à c÷�cientsdans l'anneau des entiers de L2 ; par restriction,c'est un module libre de rang 4 sur l'algèbre dugroupe de Galois de K4=K3 à c÷�cients dans lesentiers de L2 et on en déduit une base de la pré-cédente. Avec cette base et les éléments e et e2 onconstruit une base de l'anneau des entiers de M4relativement à l'anneau des entiers de L2 sur la-quelle on connaît l'action du groupe de Galois deM4=K3. On en déduit que les nombres suivants :eu+ � 2(e)�8(u)� e�8(u)� � 2(e)u;e�4(u) + � 2(e)�12(u)� e�12(u)� � 2(e)�4(u);e�(u) + � 2(e)�8�(u)� e�8�(u)� � 2(e)�(u);e�4�(u) + � 2(e)�12�(u)� e�12�(u)� � 2(e)�4�(u)forment une base du noyau de la trace dans N=K3,restreinte aux entiers de L2. On en déduit une Z-base en multipliant chacun de ces éléments succes-sivement par a!, ap!, a!1, ap!1.Pour les calculs numériques, on utilise le plon-gement géométrique du corps au moyen des Q -isomorphismes de N dans R (le corps est totale-ment réel) ; on prend dans l'ordre les �i puis les�i� (0 � i � 15), chaque élément de N étant iden-ti�é à son image, laquelle est représentée par unvecteur colonne. On a donné au fur et à mesure lesindications permettant de calculer les conjugués dechacun des nombres algébriques. (Le détail des cal-culs peut être demandé par courrier à l'auteur.)
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TABLEAU 1. Matrice de changement de base obtenue par l'algorithme LLL.Lors des calculs préliminaires on s'est aperçu,tout comme dans [Cougnard 1992a ; 1992b], quecette base �naturelle� n'était pas forcément la plusadaptée. On utilise donc la structure euclidienneassociée au noyau de la trace dans une extensionquadratique totallement réelle : si x et y sont deuxéléments du noyau de la trace de N=K3, le produitxy est un entier de K3 et l'applicationx 7! TrK3=Q (x2)dé�nit sur le noyau de la trace une structure eu-clidienne [Martinet 1971]. On utilise alors l'algo-rithme LLL pour en donner une base aussi procheque possible d'une base orthonormée. La matricede changement de base est donnée sur le Tableau 1.Soit v le dernier vecteur de cette base ; on cons-truit le Z[H32 ]-module engendré par v et ses conju-gués. Comme v 2 kerTrN=K3 , il su�t de prendreles images par �i et par �i� (0 � i � 7). On vé-ri�e que ces nombres sont linéairement indépen-dants sur Z. C'est donc, avec les notations du x 2,un O-module libre, donc O-isomorphe à O commeO-module à gauche. L'isomorphisme se prolonge enun H -isomorphisme de H -espace vectoriel à gauchede dimension 1 entre le noyau de la trace de Nsur K3 et H . On connaît une Z-base de �, ce quipermet de construire �v.

La restriction de l'isomorphisme au noyau deTrN=K3(ON) l'identi�e à un O-idéal à gauche frac-tionnaire I et on en connaît une base. Comme an-noncé dans le x 1, on étend ce O-module à l'ordremaximal � ; pour cela, on considère les vecteursde bases de I et leurs produits par � et par ��,ce qui donne 48 générateurs à l'aide desquels onconstruit une Z-base. Pour n'utiliser que des c÷�-cients entiers, on préfère étudier I0 = 2�I. L'inva-riant relatif de I0 et de � est une puissance de 2. Oncompare 2� et �I0(� + ��1) ; on constate que cesdeux réseaux sont identiques. C'est donc que l'ona un isomorphisme �(2=�) � �I0, et le �-module�I0 est donc libre. On véri�e alors que 2��1 n'estpas dans l'image de I0.
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