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On établit la majoration � intermédiaire� ��M(x)�� � 12360x,

valable pour x appartenant à l’intervalle
�1012; 2:2959 1016�,

et d’autres majorations analogues. On établit ensuite la ma-

joration asymptotique
��M(x)�� � 12360x, valable pour toutx � 617 973.

We establish the “intermediary” bound
��M(x)�� � 12360x,

valid for x in the interval
�1012; 2:2959 1016�, and other sim-

ilar upper bounds. Lastly, we establish the asymptotic upper

bound
��M(x)�� � 12360x, valid for every x � 617 973.

1. INTRODUCTIONOn rappelle les notations classiques : � est lafonction de Möbius, M la fonction sommatoire de�, et Q la fonction sommatoire de j�j.Après l'article [Dress 1993], dont le résultat es-sentiel est la majoration��M(x)�� � 0:570591px pour 33 � x � 1012;
(1.1)cet article est consacré aux majorations élémen-taires du type ��M(x)�� � "x.On peut se demander quel est l'intérêt d'obte-nir des majorations du type ��M(x)�� � "x avec "�petit� alors que l'on sait que M(x) = o(x), pro-priété équivalente au théorème des nombres pre-miers. La réponse est que, contrairement au casde �(x), il n'existe pas de majorations e�ectives deM(x) qui soient très e�caces asymptotiquement. Iln'existe même pas de majoration e�ective connuede ��M(x)�� en x exp(�cplog x). Jusqu'à présent lameilleure majoration asymptotique e�ective était :��M(x)�� < 5:3x(log x)�10=9 pour tout x

c
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[Schoenfeld 1969]. Par contre, la meilleure majora-tion �en "x�, qui était :��M(x)�� < x1036 pour x � 120 727[Costa Pereira 1989], est meilleure que la majora-tion de Schoenfeld jusqu'à 9:7802 101007.Un deuxième intérêt de majorations en "x estleur intervention dans le calcul de Schoenfeld. Ene�et, pour obtenir la majoration en x(log x)�10=9qui vient d'être évoquée, il e�ectue quelques convo-lutions successives, la première employant de façoncruciale (numériquement) une majoration en "x.L'un des auteurs de cet article reprend d'ailleurs[El Marraki] le schéma de Schoenfeld et utilise lesrésultats en "x donnés ici pour améliorer considé-rablement les résultats de Schoenfeld.La première majoration e�ective en "x a été ob-tenue par von Sterneck [1898] :��M(x)�� < x9 + 8 pour tout x:La méthode de von Sterneck s'inspire de la mé-thode de [Tchebychev 1852], qui fournit des enca-drements du type (1� c0)x � 	(x) � (1+ c00)x, où	 est la fonction sommatoire de la fonction � devon Mangoldt, égale à log p pour n puissance quel-conque d'un nombre premier p. Mais la fonction� n'est pas bornée, et Tchebychev doit utiliser lamonotonie de 	(x). La fonction � par contre estbornée, ce qui rend le fonctionnement de la mé-thode de Tchebychev à la fois plus simple et pluspuissant.La méthode de von Sterneck a été reprise parHackel [1909], puis par Mac Leod [1967], qui donnela majoration��M(x)�� < x80 pour x � 1119:Diverses améliorations ajoutées à cette méthodeont ensuite conduit à��M(x)�� < x143:7 pour x � 3297

[Dress 1977], et��M(x)�� < x1036 pour x � 120 727[Costa Pereira 1989].On notera en�n le résultat de Diamond and Mc-Curley [1980] limx!1 ��M(x)��x < 1105 ;qui n'a pas été accompagné par des majorationse�ectives jusqu'à sa reprise dans [El Marraki 1991].Le premier résultat de cet article est une majo-ration � intermédiaire���M(x)�� < x2360 pour 1012 � x � 2:2959 1016;
(1.2)obtenue en exploitant la majoration (1.1) par laméthode de von Sterneck. Le deuxième résultat estla majoration asymptotique élémentaire��M(x)�� � x2360 pour x � 617 973; (1.3)obtenue en complétant la majoration précédente, àgauche par des résultats obtenues directement parordinateur, à droite par l'application de la versionCosta Pereira de la méthode de von Sterneck.

2. MAJORATIONS INTERMÉDIAIRES : MÉTHODE
GÉNÉRALE ET PRÉSENTATION DES RÉSULTATSL'idée générale consiste à introduire une fonctionF (x) = rXi=1 cih xai iqui se comporte, vis-a-vis du produit de convolu-tion par �, comme une bonne approximation dela fonction réelle constante égale à 1. Il faut pourcela :� que F soit bornée (et elle est alors périodique),ce qui s'exprime par la relationrXi=1 ciai = 0 ;
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� que le début de la suite des ai coïncide avecla suite des entiers sans facteur carré, et queci = �(ai) pour ces premiers termes.Dans ces conditions, le produit de convolution clas-sique Xn�x�(n)hxni = 1 pour tout x
permet d'écrireXn�x�(n)�1� F�xn�� = M(x)� rXi=1 ci (2.1)

pour x � maxai. On pourra consulter [Dress 1993]ou [El Marraki 1991] pour avoir un exposé péda-gogique de l'utilisation de cette relation et de sesaméliorations par Dress, Diamond et McCurley, etCosta Pereira.Dans la suite de cet article, on désignera par �le nombre 1012, borne supérieure de validité de lamajoration ��M(x)�� � 0:570591px.
Théorème 1.On a des majorations �intermédiaires�de la forme��M(x)�� < xD pour x 2 [�; k�]pour des couples (D; k) convenablement choisies,dont le tableau ci-dessous donne des exemples pourdes valeurs intéressantes :D k k�11841 49 4:900 101310000 82:5 8:250 10135000 1403 1:403 10154000 3233 3:233 10153000 9500 9:500 10152500 18530:5 1:85305 10162360 22959 2:2959 10162000 42157:5 4:21575 1016La démonstration de ce résultat nous occupera jus-qu'à la �n du paragraphe 4. On utilise la fonctionF (x) = [x]� hx2i� hx3 i� hx5 i+ hx6 i� h x7:5i;

dont les valeurs sont données par
1� F (x) = 8<:�1 si x 2 Sk Ik,1 si x 2 Sk Jk,0 sinon,où Ik = [30k + 7; 30k + 7:5[[ [30k + 13; 30k + 17[[ [30k + 19; 30k + 20[[ [30k + 29; 30k + 30[;Jk = [30k + 10; 30k + 11[[ [30k + 22:5; 30k + 23[[ [30k + 30; 30k + 31[:On pose maintenantS(a; b) = ���� Xxb <n�xa �(n)

����;
pour a et b réels supérieurs à 1. La formule fonda-mentale (2.1) donne l'égalitéM(x) + 2 =Xn�x�(n)�1� F�xn��;qui, compte tenu des valeurs prises par la fonctionF , fournit la majoration��M(x)�� � S(7; 7:5) + S(10; 11) + � � �+ S(29; 31)+ S(37; 37:5) + � � �+ S(59; 61)+ � � �+ S(30q + 7; 30q + 7:5) + � � �+ S(30q + 29; 30q + 31)+Q� x30q + 37�+2;où q est un entier qui sera déterminé ultérieure-ment. Ici, pour chaque k, on a réuni le dernier in-tervalle de Ik avec celui de Jk.Chaque somme partielle sur une périodeS(30k+7; 30k+7:5)+ � � �+S(30k+29; 30k+31)
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sera majorée de deux facons di�érentes selon la va-leur de k : soit par���M� x30k + 7��M� x30k + 7:5����+ � � �+ ���M� x30k + 29��M� x30k + 31����;lui-même majoré par���M� x30k + 7����+ ���M� x30k + 7:5����+ � � �+ ���M� x30k + 29����+ ���M� x30k + 31����;lorsque k est compris entre 1 et un entier p qui seradéterminé ultérieurement ; soit par�Q� x30k + 7��Q� x30k + 7:5��+ � � �+ �Q� x30k + 29��Q� x30k + 31��;lorsque k est compris entre p+ 1 et l'entier q déjaannoncé.On obtient ainsi :��M(x)�� � ���M�x7����+ ���M� x7:5����+ � � �+ ���M� x31����+ ���M� x37����+ � � �+ ���M� x30p+ 31����+Q� x30p+ 7��Q� x30p+ 7:5�+ � � �+Q� x30q + 29��Q� x30q + 31�+Q� x30q + 37�+ 2:La mise en ÷uvre de la méthode nécessitera unemajoration du reste de la fonction Q :����Q(x)� 6�2x���� = jR(x)j < bpx pour x � x(b);
(2.2)où b = 0:1333 et x(b) = 1164 [Cohen et Dress1988].

3. PREMIÈRE UTILISATION DE LA MÉTHODESi x est compris entre � et 7�, et sous les condi-tions supplémentaires 30p+31 < 133� et 30q+37 <

11164� (qui seront véri�ées sans di�culté), on déduitde la formule fondamentale la majoration :��M(x)�� � 0:570591px� 1p7 + 1p7:5 + � � �+ 1p31+ � � �+ 1p30p+ 7 + 1p30p+ 31�+ 6�2x� 130p+ 37 � 130p+ 37:5 + � � �+ 130q + 29 � 130q + 31 + 130q + 37�+ 0:1333px�r 130(p+ 1) + 7 + � � �+r 130q + 31 +r 130q + 37�+ 2:
(3.1)Soient �1, �2 et �3 les trois sommes entre paren-thèses dans cette relation. On peut démontrer parune étude de variations de fonctions (simple maisfastidieuse) que :1p30k + 7 + 1p30k + 7:5 + � � �+ 1p30k + 31=r96k + 1045 �r96(k � 1) + 1045 � �k;avec �k positif pour tout k. En anticipant sur le faitque les sommes seront utilisées pour des valeurs dep supérieures à 342, on pourra donc conclure quela somme �1 est inférieure àr96p+ 1045 �r85� 342Xk=1 �k <r96p+ 1045 �1:2738995;tandis que�3 <r96q + 1045 �r96p+ 1045 +r 130q + 37 :On peut démontrer de même l'inégalité suivante,valable pour tout k � 1 :130k + 7 � 130k + 7:5 + � � �+ 130k + 29 � 130k + 31< 9100� 19(k � 1) + 10 � 19k + 10�;
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de sorte que l'on obtient �nalement : ��M(x)�� � ux+ vpx+ w;avec u = 6�2� 9100� 19p+ 10 � 19q + 10�+ 130q + 37�< 6�2� 0:01p+ 1312 + 0:023334q + 1312 �;
v < 0:570591r96p+ 1045 � 0:7268756 + 0:1333�r96q + 1045 �r96p+ 1045 +r 130q + 37�< 1:9161132qp+ 1312 + 0:5840914qq + 1312 + 0:0243372q(q + 1312)�1 � 0:7268756;w = 2:Pour déterminer la majoration optimale (pour x�xé), on néglige évidemment le terme en q�1=2, onoublie provisoirement que p+ 1312 et q+ 1312 ne peuventvarier continuement, et on doit donc résoudre lesystème8>><>>:

ddp�0:06p�2 x+ 1:9161132ppx� = 0ddq�0:14q�2 x+ 0:5840914pqx� = 0;
ce qui donne

p0 = � 4(0:06)21:91611322�4x�13 = 0:0342747x1=3;
q0 = � 4(0:14)20:58409142�4x�13 = 0:1331226x1=3:

(On remarque que p0 � 0:0342746 �1=3 > 342.)On obtient alors la majoration provisoire��M(x)�� � P +R;où P est le terme principal obtenu par substitutionde p0 à p+ 1312 et de q0 à q + 1312 , et R est un reste,qu'on analysera en suite. On aP = a0x2=3 + b0x1=2 + c0x1=3 + d0;

avec a0 = 0:8517743;b0 = �0:7268756;c0 = 0:0667029;d0 = 2:Le reste R est la somme de deux termes, R =E1 + E2. E1 est l'erreur numérique commise ensubstituant dans le terme principal les réels p0 et q0aux vraies valeurs p+ 1312 et q+ 1312 qui réalisent l'op-timum sous la contrainte p et q entiers. Ces entiersp et q optimaux sont les entiers les plus proches dep0 � 1312 et q0 � 1312 . De la sorte, comme on travaillesur la valeur d'une fonction prise à son minimum,avec une incertitude sur la variable inférieure à 12 ,l'erreur E1 est inférieure au huitième de la sommedes dérivées secondes (par rapport à p et q), soit3�264 �1:916113220:06 + 0:584091420:14 � < 29:4369:
E2 est l'erreur numérique commise dans le termeen x1=3 en substituant q0 à q+ 1312 dans le terme enq(q + 1312)�1. Si on pose '(x) = 0:0243372x�1=2,alors E2 est majoré par 12 j'0(x)jpx, soit par14 0:0243372 q�3=20 px = 0:12491:
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On obtient �nalement la majoration��M(x)�� < ax2=3 + bx1=2 + cx1=3 + d;avec a = 0:8517743;b = �0:7268756;c = 0:0667029;d = 2 + 29:4369 + 0:12491 = 31:5618;valable tant que ��M(x=7)�� peut être majoré par0:570591px=7, c'est à dire sur l'intervalle I1 =[�; 7�], majoration que l'on écrira sous la forme��M(x)�� < 0:570591x1=2 + f1(x);avecf1(x) = 0:8517743x2=3 � 1:2974666x1=2+ 0:0667029x1=3 + 31:5618(cette apparente bizarrerie d'écriture est justi�éepar l'usage qui sera fait dans le paragraphe suivantde cette majoration et de majorations semblables).Pour situer intuitivement cette majoration vis-à-vis des autres, on peut noter qu'elle implique��M(x)�� < x11841 pour � � x � 7�: (3.2)

4. UTILISATION RÉCURRENTE DE LA FORMULE DE
MAJORATIONPour une deuxième utilisation du procédé, surl'intervalle I2 = [7�; 7:5�], on a besoin de majorer��M(x=7)�� par 0:570591px=7+f1(x=7) et ��M(x=m)��par 0:5706px=m pour m � 7:5. On peut doncréutiliser la majoration (3:1), en ajoutant simple-ment un terme correctif :��M(x)�� � 0:570591�1px+ f1�x7�+ 6�2�2 x+ 0:1333�3px+ 2:Le terme correctif ne dépend pas de p et q, doncon obtient pour l'optimisation très exactement àla fois les mêmes valeurs que précédemment, et les

mêmes estimations et majorations d'erreurs. Celapermet d'avoir la majoration��M(x)�� � 0:570591px+ f1(x) + f1�x7�;valable pour x 2 I2 = [7�; 7:5�]. On peut encoreécrire ��M(x)�� � 0:570591px+ f2(x);avec f2(x) = f1(x) + f1(x=7). Or f1(x) est déjàcalculé et l'on obtient :f2(x) = 1:0845437x2=3 � 1:7878629x1=2+ 0:1015724x1=3 + 63:1236:Cette valeur de f2(x) implique la majoration sui-vante :��M(x)�� < x17782 pour 7� � x � 7:5� ; (4.1)donc la majoration (3.2) reste encore vraie jusqu'à7:5�.On répète ce procédé en calculant à chaque étapela majoration de M(x) correspondante tant que� < 17x < 7�. On obtient ainsi :��M(x)�� � 0:570591px+ f19(x)pour x 2 I19 = [47�; 49�], avecf19(x) = f1(x)+ f1�x7�+ f1� x7:5�+ � � �+ f1� x47�:On a donc :��M(x)�� � akx2=3+(bk+0:570591)x1=2+ckx1=3+dkpour x 2 Ik, où les valeurs de ak, bk, ck, dk et Iksont données par le tableau 1 jusqu'à k = 19, quicorrespond à la limite 49�. Ces valeurs numériquessont calculées sans di�culté sur ordinateur. On endéduit aussi��M(x)�� � xmajk pour x 2 Ik,avec majk donné également par le tableau 1.
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Ik ak bk + 0:570591 ck dk majk[ �; 7 �] 0:851774 �0:726876 0:066703 31:5618 11841[ 7 �; 7:5�] 1:084544 �1:217272 0:101572 63:1236 17782[ 7:5�; 10 �] 1:306849 �1:691040 0:135649 94:6854 15118[10 �; 11 �] 1:490358 �2:101335 0:166610 126:2472 14595[11 �; 13 �] 1:662570 �2:492536 0:196602 157:8090 13512[13 �; 17 �] 1:816632 �2:852388 0:224971 189:3708 13077[17 �; 19 �] 1:945465 �3:167070 0:250912 220:9326 13352[19 �; 20 �] 2:065090 �3:464729 0:275909 252:4944 13055[20 �; 22:5�] 2:180693 �3:754852 0:300483 284:0562 12578[22:5�; 23 �] 2:287567 �4:028382 0:324110 315:6180 12471[23 �; 29 �] 2:392885 �4:298922 0:347565 347:1798 12012[29 �; 31 �] 2:483124 �4:539855 0:369276 378:7416 12503[31 �; 37 �] 2:569439 �4:772887 0:390510 410:3034 12355[37 �; 37:5�] 2:646149 �4:986190 0:410527 441:8652 12724[37:5�; 40 �] 2:722177 �5:198065 0:430456 473:4270 12425[40 �; 41 �] 2:795002 �5:403212 0:449960 504:9888 12365[41 �; 43 �] 2:866639 �5:605843 0:469304 536:5506 12156[43 �; 47 �] 2:936037 �5:803704 0:488343 568:1124 12059[47 �; 49 �] 3:001439 �5:992959 0:506827 599:6742 12151
TABLEAU 1. On a ��M(x)�� � akx2=3+(bk+0:570591)x1=2+ckx1=3+dk pour x 2 Ik, ainsi que ��M(x)�� � x=majksur le même intervalle. On rapelle que � = 1012.Au delà de 49� les choses se compliquent. On apar exemple les majorations suivantes correspon-dantes à k = 20; 21; 22 :��M(x)�� � 0:570591px+ f19(x) + 2f1� x49�pour x 2 I20 = [49�; 50�],��M(x)�� � 0:570591px+f19(x)+2f1� x49�+f1� x50�pour x 2 I21 = [50�; 52:5�],��M(x)�� � 0:570591px+ f19(x) + 2f1� x49�+ f1� x50�+ 3f1� x52:5�pour x 2 I22 = [52:5�; 53�].La complication provient essentiellement de ladépendance des intervalles et des termes correctifsà considérer envers la suite non régulière des dis-continuités de la fonction F (x) introduite au para-

graphe 2. Il faut donc s'a�ranchir de cette irrégu-larité et travailler uniformément sur les intervallesIk = hk2 ; k + 12 i;pour k � 2. On note (up) la suite des discontinuitésde la fonction ��1� F (x)��, et Nk la fonctionNk(x) = akx2=3+bkx1=2+ckx1=3+dk; pour k � 2;dont les coe�cients seront dé�nis ultérieurementet qui fournira la majoration��M(x)�� � 0:570591px+Nk(x) pour x 2 Ik:La construction de la suite Ni(x) se fait par ré-currence. Supposons que l'on ait construit N2(x);: : : ; Nk�1(x). Pour construire Nk(x),on initialise Nk(x) = f1(x) et,pour chaque discontinuité up de ��1� F (x)��,si up < 12(k + 1)on pose h  [k=up], l'indice (� 2) de l'in-tervalle où se trouve x=up, et on ajoute àNk(x) la fonction Nh(x=up).
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On obtient de cette manière une suite illimitéede majorations, dont les premières sont bien sûridentiques à celles données plus haut. C'est de cettesuite que sont extraites les majorations donnéesdans le théorème 1.La seule question qui se pose est celle du contrôlede la précision. La construction des Nk est récur-sive, comme on l'a déjà vu :Nk(x) = f1(x) + Xup<k+12 N[k=up]� xup�;
et donc, pour le premier coe�cient par exemple :ak = a1 + Xup<k+12 a[k=up]u�2=3p :
L'élément crucial pour la précision est le nombretotal de termes qui, à travers la récursivité, in-terviennent pour la détermination de ak (ou d'unautre coe�cient, le nombre est le même). Notonsnt(k) ce nombre total de termes. On a

nt(k) = 8>><>>:
1 pour 2 � k � 13,1 + Xup<k+12 nt�h kup i� pour k � 13.

Lemme 1. Avec les notations introduites ci-dessus,on a nt(k) � �k2�� pour tout k � 2; (4.2)où l'exposant � = 1:2732 : : : est caractérisé par lapropriétéXp 1u�p = 17� + 17:5� + 110� + � � � = 1:
Démonstration. Elle se fait par récurrence.Pour k = 2, la majoration (4.2) est vraie, parceque nt(2) = 1.Pour k � 3, on suppose (4.2) véri�ée jusqu'àk � 1 et l'on a alors

nt(k) � 1 + Xup<k+12
�12h kup i�� � 1 + Xup<k+12

� k2up��
� 1Xup=7� k2up�� = �k2��: �

On déduit de ce lemme le contrôle de la précisiondes coe�cients. La majoration la plus � longue�du théorème 1, en x=2000, est valable jusqu'à x =42 157:5 � = 4:21575 1016, obtenu pour k = 84 315.Les coe�cients qui ont fourni cette majoration pro-viennent donc de sommes d'au plus (k=2)1:2732 =773 376 termes. Pour cette valeur de x, des valeursarrondies des coe�cients et des contributions cor-respondantes à la majoration sont :ak = 176; akx2=3 = 2:06 1013;bk = �1 239; bkx1=2 = 2:54 1011;ck = 309; ckx1=3 = 1:07 108;dk = 532 226; dk = 5:32 105:Les calculs ont été e�ectués en C en réels �double�,avec donc une précision relative d'environ 10�15.Chaque coe�cient est ainsi obtenu avec une préci-sion relative meilleure que 10�9 et, comme il y aun unique terme prépondérant akx2=3, il en est demême de la majoration globale.
5. MAJORATION ASYMPTOTIQUE EFFECTIVE PAR LA

MÉTHODE DE COSTA PEREIRA : PRINCIPELa formule fondamentale reste la formule (2.1),mais l'enjeu est maintenant celui de l'e�cacité dela fonction F . Au contraire des tentatives précé-dentes (par Mac Leod, Dress, Diamond et Mc Cur-ley : voir paragraphe 1), qui tentaient de maîtriserla borne de j1�F j, Costa Pereira avait utilisé unefonction du typeF (x) = Xk<k0 �(k)hxk i+ C(x);
où C(x) est réduit à deux termes correctifs (desti-nés à forcer la périodicité de F ). Le résultat brutde l'utilisation d'une telle fonction est excellentpour des très grandes valeurs de x mais nécessite
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un traitement spéci�que, élaboré par Costa Pe-reira, pour conserver son e�cacité pour des valeurs� intermédiaires� de x.Grâce aux majorations intermédiaires établiesdans la première partie de cet article, les di�cultésrencontrées par Costa Pereira disparaissent et l'onpeut utiliser une fonction F du même type maisencore plus puissante.Pour la construction de la fonction F on procèdede la façon suivante : on choisit tout d'abord unentier k0, et on construit
F (x) = im1Xi=1 cih xai i;avec les ai pris comme la suite des entiers sans fac-teur carré compris entre 1 et k0, et ci = �(ai).Ensuite on ajoute des termes correctifs de la formeci[x=ai] (ai et ci étant des entiers) pour que la fonc-tion F (x) ne s'éloigne pas trop de 1 pour x supé-rieur à k0 mais restant du même ordre de grandeur.La fonction encore incomplète F (x) s'écrit alors :

F (x) = im1Xi=1 cih xai i+ imXi=im1+1 cih xai i;avec ci = �(ai) pour 1 � i � im1 (ai entier sansfacteur carré), et pour im1+1 � i � im les termesai, ci étant choisis empiriquement de façon à em-pêcher F (x) de trop s'écarter de 1.En�n pour forcer la périodicité on choisit lesdeux derniers termes de façon à avoirPim+2i=1 ci=ai=0 : on pose Pimi=1 ci=ai = s (petit), on dé�nit aa1et cc1 par aa1 = l'entier le plus voisin de 1=jsj,cc1 = +1 ou �1, puis on pose s + cc1=aa1 = s0et on dé�nit le dernier terme par aa2 = 1=js0j etcc2 = +1 ou �1 (aa2 est l'unique dénominateurrationnel non entier, son ordre de grandeur est su-périeur à aa21). Donc �nalement la fonction F (x)s'écrit :F (x) = im1Xi=1 cih xai i+ imXi=im1+1 cih xai i+ cc1h xaa1 i+ cc2h xaa2 i; (5:1)

et satisfait la conditionim+2Xi=1 ciai = 0; (5.2)où on a posé aim+1 = aa1, cim+1 = cc1, aim+2 =aa2, cim+2 = cc2.
Exemple. On prend k0 = 10, de sorte que F (x) com-mence par[x]� hx2 i� hx3 i� hx5 i+ hx6i� hx7 i:Si on ajoute, par exemple, quatre termes correctifsh x15i� h x17i+ h x40i� h x47i;on a alors P ci=ai = (489:54048)�1 : on obtientP ci=ai = 0 en ajoutant les deux termes ultimes�h x490i� h x522 013:16i:Comme la fonction F (x) est périodique de périodele ppcm des ai, il est hors de question de travaillersur une période, mais le lemme suivant nous per-mettra de déterminer un encadrement de F (x) rai-sonnablement proche de l'encadrement optimal.
Lemme 2 (Costa Pereira, El Marraki). Soient N0 un en-tier positif et Q = Q(k0; N0) l'ensemble des entiersq < k0 sans facteur carré, et premiers avec N0. Onpose Gq(x) = ��(q) XdjN0d<k0=q �(d)

nxdo;mq = maxk2Z Gq(k)uq = ��(q) XdjN0d<k0=q
�(d)det "q = 8<: 0 si uq � 0,q � 1q uq si uq > 0.Alors on a F (x) � m+m1;



108 Experimental Mathematics, Vol. 2 (1993), No. 2

où m =Xq2Q(mq + "q) +m1
et
m1 = supx �� k=imXk=im1+1 cin naio+ cc1n naa1o+ cc2 fxgaa2 � cc2n xaa2o�:
Remarque. m1 sera calculé numériquement en ma-jorant �cfyg par jcj si c < 0, et par 0 si c > 0.Ce lemme est essentiellement dû à Costa Pereira.On trouvera la démonstration complète dans [Pe-reira 1989] ou [El Marraki 1991]. Nous en exposonsbrièvement l'idée. Si l'on a une fonction F (x) =P ci[x=ai], on peut la décomposer en une compo-sante a�neFa(x) =X ci� xai � 12� = xX ciai � 12X ci;et une composante périodiqueFp(x) = �X ci�n xaio� 12�:Dans le cas où F est périodique, la composante af-�ne est constante : Fa(x) = � 12P ci, et le problèmeest de majorer la composante périodique.On a trivialement jFp(x)j � 12P jcij, mais onpeut obtenir beaucoup mieux en regroupant destermes. Par exemple, si on trouve simultanément a(impair) et 2a parmi les ai, avec comme coe�cientsci, �(a) et �(2a), on a������(a)�nxao� 12�+ �(2a)�n x2ao� 12����� � 12(au lieu de � 1). On aurait de même������(a)�nxao� 12�+ �(2a)�n x2ao� 12�+ �(3a)�n x3ao� 12����� � 23 ;au lieu de � 32 .

C'est cette idée qui préside au lemme 2, avec lanuance qu'il su�t en fait de majorer �P cifx=aig.En e�et, lorsque F est périodique, on ainfx2RF (x) + supx2RF (x) = �X ci:Pour l'énoncé des lemmes de majoration de F (x),on séparera ce qui concerne la partie �régulière�de F : im1Xi=1 cih xai i = Xk<k0 �(k)hxk i;de la partie complémentaire :im+2Xi=im1+1 cih xai i:On remarque que les fonctions Gq(x) qui inter-viennent dans l'énoncé du lemme dépendent uni-quement du plus grand diviseur de N0 strictementinférieur à k0=q, que l'on notera � = �(N0; k0; q).Posons alors :H�(x) = XdjN0d�� �(d)
nxdo;

H+� = maxk2Z H�(k);H�� = mink2Z H�(k):On a Gq(x) = ��(q)H�(x), de sorte que :mq = maxk2Z G(k) = ��H�� si �(q) = 1,H+� si �(q) = �1.On peut e�ectuer un changement similaire denotation pour uq en posant :U� = XdjN0d�� �(d)d ;
ce qui donne uq = ��(q)U�.Le calcul e�ectif de m se fait par regroupementdes entiers q qui fournissent le même �, et l'on a lerésultat suivant :
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Lemme 3 (Costa Pereira, El Marraki). Avec les nota-tions précédentes, soit (�j) la suite ordonnée crois-sante des diviseurs de N0, et posons en outreAj = n k0�j+1 � q < k0�j ��� �(q) = 1; (q;N0) = 1o;Bj = n k0�j+1 � q < k0�j ��� �(q) = �1; (q;N0) = 1o:Alors on am = Xq<k0�(q)6=0(q;N0)=1
(mq + "q) = X�j<k0Mj;

oùMj = �H��j Card(Aj)�H(�U�j)U�j Xq2Aj q � 1q+H+�j Card(Bj) +H(U�j)U�j Xq2Bj q � 1q :
(IciH est la fonction échelon unité :H(x) = 1 pourx � 0 et H(x) = 0 pour x < 0.)Dans la pratique, il est très rapide de calculer latable des H+� et H�� pour N0 = 30 030, et la majo-ration qui résulte des lemmes 2 et 3 s'e�ectue trèsrapidement. (Pour la table des H� voir [El Marraki1991, annexe 1]). Le lemme 2 nous permet d'en-cadrer la fonction F (x), et pour la majoration de��M(x)�� elle-même, on utilise les deux résultats :
Lemme 4. Soit F une fonction dé�nie comme dans(5.1) et qui véri�e la condition (5.2). Soit G(x) =��1 � F (x)�� et G un majorant de G(x). Soient b =0:1333 et x(b) = 1164, comme dans la majoration(2.2). Soit N un entier positif (limite des calculs).Si x � max(aim; (N + 1)x(b)), on a la majoration��M(x)�� � 6�2ux+ bvpx+ w;avecu = u(N) = NXn=1 �G(n)�G(n� 1)� 1n + G�G(N)N + 1 ;

v = v(N) = NXn=1 ��G(n)�G(n� 1)�� 1pn + G�G(N)pN + 1 ;w = c:
Démonstration. On pose w = ��Pri=1 ci�� et on déduitde la formule fondamentale (2.1) la majoration :��M(x)�� � ����Xn�x�(n)�1� F�xn������+ w

�Xn�x j�(n)j ���1� F�xn����+ w
pour x � aim. On considère une limite N pour x,et la majoration précédente se développe ainsi :��M(x)�� � NXn=1G(n)�Q�xn��Q� xn+ 1��+G Xn� xN+1 j�(n)j+ w;
soit, en notant que G(0) = 0,��M(x)�� � NXn=1(G(n)�G(n� 1))Q�xn�+ (G�G(N))Q� xN + 1�+ w:On utilise alors l'encadrement (2.2) de la fonctionQ(x), et on obtient le résultat du lemme. �
Remarque. Lorsque N tend vers l'in�ni, le coe�-cient du terme en x dans la majoration du lemmetend vers I(F ) = 6�2 Z 11 j1� F (u)ju2 du;et l'on a ainsi une borne inférieure des majorationsque l'on peut obtenir par l'utilisation d'une fonc-tion donnée F .
Corollaire. Soit � > max(aim; (N + 1)x(b)). Pourtout x � � , on a��M(x)�� � � 6�2u+ bvp� + w� �x;avec les valeurs de u = u(N), v = v(N) et w don-nées au lemme 4.
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6. MAJORATIONS NUMÉRIQUES

Théorème 2. On a la majoration��M(x)�� � x2360 pour x � 617 973:
Démonstration. Elle s'e�ectue en découpant la demi-droite [617 973;+1[ en quatre intervalles consécu-tifs.Primo, pour x 2 [617 973; 1 813 318] : véri�cationdirecte sur ordinateur.Secondo, pour x 2 [1 813 318; 1012] : la majora-tion (1.1) implique le résultat.Tertio, pour x 2 [1012; 2:2959 1016] : c'est l'avant-dernier résultat indiqué dans le tableau 1.Quarto, pour x 2 [2:2959 1016;+1[ : la majora-tion résulte de l'utilisation d'une fonction F (x) dutype Costa Pereira, ce que nous allons maintenantdétailler.De nombreux essais ont conduit à sélectionner lafonctionF (x) = 16075Xi=1 cih xai i+ 16324Xi=16076 cih xai i+ h x111 364i+ h x304 474 467 190:71i:Pour la première somme, les ai sont tous les en-tiers sans facteur carrés inférieurs à k0 = 26 441,et ci = �(ai). Les termes de la deuxième sommeont été déterminés automatiquement de manièreà forcer ��1 � F (x)�� à ne pas trop s'écarter de 1sur l'intervalle [k0; 2:45 k0]. En�n, les deux dernierstermes sont destinés à assurer la périodicité de F .

La condition de validité des formules permettantd'établir la majoration est a priorix � max �aim+2; Nx(b)�:Le corollaire limitant le résultat à x � � , nos va-leurs numériques respectent toujours x � Nx(b).Pour ce qui est de la condition x � aim+2, les deuxderniers termes présentent des valeurs très grandesde aj (aim+1 = aa1 et aim+2 = aa2) ; par contre ona toujours x � aim. On a utilisé la formuleXn�x�(n)�1� im+2Xi=1 cihx=nai i� = M(x)� im+2Xi=1 ci:
C'est cette formule qui nécessite a priori x � aim+2 ;mais, dans nos conditions d'application aim+1 etaim+2 très grands, on aXn�x�(n)�1� im+2Xi=1 cihx=nai i� = M(x)� imXi=1 ci:Comme jcim+1j = jcim+2j = 1, cela équivaut à unesimple perturbation de 2 sur le coe�cient w, ce quia un e�et complètement négligeable sur le résultat�nal.On peut maintenant appliquer le lemme 4 et soncorollaire à cette fonction, avec � = 2:2959 1016.Le tableau 2 donne quelques résultats jusqu'à lavaleur de N retenue. �N u v w majoration5 000 000 0.00161104088203 1827.158668939 4 1=101910 000 000 0.00113678352589 2567.293944583 4 1=144230 000 000 0.00082069312288 4364.682366346 4 1=198960 000 000 0.00074170253303 6079.887596894 4 1=219190 000 000 0.00071537145032 7370.203436113 4 1=2265120 000 000 0.00070220370757 8441.039944824 4 1=2302180 000 000 0.00068903769070 10203.594030132 4 1=2337240 000 000 0.00068245444494 11659.293934684 4 1=2352320 000 000 0.00067751736741 13304.978400331 4 1=2360:7

TABLEAU 2. Données pour la démonstration du théorème 2.
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On peut comparer la majoration obtenue avec lalimite de son terme principal6�2u(1) = I(F ) = 6�2 Z 11 j1� F (u)ju2 du � 12500 :Le terme bv(N)=p� représente environ 4% de lamajoration et on ne peut attendre aucune amé-lioration notable d'un abaissement du coe�cient bdans la relation (2.2).Il reste deux problèmes à étudier : celui de la ra-pidité du calcul et celui du contrôle de la précision.On doit calculer des valeurs de F (x), fonctioncomposée d'environ 16 000 termes, jusqu'à des va-leurs de x de l'ordre de 3:2 108. Le temps de cal-cul des valeurs consécutives de F (x) est alors tropgrand. Pour remédier à ce problème on utilise lefait que la plupart des termes de F ne changentpas en passant de F (x) à F (x + 1) : on choisit lataille lc du bloc de valeurs à calculer, on calcule eton stocke dans un tableau TF les valeurs de F (x),F (x+ 1), : : :, F (x+ lc) de la manière suivante :on calcule F (x) ;pour i = 0 à i = lcon pose TF [i] F (x) ;pour j = 1 à j = imsi cjhx+ lcaj i 6= cjh xaj ipour i = 1 à i = lcon pose TF [i] TF [i]+cjhx+ iaj i�cjh xaj i.L'optimum s'obtient pour lc de l'ordre de pim,et le facteur gagné est alors aussi de l'ordre depim,ce qui représente un gain considérable par rapportau calcul �brut�.Le contrôle de la précision est trivial : on a dessommes Pn n�1�G(n) � G(n � 1)� et Pn n�1=2���G(n) � G(n � 1)��, où G(n) � G(n � 1) est exactcar entier. Si l'on somme jusqu'à N = 3:2 108 avecdes réels �double� en C, d'une précision relatived'environ 10�15, la précision sur le résultat �nalest donc d'environ 10�7, ce qui est amplement suf-�sant.
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