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Partant d’une conjecture de Mazur concernant la topologie
des points rationnels sur une variété algébrique, nous étudions
la densité des sous-groupes de type fini du groupe des points
rationnels d’un groupe algébrique commutatif sur un corps
de nombres. Dans le cas particulier des groupes linéaires, le
probléme considéré se raméne a une conjecture bien connue
sur I'indépendance algébrique de logarithmes linéairement in-
dépendants de nombres algébriques.

Starting from a conjecture of Mazur concerning the topology of
rational points on an algebraic variety, we consider the density
properties of finitely generated subgroups of rational points on
a commutative algebraic group over a number field. In the
special case of linear algebraic groups, this problem reduces
to a well known conjecture on the algebraic independence of
linearly independent logarithms of algebraic numbers.

1. INTRODUCTION

Dans son article [Mazur 1992] sur la topologie
des points rationnels, Mazur propose la conjecture
suivante :

Conjecture 1.1 (Mazur). Soit V' une variété lisse dé-
finie sur Q; on suppose que V(Q) est dense dans
V' pour la topologie de Zariski; alors ’adhérence
de V(Q) dans V(R) pour la topologie réelle est ou-
verte (donc est réunion de composantes connexes
de V(R)).

Nous discutons ici ce type de probléme quand V est
un groupe algébrique commutatif; au lieu de consi-
dérer tous les points rationnels, on en considére
seulement un sous-groupe de type fini; accessoire-
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ment, on remplace le corps Q des rationnels par un
corps de nombres K plongé dans R (ce sera suffi-
sant, comme nous le verrons au paragraphe 5, pour
traiter aussi le cas d’un corps de nombres plongé

dans C).

Définition 1.2. Soient K un corps de nombres plongé
dans R et G un groupe algébrique commutatif dé-
fini sur K. On dira que G posséde la propriété de
densité si pour tout sous-groupe de type fini I' de
G(K), les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) TNG(R)° est dense dans G(R)? ;

(ii) si {y1,...,7} sont des éléments de I' qui en-
gendrent un sous-groupe d’indice fini de I' et si
H désigne 'adhérence de Zariski dans G' du sous-
groupe Z(7y1,...,7), alors il existe un point (7,

..,m) dans H(R) tel que Zn, + --- + Zm soit un
sous-groupe dense de G(R)°.

On a désigné par G(R)? la composante connexe de
I’élément neutre de G(RR). L’implication (i) = (ii)
est banale : si 'NG(R)° est dense dans G(RR)", il suf-
fit de prendre pour (71, ...,n;) un multiple conve-
nable de (71, ...,7). D’autre part si ’assertion (ii)
est vraie pour une famille {vq,...,7} d’éléments
de I' qui engendrent un sous-groupe d’indice fini,
alors elle est vraie pour toute famille. Enfin la pro-
priété de densité est attachée au couple (G, K) plu-
tot qu’au groupe G tout seul, mais ’abus de nota-
tion allege le langage.

Les groupes unipotents G?¢ possédent triviale-
ment la propriété de densité. Nous étudierons les
groupes linéaires, les variétés abéliennes, certains
produits, ainsi que les extensions d’une courbe el-
liptique par un groupe multiplicatif. Il semble rai-
sonnable d’espérer que chacun de ces groupes algé-
briques posséde la propriété de densité. Dans une
premiére version de ce texte, la propriété de densité
était présentée comme une conjecture pour tous les
groupes algébriques commutatifs sur un corps de
nombres réel; mais D. Bertrand [1995] a montré
que certaines extensions non triviales de variétés
abéliennes par un groupe multiplicatif ne possé-
dent pas cette propriété.

Pour une variété abélienne simple A définie sur
un corps de nombres réel K, dont le groupe de
Mordell-Weil A(K) est de rang > 1, la propriété de
densité, si elle est vérifiée, implique que tout point
de A(K) N A(R)° d’ordre infini engendre un sous-
groupe dense de A(R)?; la conjecture de Mazur
n’entraine un tel résultat que quand K = Q et
quand le rang de A(Q) est égal a 1.

Un autre exemple intéressant consiste & prendre
comme groupe algébrique G sur K = Q la restric-
tion des scalaires, d’un corps de nombres k & QQ, du
groupe multiplicatif G,, (voir §4). Pour ce groupe
G, la conjecture de Mazur se déduit du théoréme
d’approximation faible:

quand k est un corps de nombres, l'image de
k> dans (k ®@gR)* est dense,

tandis que la propriété de densité permettrait de
préciser 1'énoncé suivant de D. Roy [1992b], qui
répond & une question de Sansuc [1982]:

si 7y est le nombre de plongements réels de
k et 2ry le nombre de plongements complexes
non réels, il existe un sous-groupe de type fini
de k*, de rang vy + ro + 1, dont l’image dans
(k ®g R)* est dense.

Plan de l’article

Nous ferons intervenir quatre types d’ingrédients :

— des conjectures de transcendance sur la fonction
exponentielle usuelle équivalent a la propriété de
densité pour les groupes linéaires ;

— des théorémes de transcendance fournissent des
réponses partielles ;

— un théoréme de Kronecker sert & relier un énoncé
de densité avec un résultat de transcendance;

— enfin on utilise un lemme topologique de D. Roy.

Ces quatre outils sont présentés dans le para-
graphe 2, qui termine par un exemple illustrant
la méthode. Le théoréme principal fait I’objet du
paragraphe 3, ou il est énoncé et démontré; des
conséquences de ce théoréme principal en liaison
avec la propriété de densité sont données aux pa-
ragraphes 4 et 5.
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Notations

On note Q la cloture algébrique de Q dans C.
Quand G est un groupe algébrique commutatif dé-
fini sur un sous-corps K de Q, on désigne par T
I’espace tangent & 'origine de G, par

expg : Tg(C) — G(C)

Pexponentielle du groupe de Lie G(C), par Qg =
ker exp, C T(C) son noyau et par

Lk (G) = exps' G(K) C Te(C)

le Z-module des logarithmes de points de G(K).
Pour alléger I’écriture, on désignera par L le Q-
espace vectoriel Lg(Gy, ) :

L=exp ' (Q°)={z€C; e €Q"}.

Les éléments de L sont les logarithmes (usuels) de
nombres complexes algébriques non nuls. Pour G =
G% x G#, par exemple, on a Lg(G) = Q% x L%,

Quand G est un groupe algébrique commutatif
défini sur Q de dimension d, on désigne par d, et
par d; les plus grands entiers > 0 tels que G pos-
séde un facteur isomorphe sur Q & G& et a G&,
respectivement. On pose dy = d — dy — d;. Ainsi
on peut écrire G = G% x G- x G, ou le groupe
algébrique G, est défini sur Q, est de dimension ds
et n’a pas de facteur linéaire non trivial. On définit
alors, comme dans [Roy 1990b],

Pour un groupe algébrique de dimension d, on a
a(G) < 2d; si G est linéaire, a(G) < d, avec égalité
pour un tore.

Nous utiliserons la notation suivante, inspirée
par [Roy 1992b|: si H est un groupe topologique,
le nombre m(H) désignera le plus petit rang d’un
sous-groupe de type fini de H dense dans H ; ainsi,
quand H est un groupe fini, on a m(H) = 0, tandis
que pour (dg,d;) # (0,0), on a

m(R® x (R*)") =dy+d; + 1,
m(@do X (Cx)dl) — 2d0 + d1 + 1.

Quand G est un groupe algébrique commuta-
tif défini sur C, nous écrirons mc(G) au lieu de
m(G(C)). D’aprés un théoréme de Barsotti [Serre
1979], le groupe algébrique G a un plus grand sous-
groupe linéaire L et le quotient G/L est une va-
riété abélienne A; & son tour L se décompose en
produit d’un facteur unipotent G* par un facteur
de type multiplicatif (tore) G, ; alors mc(G) =
2u +t+ 1. Si on désigne par kc(G) le rang de Qg,
on a kc(G) = t + 2g, ou g est la dimension de A4;
ces formules sont bien compatibles avec la relation
mc(G) + ke(G) = 2d + 1,00 d = u+1t+ g est la
dimension de G.

Soit maintenant G un groupe algébrique commu-
tatif défini sur R; nous posons mg(G) = m(G(R)).
L’application exponentielle du groupe de Lie con-
nexe G(R)" est la restriction a T(R) de expg ; si
on désigne par kg(G) = rang (QG N TG(R)) le rang
de son noyau, on a

mr(G) + kr(G) =d + 1,

avec d = dim(G).

Pour une variété abélienne A de dimension d,
on a kr(A) = d et mg(A) = 1, tandis que pour
un groupe linéaire déployé L = G% x G% on a
kr(L) =0 et mg(L) =d+ 1, avec d = dy + d;.

2. TRANSCENDANCE ET APPROXIMATION
DIOPHANTIENNE

2a. Conjectures de transcendance sur la fonction
exponentielle

Voici la principale conjecture concernant les lo-
garithmes de nombres algébriques :

Conjecture 2.1 (d’indépendance algébrique). Si des élé-
ments Ai,..., A\, de L sont Q-linéairement indé-
pendants, alors ces éléments sont algébriquement
indépendants.

On ne sait pas encore démontrer qu’il existe deux
éléments de L qui sont algébriquement indépen-
dants! Nous utiliserons plusieurs fois le cas parti-
culier suivant de la conjecture d’indépendance al-
gébrique:
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Conjecture 2.2 (d'indépendance algébrique homogéne
réelle). Soient ay,...,q, des nombres algébriques
réels positifs multiplicativement indépendants. Si
P c7Z|X,y,...,X,] est un polynéme homogeéne non
nul, alors le nombre P(log ay, ..., log a,) n’est pas
nul.

Un autre cas particulier bien connu de la conjec-
ture d’indépendance algébrique a été proposé no-
tamment par Schneider, Lang et Ramachandra:

Conjecture 2.3 (des quatre exponentielles). Soit M une
matrice 2 X 2 4 coefficients logarithmes de nombres
algébriques; on suppose que les deur colonnes de
M sont linéairement indépendantes sur Q et aussi
que les deux lignes de M sont linéairement indé-
pendantes sur Q ; alors la matrice M est inversible.

La conjecture d’indépendance algébrique équivaut,
d’apres [Roy 1989], & une description conjecturale
du rang des matrices & coefficients dans le Q-espace
vectoriel engendré par 1 et L. Le point essentiel est
I’énoncé suivant ([Roy 1989, proposition 3|; c’est
le seul énoncé de cette sous-section qui ne soit pas
conjectural!) :

Proposition 2.4 (critere d’indépendance algébrique).
Soient ty,...,t, des nombres complexes algébrique-
ment indépendants, et x4, ...,x, des nombres com-
plexes quelconques. Pour que xi,...,x, soient al-
gébriquement indépendants sur Q, il faut et il suf-
fit que pour toute matrice M a coefficients dans
Q+Qty +---+Qty, le rang de M soit égal au rang
de la matrice M' a coefficients dans le Q-espace
vectoriel Q + Qxy + - - - + Qx,, obtenue en spéciali-
sant t; en x; pour 1 <1 <n.

Pour obtenir ce critére, D. Roy démontre que
si A est un anneau (commutatif unitaire) et R —
A[Ty,...,T,] est 'anneau des polynomes & coeffi-
cients dans A, tout élément de R est le détermi-
nant d’une matrice & coefficients dans le A-module
A+ AT, +-- -+ AT, (voir aussi [Roy 1995, propo-
sition 3.3]).

Ce critére d’indépendance algébrique nous per-
mettra de voir au paragraphe 3 (lemmes 3.4 et 3.5)

que la conjecture d’indépendance algébrique homo-
géne réelle est équivalente & la propriété de densité
pour un groupe linéaire déployé G% x G% et qu’elle
est aussi équivalente a la propriété de densité pour
un tore déployé G2 .

2b. Théorémes de transcendance

Les réponses partielles que nous obtiendrons dé-
pendent du Théoréme du sous-groupe algébrique
([Waldschmidt 1988, théoréme 1.1]; il nous suffit
ici d'un cas particulier [Waldschmidt 1987, théo-
réme 4.1; Roy 1990b, p. 270, remarque 1|, que nous
appelons quand méme “Théoréme du sous-groupe
algébrique”).

Théoréme 2.5 (du sous-groupe algébrique). Soient G
un groupe algébrique commutatif défini sur un sous-
corps K de Q et V un sous-espace vectoriel de
Tc(C) ; on suppose que, si G' est un sous-groupe al-
gébrique de G défini sur K de dimension > 0,V ne
contient pas Tg:(C). On définit k = rang,(VNQg).
Alors le Z-module VN Lk (G) est de rang fini ma-
joré par

rang, (VN Lx(G)) < (a(G) — k)(d - 1).

Pour un tore déployé¢ G = G¢, (voir aussi [Wald-
schmidt 1981; Emsalem 1987, théorémes 1 et 2;
Waldschmidt 1987, théoréme 1.1]), on en déduit:

Théoréme 2.6 (du sous-groupe linéaire). Soient d un
entier positif et V un sous-espace vectoriel de C*
tel que VN Q?* = {0}. Alors le Q-espace vectoriel
VN LY est de dimension finie < d(d — 1).

L’exemple le plus simple a été démontré dans [Lang
1966, chap. II, théoréme 1] et [Ramachandra 1968,
p. 67]:

Théoreme 2.7 (des six exponentielles). Soit M une ma-
trice d X | a coefficients logarithmes de nombres al-
gébriques; on suppose que les d colonnes de M sont
linéairement indépendantes sur Q et aussi que les
l lignes de M sont linéairement indépendantes sur
Q; sidl >d+1, le rang de M est > 2.
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2c. Le théoréme de Kronecker

Nous rappelons ici un résultat d’approximation
diophantienne bien connu qui joue un réle central
dans la suite: il s’agit d’'un théoréme de Krone-
cker sur la densité de sous-groupes de type fini
d’un R-espace vectoriel de dimension finie (voir par
exemple [Cassels 1957]).

Théoréeme 2.8 (Kronecker). Soient E un R-espace vec-
toriel de dimension finie et Y un sous-groupe de
type fini de E. Les conditions suivantes sont équi-
valentes:

(i) Y est dense dans E ;
(i) pour tout sous-espace vectoriel V de E, V # F,
on a

rang, (Y/Y NV) > dimg (E/V) ;

(iii) pour toute forme linéaire non nulle ¢ : E — R,
onap(Y) ¢ Z.

Choisissons une base (ey,...,es) de E sur R, des
générateurs yi,...,y; de Y (ou d’un sous-groupe
d’indice fini de Y') sur Z et écrivons les coordonnées
des y; dans la base choisie:

Yj = Yij€1 + -+ Ydj€d,
ou 1l < j <. Alors la condition (iii) s’écrit

.81 # (0,...,0) dans Z, la

(iv) pour tout (si,..

matrice
Yir 0 Yu
Yar - Ya
81 .« . sl

est de rang d + 1.

2d. Lemme topologique de D. Roy

Lemme 2.9 [Roy 1992b, lemme 3.3]. Soient E un R-
espace vectoriel de dimension finie d, Y, un sous-
groupe discret de E, Y un sous-groupe de type fini
de E contenant Yy; on suppose que tout sous-groupe
deY contenant Yy et de rang > rangY —d + 1 est
dense dans E ; alors il existe un sous-groupe de Y,
de rang d + 1, dense dans E et qui contient Y.

2e. lllustration de la méthode avec G2,

Voici, sur ’exemple du groupe algébrique G2,
comment interviennent les différents instruments
que nous venons d’introduire.

1. Densité de sous-groupes de type fini de (R )?

Considérons des éléments 1, . ..,7 € (RY)? mul-
tiplicativement indépendants, et écrivons

v = (a;,55)
pour 5 = 1,...,l. D’aprés le théoréme de Kro-
necker, le sous-groupe I' engendré par ~vi,...,v

est dense dans (R} )? si et seulement si, pour tout
s € 7'\ {0}, la matrice & trois lignes et [ colonnes

log oy log oy
log 6 log 6
81 ... sl

est de rang 3. Une condition évidemment nécessaire
est que pour tout (a,b) € Z* \ {0}, deux au moins
des [ nombres

aloga; +blog By, ..., aloga; + blog G

soient Q-linéairement indépendants. Cette condi-
tion signifie que pour tout sous-groupe algébrique
G’ de G = G?, de dimension 1, la projection de T’
sur (G/G")(R) est dense (ce qui veut dire ici qu’elle
a un rang > 1).

On suppose maintenant que cette condition est
vérifie, et aussi que les 2/ nombres o et 3; sont
algébriques.

(a) Si on admet la conjecture des quatre exponen-
tielles et si [ > 3, alors I' est dense dans (R})%.
Ainsi les seules contraintes sont :

rang, (I'/T N G'(R)) > dim(G/G")

pour tout sous-groupe algébrique G’ de G distinct
de G. Ces contraintes nous permettent de vérifier
la condition (ii) du théoréme de Kronecker pour
les sous-espaces vectoriels de R? rationnels sur Q,
tandis que la conjecture des quatre exponentielles
permet de traiter les sous-espaces vectoriels de R2
qui ne sont pas rationnels sur Q.
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(b) D’aprés le théoréme des six exponentielles, si
[ > 4, alors I est dense dans (R})%.

Par exemple pour | = 4, si les huit nombres «;,
B; sont multiplicativement indépendants, le groupe
I' de rang 4 est dense dans (RY)?.

Pour [ = 5, on voit en utilisant le lemme topo-
logique 2.9 de D. Roy que si les dix nombres o,
B; sont multiplicativement indépendants, le groupe
I’ contient un sous-groupe de rang 3 dense dans

(RF)*.

Exemple 2.10. Prenons le corps quadratique Q(v/2),
et choisissons [ éléments ~i,...,v, dans ce corps
tels que, si 7 désigne le conjugué de ; (avec V2 =
—1/2), les 21 nombres v; et 7, oul < j <, soient
multiplicativement indépendants. On prend aussi
71> 0,9 <0, 7% < 0etyl <0 de telle sorte
que les couples (v,77), pour v € {v1,%2,77, 1172}
soient dans chacune des quatre composantes con-
nexes de (R*)?. Par exemple on peut prendre

’71:2\/5_17 ’72:_3\/5_17
Y=4V2-1,  qu= 6V2-1,
’)/5:7\/5—1.

Du théoréme des six exponentielles, on déduit que
le sous-groupe de (R*)? de rang 4, engendré par
les images des nombres 71, Y2, 73,74 via le plonge-
ment canonique du corps quadratique réel Q(\/ 5)
est dense dans (R*)?. De plus le sous-groupe de
Q(v/2)* engendré par les 5 nombres 7y, . . ., 75 con-
tient un sous-groupe de rang 3 dont 'image par le
plongement canonique est dense dans (R*)2. Ce-
pendant la démonstration de Roy ne permet pas de
préciser ce sous-groupe de rang 3; si la conjecture
des quatre exponentielles est vraie, le sous-groupe
de rang 3 engendré par i, 72, ys @ une image dense.

2. Densité de sous-groupes de type fini de C*

Soient 7y, . . .,7; des nombres complexes non nuls
multiplicativement indépendants; le théoréme de
Kronecker montre que le sous-groupe I' de C* en-
gendré par v,...,7y est dense si et seulement si,

pour tout s € Z'** \ {0}, la matrice & trois lignes
et [ + 1 colonnes

0 log |, | log ||
2i log(v1/%1) log (/%)
So S1 . S

est de rang 3; cette condition ne dépend évidem-
ment pas du choix des logarithmes complexes

log(v;/%;)-

Une premiére condition nécessaire pour que I' soit
dense dans C* est que deux au moins des  nombres
réels |v1,...,|v| solent multiplicativement indé-
pendants : cela signifie que I’ image de I par la sur-
jection z — |z| est dense dans R . Une deuxiéme
condition nécessaire est que 'un au moins des [
nombres 7;/|v;|, o 1 < j < [, ne soit pas racine
de l'unité: cela revient & dire que I' a une image
dense dans R/Z par la projection que 'on déduit
de Iisomorphisme entre C* et R x (R/Z).

Supposons maintenant que les [ nombres com-
plexes «y; sont algébriques.

(a) Si on admet la conjecture des quatre exponen-
tielles, alors ces conditions sont aussi suffisantes
pour que I' soit dense dans C*.

(b) Supposons que trois au moins des nombres |7y |,
..+, || sont multiplicativement indépendants; on
déduit alors du théoréme des six exponentielles que
I est dense dans C*. Enfin, si quatre au moins des
nombres |v1],. .., || sont multiplicativement indé-
pendants, et si deux au moins des nombres 7y, /|7;/,
ou 1 < 5 < [, sont multiplicativement indépen-
dants, alors tout sous-groupe de I' de rang [ — 1
est dense dans C*, et par conséquent I' contient
un sous-groupe de rang 2 dense dans C*.

Exemple 2.11. Considérons le corps Q(¢), et choisis-
sons dans Q(7)* des éléments vy, ..., tels que les
2l nombres complexes ; et 7; soient multiplicative-
ment indépendants (pour simplifier) ; par exemple

’)’1:2+Z, 72:2+3’L, ’73:4+l, ’74:5+21

Le sous-groupe de C*, de rang 3, engendré par
Y1,72,73 est dense dans C*, et le sous-groupe de
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Q(2)*, de rang 4, engendré par 7y1,7s,7s, a2 cOn-
tient un sous-groupe de rang 2 dense dans C*. Si
la conjecture des quatre exponentielles est vraie,
alors le sous-groupe de rang 2 engendré par 71,72
est dense dans C*; pour le démontrer incondi-
tionnellement, il faudrait prouver que pour tout
(A, ) € @, le déterminant

d < log 71| log || )
et _ . _ .
log(v1/M) + 2Xim  log(y2/72) + 2uim

n’est pas nul.

3. LE THEOREME PRINCIPAL

3a. Plongement réel d’un sous-groupe de type fini

Soit K un corps de nombres plongé dans R, soit
G un groupe algébrique commutatif défini sur K
et soit I' un sous-groupe de type fini de G(K);
on demande & quelle condition 'image de I' dans
G(R) est dense (pour la topologie réelle) dans la
composante neutre de 'origine. Il est évidemment
nécessaire (comme dans la conjecture de Mazur) de
supposer que I' est Zariski-dense dans G ; comme
ladhérence de Zariski d’un sous-groupe de G(K)
est un sous-groupe algébrique de G défini sur K, la
condition de densité pour la topologie de Zariski se
traduit ainsi: pour tout sous-groupe algébrique G’
de G défini sur K avec dimG' < dim G, le sous-
groupe I'/TNG'(K) a un rang > 1.

Cette condition n’est pas suffisante en général :
si 'image de I' dans G(R) est dense, pour tout
sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K, avec
G' # G, I'image de I' dans le quotient G(R)/G'(RR)
est encore dense; cela impose une contrainte sur
le rang de I'/T' N G'(K') que nous allons expliciter.
Nous verrons ensuite que cette contrainte n’est pas
encore suffisante ; cela nous conduira & justifier la
définition de la propriété de densité.

Nous expliciterons enfin les liens entre la pro-
priété de densité pour les groupes linéaires déployés
d’une part et la conjecture d’indépendance algé-
brique homogéne de logarithmes de nombres algé-
briques d’autre part.

Rappelons la notation mgr(G) qui a été intro-
duite dans le premier paragraphe. La contrainte
dont nous venons de parler s’écrit :

Lemme 3.1. Soient K un sous-corps de R, G un
groupe algébrique commutatif défini sur K de di-
mension > 1, I' un sous-groupe de type fini de
G(K). Supposons que l’adhérence réelle de I' dans
G(R) contienne la composante neutre G(R)?. On
a alors, pour tout sous-groupe algébriqgue G' de G
défini sur K,

rang, (I'/T N G'(K)) > me(G/G").

Dans le cas G = GZ, le théoréme de Kronecker
montre que la réciproque est vraie. Dans le cas gé-
néral, en supposant que K est un corps de nombres,
une réciproque partielle peut-étre obtenue en rem-
plagant mg(G) par un nombre mp(G) (qui, pour un
groupe différent de G¢, est au moins égal & mz(G)),
défini par my(G) = a(G)(d — 1) + 2 si kg(G) =0
et

m(G) = ((G) — ra(G) + 1) (d = 1) +2 = 5 (C)
si kr(G) > 1. Ainsi on a toujours
my(G) < a(G)(d—1) +2;

de plus, mi(G) = d*> — d + 1 si G est une variété
abélienne.

3b. Le théoréme principal : énoncé et démonstration

Théoreme 3.2. Soit G un groupe algébrique commu-
tatif de dimension d défini sur un corps de nombres
réel K. Soit T' un sous-groupe de type fini de G(K).

a) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G’
de G défini sur K avec dimG' < dim G, qu’on
arang, (T/TNG'(K)) > mp(G/G'). Alors l'ad-
hérence de I' dans le groupe topologique G(R)
contient la composante neutre G(R)°.

b) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G'
de G défini sur K avec dim G' < dim G,

rang, (I'/T NG'(K)) > myp(G/G') +d — 1.

Alors T' contient un sous-groupe de rang mg(G)
dense (pour la topologie réelle) dans G(R)°.
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Démonstration. Soient G un groupe algébrique com-
mutatif défini sur un corps de nombres réels K et
' un sous-groupe de type fini de G(K) et de rang
[; on définit

Y = (expg'(T)) N Ta(R);

c’est un sous-groupe de type fini de T (R) de rang
| + kr(G), dont 'image par expg est I' N G(R)°.
Dire que I'N G(R)? est dense dans G(R)° équivaut
a dire que Y est dense dans T¢(R), donc que pour
tout hyperplan réel V' de T¢(R),

rang, (Y/Y NV) > 2.

Comme Y contient Q¢ N T (R), cette inégalité est
banale si on a déja

rang, (QG NTe(R)/Qe N V) >2;
par conséquent il n’y a pas de restriction a supposer
rang,(Qe NV) > max{xkz(G) — 1, 0}.
On commence par établir le résultat suivant :

Lemme 3.3. Supposons | > mp(G) ; supposons aussi
que V ne contient pas de sous-espace vectoriel de
Tc(R) de la forme Tg:(R), avec G' sous-groupe al-
gébrique de G de dimension > 1 défini sur K ; alors
l'tnégalité désirée rang, (Y/ Yyn V) > 2 est bien vé-
rifiée.

Démonstration. On utilise le théoréme 2.5 du sous-
groupe algébrique; on écrit une équation de I'hy-
perplan réel V' dans T (R) et on considére 1’hy-
perplan complexe V de T¢(C) défini par la méme
équation, de sorte que V.= VN Tg(R). Si G' est
un sous-groupe algébrique de G défini sur K de di-
mension > 1, T/ (C) est un sous-espace vectoriel de
Tc(C) qui s’écrit comme intersection d’hyperplans
définis sur K, donc sur R, et

T (R) = Ter (C) N T (R) ;

I’hypothése que V' ne contient pas T/ (R) implique
que V ne contient pas non plus g (C). Comme
VN Qg contient VN Qg, on a

rang, (VN Qg) > max{ke(G) — 1, 0}.

Enfin, puisque Y NV est contenu dans Lx(G) NV,
on peut conclure

rang; (Y NV) < (a(G) —max{rz(G)—1, 0})(d—1).

Le lemme maintenant résulte de la définition de
my(G). O

On ne fait plus d’hypothése sur '’hyperplan réel V,
mais on suppose

rang, (I'/I N G'(K)) > mi(G/G")

pour tout sous-groupe algébrique G’ de G défini sur
K avec dim G’ < dim G. On prend pour G’ le plus
grand sous-groupe algébrique connexe de G, défini
sur K, tel que T/ (R) soit contenu dans V' et on
applique le lemme 3.3 au sous-groupe de Tg /¢ (R)
donné par Y/Y N7 (R), dont 'image par expg ¢/
dans (G/G")(R) est T/T NG'(K):

Pa

Y CTe(R) —<% G(R) >SGK)>T
Toye (R) ——5 (G/G')(R) > (G/G)(K)
~ eXPg/aG! Y
Y/Y N Te (R) /T NG (K).

La deuxiéme partie du théoréme principal ré-
sulte maintenant de la premiére partie et du lemme
topologique 2.9 de D. Roy, avec E = Tg(R) et
Yy = Q¢ N Te(R). O

3c. Motivations pour la propriété de densité

Le théoréme principal pourrait laisser penser que
la réciproque du lemme 3.1 est vraie; en fait, cela
voudrait dire qu’un sous-groupe de type fini de
G(K) (ou G est un groupe algébrique commutatif
sur un corps de nombres réel K), de rang > mg(G),
dont la projection sur tout quotient (G/G')(K)
(avec G’ sous-groupe algébrique de G défini sur
K, de dimension positive et < dim G) a une image
dense dans (G/G")(R)?, est alors dense dans G(RR)°.

Nous allons donner un contre-exemple pour un
tore; la construction est inspirée par une remarque
de M. Langevin (voir [Waldschmidt 1987, p. 1014,
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ainsi que [Roy 1992a, théoréme 6]), concernant les
matrices antisymétriques

0 —logas; logas
log a3 0 —log a;
—loga, logay 0

En supposant que les trois nombres log a;, log as,
log a3 sont linéairement indépendants sur Q, on
vérifie que si Y désigne le sous-Z-module engen-
dré par les trois vecteurs colonnes de cette matrice
dans C?, pour tout sous-espace V de C* rationnel
sur Q et distinct de {0} et de C,

rang, (V N Y) =dimc¢V — 1.

Le fait que le rang de la matrice soit seulement 2
est dii & des raisons “structurelles” indépendantes
du fait que les a; peuvent étre algébriques; il ne se
voit pas en regardant les sous-groupes algébriques
de G2, et les images par 'exponentielle des vecteurs
colonnes; il se voit en regardant les sous-groupes
algébriques de G? et I'image par I'exponentielle du
point correspondant aux 9 coeflicients de la ma-
trice.

Prenons 2d nombres réels positifs multiplicati-
vement indépendants o, ...,aq et Gq,...,Bq, avec
d > 3; par exemple, on peut les prendre algé-
briques. Considérons le sous-groupe I' de (R )? en-
gendré par les 1d(d — 1) + 1 points

R Sni o —Onj
Yij = (O‘j @; )1§h§d

=(1,...,La;,1,...,1,a741,...,1),
oul<i<j<d,et
Yo = (B1y- -, 04)-
On peut écrire I' = exp(Y'), ou exp(xy,...,Tq) =
(e"‘l,...,e“), tandis que

Y = Z Lyij + Zyo

1<i<j<d

est le sous-groupe de R? engendré par

Yij = (5}”' log aj — Opjlog ai)lghgd’

oul<i<j<d,et

[ log /3(1)

Si H est ’hyperplan de R¢ defini par z;loga; +
-+ x4logag = 0, une base de L¢ N H sur Q est
précisément {y;;},ou1<i<j<d.Ona

Yo = (logﬂla .-

rang, ' = rang, Y = 2d(d— 1) +1>d +1;

pourtant, comme la forme linéaire (zy,...,2zq4) —
zilogay + -+ - + z4logag sur R? envoie Y sur un
sous-groupe de rang < 1, Y n’est pas dense dans
R?, d’ot il résulte que ’adhérence réelle de I' dans
G(R) = (R*)% ne contient pas G(R)? = (RY).

Soit maintenant G’ un sous-groupe algébrique de
G¢ de codimension § > 0; on va montrer

rang,(I'/TNG") > mp(G/G"),
c’est-a-dire
rang, (Y/Y NTa(R)) > 6+ 1.

Quitte a appliquer & G un automorphisme, ce qui
a pour effet de remplacer oy, ..., aq par une autre
base du sous-groupe de R} qu’ils engendrent et
de méme pour f(i,...,0B4, on peut supposer que
Te (R) est défini par z; = --- = x5 = 0 (Dutili-
sation des automorphismes de G, suggérée par D.
Roy, simplifie la démonstration).

Quand s;;, o 1 <4 < j < d, sont des entiers
rationnels, pour que ), <icj<d SijYij appartienne &
Te (R), il faut et il suffit que les d6 — £6(8 + 1)
conditions linéaires indépendantes s;; — 0, pour
1<i<j<ébetpourl <i:<d<j<d, soient
satisfaites. On en déduit

rang, (/T NG'(R)) =6d+1— 16(6+1).

Pourd23et1§6§d,0na6d26+%6(6+1),
donc

bd+1—36(6+1)>6+1=mp(G/G").

Par conséquent la réciproque du lemme 3.1 n’est
pas vraie. En prenant un sous-groupe algébrique
de dimension maximale G’ de G, dim G’ < dim G,
tel que I' = I'/T N G'(R) ne soit pas dense dans



338 Experimental Mathematics, Vol. 3 (1994), No. 4

G(R), ot G désigne le quotient G/G’, on obtient le
contre-exemple annoncé : rang, (T') > mg(G), et les
projections de [ sur les quotients de G (distincts
de {0} et de G) sont denses dans les points réels.

Etant donné que, pour 1 < é§ < d, on a
od — %6(6 +1) > %6(6 -1),
le groupe I que nous venons de construire satisfait
rang ([/TNG'(R)) > 16(6 — 1) + 1;

le théoréme 2.6, du sous-groupe linéaire, montre
qu’il n’y a pas d’exemple ou le coeflicient % soit
remplacé par 1: si un sous-groupe I' de (@ N Ri)d
vérifie

rang, (I/TNG'(R)) > 6(6—1) +1

pour tout G’ sous-groupe algébrique de G¢ de co-
dimension § > 1, alors I' est dense dans (R}).
D’apres [Roy 1990a, p. 278, corollaire 2|, la conjec-
ture d’indépendance algébrique réelle entraine la
méme conclusion sous ’hypothése

rang, (/T NG'(R)) > 1(6(6 — 1) + 2).

2

Quand elle est vérifiée pour un groupe algébrique
G commutatif défini sur un corps de nombres réel
K, la propriété de densité (définition 1.2) donne
description des sous-groupes de type fini I' de G(K)
qui sont denses dans G(R). Nous nous sommes ins-
piré du point de vue de [Roy 1989] et de son cri-
tére d’indépendance algébrique. Pour un tore G¢
on choisit une base 7y,...,7 sur Z de I' N (R)?
(prendre un sous-groupe d’indice fini ne change
rien) ; on écrit les dl nombres algébriques vy;; sur
une base du Z-module (sous-groupe multiplicatif
de RY) qu'’ils engendrent et on remplace les élé-
ments de la base par des indéterminées, ce qui
donne un sous-groupe “générique” de (R )¢ associé
a I'; la condition cherchée est que ce sous-groupe
générique soit dense.

Quand on veut adapter ce raisonnement a un
groupe algébrique commutatif non linéaire, on mo-
difie 1égérement la présentation de cet argument:

considérer le sous-groupe multiplicatif de R} en-

gendré par les dl nombres +;; revient a prendre le

sous-groupe de (R )% engendré par le point (vi,
..»7) [Waldschmidt 1983b, § 3e|.

Explicitons la situation dans le cas d’un groupe
linéaire déployé G& x Gd:.

Soient I, dq et d; des entiers > 0 avec [ > 0
et d = dy + d; > 0. Soient aussi a;; et B;, ou
1<h<dy,1<i<d;etl<j<I, des nombres
algébriques réels avec a;; > 0 pour tout (¢,7). On
définit v, ...,y dans (QNR)% x (Q* NRY)? par

Yi = (61]'7' . 7/3d0j;a1j7' .. 7ad1j)7

ot 1 < j <1, et on note I le sous-groupe de R% x
(RY)% qu’ils engendrent :

I' = {(315h1 +e 8B agt -

s=(s1,...,8) €Z'}.

On choisit une base (6y,...,6,) dans Q* N R’

du sous-groupe multiplicatif engendré par les d;l
nombres «a;; et on écrit

r
_ bij
aij — H ep ir,
p=1

oul <i<dy, 1< 5 <1, etles b, sont des entiers.
Passons aux logarithmes: on définit encore un
sous-groupe Y = Zy; + --- + Zy, de R? par

Y = (Brjs- - -

onl<j<l.

Sl .
C O )1<h<do1<i<ds 5

algdoj; logalja R 10gad1j)7

Lemme 3.4. Si la conjecture 2.2 sur l'indépendance
algébrique homogéne réelle de logarithmes est vraie,
les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) le sous-groupe I' est dense dans R% x (R})% ;

(i) le sous-groupe Y est dense dans R ;

(iii) il existe (z1,...,x,) dans (RY)" tel que le sous-
groupe de R% x (RY)™ engendré par ny,...,m,
avec

ka T
_ . I | bijp bayjp
Ny = </61j7"'7/6d0j7 xp ety Tp
p=1 p=1

ou 1 < j <lI, soit dense dans R% x (RY)% ;
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(iv) il existe (&1,...,&.) dans R” tel que le sous-
groupe de R? engendré par

(51]', s 7ﬂdoj; Z bljp€p7 cee az bdljpfp)
p—1 p=1

ot 1 < j <1, soit dense dans R?.

Démonstration. L’équivalence entre (i) et (ii) d’une
part, (iii) et (iv) d’autre part, provient du fait que
I’application exponentielle attachée au groupe al-
gébrique G% x G¥ sur R:

(UpyeensUdy; ULy ey, ) > (UL, .oy Ugy; €Y. ., €7%)

établit un isomorphisme de groupes topologiques
entre R? et R% x (RY)%. Les implications (i) =
(iii) et (ii) = (iv) sont banales: la premiére se
prouve en prenant z, = 0, pour 1 < p < r, la
deuxiéme en prenant , = log#,. C’est seulement
pour établir 'implication (iv) = (ii) que la conjec-
ture d’indépendance algébrique homogéne réelle va
étre utile.

Supposons que le sous-groupe Y de R? n’est pas
dense: il existe une forme linéaire non nulle ¢ :
R? — R telle que p(Y) C Z. On choisit une base
21,...,2s de Y Nkerp:

l

Ro — (zala e 7zad) — nga)yj

j=1
oul <o < s,avec des sg-g) dans Z. Comme ¢(z,) =
0, la matrice

(Zai)1§a§s;1gi§d

a un rang < d. On écrit les coefficients de cette
matrice: pour 1 <o <setl1<:<d,

l o
S By

Zoi =
22:1 sg-a) > g1 bi—dg,j,0log 8, pour do <i<d.

pour 1 <7 <d,

Etant donné que les nombres log#, ..., logf, ne
vérifient pas de relation algébrique homogéne non

triviale (grace a la conjecture que 'on admet), si
&1, ..., & sont des nombres réels et si on pose

l (o)
Cim { Zj:l s; Bij
ol — 1 p r .
Ej:l 35‘ ) 29:1 bi-dy,j,0€e POUT do <i<d,

la matrice ((,i)1<o<s;1<i<a @ €ncore un rang < d.
En renversant 'argument, on déduit que le sous-
groupe de R? engendré par

(/Blja L 7/6d0j; Z bljp§p7 ) Z bd1jp§p) )
p=1 p=1

ou 1 < j < I, nest pas dense et I’assertion (iv)
n’est pas satisfaite. O

pour 1 <17 <d,,

Le lemme 3.4 montre que la propriété de densité
pour les groupes G% x G4 résulte de la conjecture
d’indépendance algébrique homogeéne réelle: ’ad-
hérence de Zariski H du sous-groupe de

(Gdo X Gdl )l
, Y1) vérifie

H(R) D) { (mO/th; f[ g;zijp) ;

1<h<do,1<i<dy,1<5<1

engendré par le point (vq,...

(To;Z1,...,2,) €E R X (RX)’“}
C Rdol % (]RX )dll’
et la composante connexe de l'origine de H(R) est

1(®) = { (s ][ o) ;

1<h<dp,1<i<d1,1<5<

(xo;21,...,2,) € R X (Ri)r}
C R%! x (RY)%E

On peut aussi procéder dans 'autre sens et dé-
duire la conjecture d’indépendance algébrique ho-
mogeéne réelle du cas particulier de la propriété de
densité pour les groupes G¢ .

Lemme 3.5. On suppose que les groupes algébriques
G¢, ou d > 1, possédent la propriété de densité.
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Alors la conjecture 2.2 d’indépendance algébrique
homogéne réelle est vraie.

Démonstration. On suppose que la conjecture d’in-
dépendance algébrique homogéne réelle n’est pas
vraie; en utilisant le critére d’indépendance algé-
brique de D. Roy (proposition 2.4), on voit qu’il y
a des nombres algébriques réels positifs multiplica-
tivement indépendants 64, ...,60, et des rationnels
bijo € Qounl<:<d 1<j<I[,1<p<r,tels
que la matrice

(Z bijo log 99)
o=1

soit de rang < d et la matrice

<Z bijQXe)
=1

soit de rang d. On choisit des nombres algébriques
réels positifs i, ..., aq tels que les d + r nombres
Qai,...,0q, 01,...,0, soient multiplicativement in-
dépendants et on définit des éléments de (Q* NR* )¢
par v = (qa,...,aq) et

Vi = <H 9?”)
o=1

pour 1 < j <. Le sous-groupe de (R} )% engendré
par 7o,...,7y D’est pas dense, mais si z,...,,,
&1,...,&, sont des nombres réels positifs dont les
logarithmes sont algébriquement indépendants, le
sous-groupe engendré par 7o, 71, - - -, M, avec 1y =

(51, e ;gd) et
nj = <ﬁ mzi”)
o=1

pour 1 < j <[, est dense dans (R})“. d

1<i<d;1<5<1

1<i<d;i1<5<I

1<i<d

1<i<d

Noter qu’en combinant les lemmes 3.4 et 3.5, on
constate qu’il suffit de connaitre la propriété de
densité pour les tores déployés GZ si on la veut
pour les groupes linéaires G* x G%. Ainsi la si-
tuation conjecturale contraste avec ce que I'on sait
démontrer : dans le théoréme principal, les facteurs

unipotents recélent des informations non redon-
dantes (voir la section 4b).

4. CONSEQUENCES

Nous donnons plusieurs conséquences d’une part
du théoréme principal énoncé au paragraphe 3, et
d’autre part de la propriété de densité du para-
graphe 1. Nous étudions dans cette section le pro-
bléme de densité dans le cas réel pour des variétés
abéliennes simples, puis pour des groupes linéaires ;
nous considérons aussi les extensions d’une courbe
elliptique par un groupe multiplicatif. Dans la sec-
tion suivante nous considérerons le probléme com-
plexe.

4a. Variétés abéliennes

La propriété de densité est triviale non seule-
ment pour une courbe elliptique E définie sur le
corps Q N R, mais aussi pour une puissance E"
d’une telle courbe: un point

(71, -+, 7) € EM(R)°

engendre un sous-groupe dense de E™(R)" si et
seulement si 7, ..., Y, sont linéairement indépen-
dants sur Z dans E(R).

Prenons maintenant une variété abélienne simple.
Etant donné que, pour une variété abélienne A de
dimension d, on amg(A) = 1 et mj(A) = d*—d+1,
on déduit immeédiatement du théoréme principal :

Corollaire 4.1. Soient K un corps de nombres plongé
dans R, A une variété abélienne simple définie sur
K de dimension d > 1 et I' un sous-groupe de
A(K).

a) Silerang deT est > d*>—d+1, alors I'N A(R)°
est dense dans A(R)? pour la topologie réelle.

b) Si le rang de T' est > d?, il existe un point de
I' dont les multiples engendrent un sous-groupe
dense de A(R)°.

c) St la variété abélienne A posséde la propriété
de densité, le groupe I' N A(R)" est dense dans
A(R)° si et seulement si rang, I' > 1.
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Pour une variété abélienne simple A sur un sous-
corps K de Q N R possédant la propriété de den-
sité, tout point d’ordre infini v € A(K) N A(R)°
engendre un sous-groupe dense de A(R)°. On peut
écrire cette affirmation de la maniére suivante :

Si A est une variété abélienne simple, définie
sur un corps de nombres plongé dans R, possé-
dant la propriété de densité, et siwy,...,wq_1 sont
d—1 périodes réelles linéairement indépendantes de
expy, alors

(Rwy +-++Rwg1) NLx(A) C Quy +- -+ Qug_y.

Quand on examine la situation conjecturale, il
n’y a pas de raison, a priori, pour se limiter au cas
réel, ni méme & des périodes: cet énoncé suggére
une extension aux variétés abéliennes de la conjec-
ture des quatre exponentielles:

Conjecture 4.2 (pour une variété abélienne simple).
Soient K un sous-corps de Q, A une variété abé-
lienne simple sur K de dimension d > 1 et uq,
..., uqg des éléments Q-linéairement indépendants

de L (A). Alors uq,..

dépendants sur C.

., Ug sont linéairement in-

Cet énoncé est banal pour d = 1 et facile pour
d = 2. Pour d > 3, méme le cas ou tous les wu;
sont des périodes est ouvert (et intéressant); d’un
autre coté, d’aprés ce que nous venons de voir, afin
de résoudre la conjecture de Mazur pour les varié-
tés abéliennes simples ([Mazur 1992, conjecture 5| ;
voir [Waldschmidt 1993]), il suffit de considérer le
cas ol Ug,...,uq_1 sont d — 1 périodes de ’expo-
nentielle de A, tandis que ug n’appartient pas au
Q-espace vectoriel engendré par le réseau des pé-
riodes (c’est-a-dire que u, est un logarithme abé-
lien d’un point d’ordre infini de A(K)). Enfin la
conjecture pour une variété abélienne simple con-
tient ’énoncé suivant :

2 Si A est une variété abélienne simple sur un
corps de nombres K, de dimension d et si T’
est un sous-groupe de A(K) de rang l contenu

dans l'image d’un sous-groupe & n paramétres
de A(C), alors n > min{d, l}.

Ce dernier énoncé a déja été conjecturé par S. Lang
dans le cas particulier | = 2 [Lang 1971, p. 648|.
A cette époque le seul résultat connu [Lang 1966,
chap. II, §4, th. 4] était:

pourl>T7etd>2 onan > 2.

On sait maintenant que l'on a ld < n(l+2d) [Wald-
schmidt 1983a, corollaire 1.2].

4b. Groupes linéaires déployés

Nous avons déja dit que la propriété de densité
était banale pour un groupe unipotent G¢. Nous
I’étudions ici pour un groupe linéaire déployé G% x
G

Corollaire 4.3. Soient K le corps Q N R, dy > 0,
di > 1 etl > 1 des entiers, o;j pour 1 < ¢ < d;
et 1 < 7 <1 des nombres algébriques réels positifs
multiplicativement indépendants, et (B; pour 1 <
h <dyetl<j <l des nombres algébriques réels.
On définit 1, ..., dans K% x (K*)% par

oy adlj)

Vi — (ﬂlja e 7/8d0j;a1j7 .-

pour 1 < 3 <1, et on désigne par I' le sous-groupe
de K% x (K*)* engendré par ces | éléments. On
désigne aussi par Ty la projection de T' sur K% :
c’est le sous-groupe additif de K% engendré par

/Bla"'a/gh avec
Bj = (Bujs - - - Baos)
pour 1 < j <. Enfin on pose d = dy + d;.

a) On suppose que I'y est dense dans R¥. Sil >
di(d—1)+2, alors T est dense dans R% x (R ).

b) On suppose, pour tout sous-espace vectoriel V
de R% rationnel sur K avec V # R%,

rang; (Fo/ToNV) > d + 1.

Sil > di(d—1)+d+1, alors T contient un sous-
groupe de rang d + 1 dense dans R% x (R)%.

c) Siles groupes linéaires possédent la propriété de
densité, pour que I soit dense dans R% x (R )%,
il faut et il suffit que Uon aitl > d+1 et que 'y
soit dense dans R%.
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Avant de prouver ce corollaire, on remarque qu’on
peut en déduire le cas particulier suivant du théo-
réme des six exponentielles :

Corollaire 4.4. S o), pour ¢ = 1,2 et j = 1,2,3,
sont des nombres algébriques réels positifs multi-
plicativement indépendants, la matrice

IOg (6 2%1 IOg Q3
log aia; log aa3

est de rang 2.

Démonstration. On choisit deux autres nombres algé-
briques réels positifs §; et G5 tels que ayy, aya, a3,
Qa1, gz, a3, (1, B2 soient multiplicativement indé-
pendants, et on utilise le corollaire 4.3 avec dy = 0,
d=d; =2,1=4:le sous-groupe de (R} )? engen-
dré par (oui, @s1), (@2, Q2), (013, a23) et (B, B2)
est dense, donc la matrice 2 x 3 considérée est de
rang 2. O

IOg Q19
log aay

On déduit aussi du corollaire 4.3 le cas réel homo-
géne du théoréme de Baker sur I’indépendance li-
néaire de logarithmes, c’est-a-dire I’énoncé suivant :

Corollaire 4.5. Si a,...,a, sont des nombres al-
gébriques réels positifs multiplicativement indépen-
dants, les n nombres log oy, ..., loga, sont linéai-
rement indépendants sur Q.

Démonstration. On considére une éventuelle relation
de dépendance linéaire de longueur minimale; il
s’agit donc de vérifier que, si a4, ...,a, 1 sont des
nombres algébriques positifs et multiplicativement
indépendants et si 31, ..., 3, sont des nombres al-
gébriques réels tels que les nombres 1,05,...,08,
soient linéairement indépendants sur Q, alors

/61 loga1 + - +/6n IOgOén ;é logan-‘rl'

On choisit alors un nombre algébrique positif «aq

tel que les n + 2 nombres ay, . .., @, 1 soient mul-
tiplicativement indépendants et on applique le co-
rollaire 4.3 avec dgy = n, d;y = 1,1 = n + 2 au

sous-groupe de R™ x R} engendré par les n + 2
points (0,...,0,logay), (B1, -, Bn, logani1), et

(615, -+ - Onj, log ;)

otl<j<n. O

Démonstration du corollaire 4.3. On définit Gy = Gl
et G; = G% ; on va appliquer le théoréme princi-
pal 3.2 au groupe G = Gy x Gy, avec m(G) =
di(d — 1) + 2. L’hypothése que les d;] nombres «;
sont multiplicativement indépendants assure que
les sous-groupes algébriques G’ de G pour lesquels
I'NG'(K) + {0} sont de la forme G' = G|, x Gy,
avec G, sous-groupe algébrique de Gy ; pour un tel

sous-groupe G',
rang, (I'/T N G'(K)) = rang,(To/Ty N GH(K)).

Pour démontrer la partie (a) de I’énoncé, on utilise
I’hypothése que Ty est dense dans R% : quand G,
est un sous-groupe de G, de dimension < dy (ce
qui ne concerne que le cas dy > 1), on a

rang, (I‘O/Fo N GS(K)) > mr(Go/Gy);

mais Gy/G{ est un groupe unipotent de la forme
G? avec § > 1, donc mp(Gy/G}) = 6+1 > 2, tandis
que mg(Go/Gyp) = 2; Vinégalité

rang, (I'/T' N G'(K)) > mp(G/G")

est donc bien vérifiée pour tous les sous-groupes G’
de G avec dim G' < dim G pour lesquels

NG(K) £ {0}
pour les autres, c’est-a-dire quand I'NG’(K) = {0},

rang; (I'/T N G'(K)) = rangy(T') > mg(G)
> mg(G/G).

Pour démontrer la partie (b), on utilise I'hypo-
theése

rang, (Fo/ToNV) >d+1

pour tout sous-espace vectoriel V' de R% rationnel
sur K avec V # R% ; on en déduit

rang, ([/TNG'(K)) >d+1=my(G/G') +d—1

pour tout sous-groupe G' de G défini sur K avec
dimG < dimG et I'NG'(K) # {0}; si G' est un
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sous-groupe algébrique de G défini sur K tel que
dimG' <dimG et I'NG'(K) = {0},

rang, (I'/T NG'(K)) = rang;(T') > m}(G) +d — 1
> my(G/G) +d -1,

donc on peut appliquer la partie (b) du théoréme
principal.

Pour la partie (c), une implication est banale : si
I est dense dans R% x (RY )%, alors d’une part la
projection I'g de I" sur le facteur R% est dense et
d’autre part on a | = rang,(I') > mg(G) = d + 1.
Pour la réciproque, on utilise la propriété de den-
sité: le fait que les d;l nombres «;; soient multi-
plicativement indépendants assure que ’adhérence
de Zariski H du sous-groupe de G' = G¥! x G&!
engendré par le point (/th;aij)lghgdg,lgigdl,lgjgl
vérifie

H(R)O = {(moﬂhj;$ij)1ghgd0,1gigd1,1gjgl;
(w0, xi5) € R x (RY)“!}.

Il reste & montrer qu’il existe (z;;)1<i<d, 1<j<1 €
(RY )™ tel que le sous-groupe Zmy + -+ + Zm; de
R% x (RY)% engendré par

n; = (/Blja---

ou 1 < j < [, soit dense dans G(R)? = R% x
(RX)%. On utilise pour cela les hypothéses: I'y est
dense dans R% et [ > d +1; on prend des nombres
réels ¢;;, on 1 < i < dy et 1 < j <[, qui sont
algébriquement indépendants (sur Q, donc sur K)
et on pose z;; = €', o0l <i<dyetl<j<I;
on vérifie que pour tout (si1,...,s;) € Z' \ {0}, la

7/8doj; Tijy--- >md1j)7

matrice
Buu - By o Pu
Baor - Bayi - Bagt
tiy -ty ooty
tan ccr tay o tay

81 o e SJ ... sl

(qui, malgré les apparences, a plus de lignes que
de colonnes) est de rang d + 1 et on applique le
théoréme de Kronecker. O

4c. Les questions de Colliot-Thélene, Coray et Sansuc

Une autre application concernant un groupe li-
néaire (tore non déployé) provient d’une question
posée dans [Colliot-Théléne et al. 1980] et [Sansuc
1982] et résolue dans [Roy 1992b].

Corollaire 4.6. Soient k un corps de nombres de de-
gréd = ri+2ry; on note oy, ...,04 les plongements
de k dans C (avec 01,...,0., Téels et 0, ry1i —
Frypi pour 1 < i < ry). Soient vyy,...,7v des élé-
ments de k™ ; on suppose que les nombres o;7;,
pour 1 <1 < detl < j <1, sont multiplicati-
vement indépendants. On désigne par I' le sous-
groupe multiplicatif de k™ engendré par ~i,...,v
et par o(T') son image dans (R*)™ x (C™)=.

a) On suppose

> d?> —d+2
- d2—d7"2+1

stre =0,
stre > 1;

alors l’adhérence de o(T') dans le groupe topolo-
gique (R*)™ x (C*)™ contient (RY)™ x (C*)".
b) On suppose

> d? +1
=\ —dry +d

sty =0,
stry > 1;

alors il existe un sous-groupe de o(I'), de rang
Ty + 12 + 1, dense dans (RY)™ x (C™)™.

c) Si les tores possédent la propriété de densité,
pour que l'adhérence de o(T') dans

(RX )1-1 « ((CX )7‘2

soit réunion de composantes connezes, il faut et
il suffit que lVon ait 1 > ry + 1y + 1.

On retrouve les exemples 2.10 et 2.11 en prenant
d = 2. Si le corps quadratique k est réel (r; = 2,
ro = 0), alors

— le théoréme des six exponentielles montre que
pour [ > 4, 'adhérence de 'image de I' dans
(R*)? contient (R})?; de plus, pour [ > 5, le
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groupe I" contient un sous-groupe de rang 3 dont
I'image est dense dans (RY)?;

— la conjecture des quatre exponentielles implique
que pour [ > 3, 'adhérence de I'image de I' dans
(R*)? est ouverte.

Si k est imaginaire (r; = 0, 7, = 1), alors

— le théoréme des six exponentielles montre que
pour | > 3, o(I') est dense dans C* et pour
I > 4, I contient un sous-groupe de rang 2 dont
I'image est dense dans C”* ;

— la conjecture des quatre exponentielles entraine
que pour [ > 2, le sous-groupe I' de £* a une
image dense dans C*.

Démonstration du corollaire 4.6. On applique le théo-
réme principal au groupe algébrique

G — Resg /o G

(restriction des scalaires de k & Q du groupe multi-
plicatif G, ; voir [Weil 1982]). Ce groupe algébrique
G est défini sur Q, de dimension d = 7r; + 27, et
G(Q) ~ k*, tandis que G(R) =~ (R*)™ x (C*)™.
Sur Q, on a G = G2 . Par conséquent on a a(G) =
d, kr(G) = ry et

my(G) = (d — max{r, — 1, 0})(d — 1) + 2 — r5.

Enfin, si G’ est un sous-groupe algébrique de G de
dimension < d, on a I'NG'(R) = {1}, grace a I’hy-
pothése d’indépendance multiplicative des o;(7;).

Il

Remarque. Dans le cas 7, > 2, on peut raffiner le
corollaire 4.6 en remplagant I’hypothése de (a) par

12(7’1+T2)(T1+T2+1)+1

et celle de (b) par I > (r; + 72+ 1) + 1.

4d. Produit d’un groupe multiplicatif par une courbe
elliptique
L’énoncé suivant est encore une variante ellip-
tique de la conjecture des quatre exponentielles et

aussi un cas particulier d’une conjecture de Rama-
chandra [1968, p. 87]:

2 Soit E une courbe elliptique définie sur un
corps de nombres réels K. Soient w une pé-
riode réelle non nulle de expg, v € R un lo-
garithme elliptique d’un point d’ordre infini
de E(K) et aj,ay deux nombres algébriques
réels positifs multiplicativement indépendants.
Alors les trois nombres

loga; wu

7 7
logas’ w

sont linéairement indépendants sur Q.

Cela signifie en effet que le sous-groupe de R’ x
E(R)" engendré par les deux points (ay,exppu) et
(a2,0) est dense pour la topologie réelle et cette
condition s’écrit encore: pour tout (A, u) € Q?,

loga; logas
det <u + A pw 7 0.

Ce que l'on sait sur cette question se déduit
d’un analogue elliptique du théoréme des six expo-
nentielles [Ramachandra 1968 ; Waldschmidt 1979,
chap. 4|:

Corollaire 4.7. Soient ay,...,qa; des nombres algé-
briques réels positifs qui engendrent un groupe mul-
tiplicatif de rang l,. Soient E une courbe elliptique
sur le corps K — QNR et soient vy, .., des élé-
ments de E(K) N E(R)° qui engendrent un sous-
groupe de rang l,. On désigne par ' le sous-groupe
de RY x E(R)° engendré par les points (oj,7;), ot
1 <35 <1, et on suppose que T' est de rang .

a) On suppose |l > 4,1, > 2 etly, > 1. Alors T" est
dense dans R} x E(R)°.

b) On suppose Il > 5, 1; > 3 et ly, > 2. Alors T’
contient un sous-groupe de rang 2 dense dans
RY x E(R)°.

c) Si le groupe algébrique G, x E posséde la pro-
priété de densité, ' est dense dans R x E(R)°
si et seulement si on al; > 2 et ly > 1.

Remarque. Voici ’énoncé analogue pour le produit
du groupe additif et d’une courbe elliptique :
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Soient E une courbe elliptique sur le corps
K = QnNR, By, B des éléments Q-linéairement
indépendants de K, v1,7v. des points de

E(K)N E(R)°

qui ne sont pas tous deux de torsion. Alors
le sous-groupe de K x E(K) engendré par les
deuz points (B1,71) et (B2,72) est dense dans
R x E(R)°.

Cela résulte de la transcendance du nombre u/w
quand w est une période non nulle de expy et u est
un logarithme elliptique d’un point rationnel sur
Q d’ordre infini (résultat da & Th. Schneider ; voir
par exemple [Waldschmidt 1979, corollaire 3.2.3]).
Le théoréme principal ne contient donc pas tout ce
que lon peut dire sur ce type de question (voir la
remarque finale au paragraphe 6).

4e. Extension d’une courbe elliptique par un groupe
multiplicatif

Aprés avoir considéré un produit d’une courbe
elliptique par un groupe multiplicatif, il est naturel,
comme me ’a suggéré B. Mazur, d’étudier le cas
d’une extension non triviale.

Prenons par exemple une courbe elliptique E dé-
finie sur Q avec E(Q) de rang positif. Comme E
est sa propre duale, & chaque point 7 € E(Q) cor-
respond une extension G, de E par Gy,, définie
sur Q, et G, (Q) se projette sur E(Q). Supposons -y
d’ordre infini dans G(Q) ; alors extension G., n’est
pas isotriviale, et le groupe algébrique G,, de di-
mension 2, posséde exactement trois sous-groupes
algébriques: les deux sous-groupes triviaux {1} et
G, lui-méme, et un sous-groupe algébrique de di-
mension 1 isomorphe & G, que 'on notera simple-
ment G,.

Dans ce cas, l’adhérence réelle de G,(Q) dans
G,(R) contient G,(R)?. En effet, comme G,(Q)
contient G, (Q) ~ Q*, si n est un point de G,(Q)
dont la projection sur E(Q) est v, alors le sous-
groupe de G,(Q) engendré par 2, 3 et n est dense
dans G,(R)".

Nous allons voir qu’un sous-groupe de rang suffi-
samment élevé, dont la projection sur la courbe el-
liptique est dense, est alors dense, et contient méme
un sous-groupe de rang 2 qui est dense.

Corollaire 4.8. Soient K un corps de nombres réel,
E une courbe elliptique définie sur K, v un point
d’ordre infini de E(K), et G, Uextension de E par
le groupe multiplicatif G,, attachée a .

a) Tout sous-groupe de type fini de G,(K), de rang
> 5, dont la projection sur E(K) est infinie, est
dense.

b) Tout sous-groupe de type fini de G,(K), de rang
> 6, dense dans G.,(R)°, contient un sous-groupe
de rang 2 qui est encore dense.

c) Si le groupe algébrique G., posséde la propriété
de densité, alors pour tout sous-groupe de type
fini T' de G,(K), les deux conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) Uadhérence réelle de I' dans G(R) contient
Gv (R)O 5
(i) on a rang, I' > 2 et

rang; (['/T' NG, (K)) > 1.

Démonstration. Si T’ est un sous-groupe de type fini
de G,(K) vérifiant rang, I" > 5 et

rang; (/T N G, (K)) > 1,

alors les hypotheses de la partie (a) du théoréme
principal sont vérifiées, avec d = dy = 2, dy = dy =
0, a(G) = 4, kr(G) = 1 et mp(G,) = 5. Donc
I'NG,(R)" est dense dans G, (R)°.

De méme, si rang, ' > 6, les hypothéses de la
partie (b) du théoréme principal sont vérifiées, et
I' NG, (R)° contient un sous-groupe de rang 2 qui
est encore dense dans G, (R)°.

Dans l’assertion (c), 'implication (i) = (ii) ré-
sulte des égalités mp(G,) = 2 et mg(E) = 1. Dans
lautre sens, on désigne par (n,w) € R? un géné-
rateur du noyau de expg_: R*> — G, (R). Comme
w #£ 0, il existe des triplets (z,y,2) € R?® tels que
le sous-groupe de R? engendré par les trois points
(z,0), (y, 2) et (n,w) soit dense dans R?. Ainsi dans
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le sous-groupe (G,, x G,)(R) de (G, x G,)(R), il
existe un point (u1,uz) tel que Zu, + Zuy engendre
un sous-groupe dense de G,(R)°. Or I'hypothese
(ii) signifie qu’il existe y; et v, dans I' tels que
ladhérence de Zariski dans G., x G, du sous-groupe
Z(71,72) contienne G,, x G,. On peut donc utiliser
la propriété de densité. O

4f. Plusieurs plongements

Un autre exemple d’application du théoréme 3.2
(théoréme principal) provient d’une question posée
par A. Ogg au MSRI de Berkeley en Mai 1992:
soit A une variété abélienne définie sur un corps
de nombres K et soient oy, . .., o0, des plongements
distincts de K dans R; pour 1 <4 < r, on a une
variété abélienne A; définie sur R et un plongement
¢; de A(K) dans A;(R) associé & o;; on définit
B=A; x---x A,. A quelle condition 'adhérence
de 'image d’un sous-groupe I' de A(K) dans B(R)
par ¢ = (¢1,...,@,) est-elle ouverte?

Si la variété abélienne B posseéde la propriété de
densité, une condition nécessaire et suffisante est
encore que @(I') soit Zariski-dense dans B. Pour
le vérifier, on utilise la remarque suivante, dont la
démonstration repose sur le fait qu’une réunion fi-
nie de sous-groupes de Z! distincts de Z est encore
distincte de Z':

st B est une variété abélienne sur un corps K,
et si I' est un sous-groupe de B(K) Zariski
dense dans B, il existe v € I' qui engendre un
sous-groupe Zry Zariski dense dans B.

Nous traitons maintenant un exemple qui préfi-
gure ce qui va se passer avec un plongement com-
plexe (ou il faudra considérer au méme temps le
plongement complexe conjugué).

Corollaire 4.9. Soient K un sous-corps de R N Q,
o un automorphisme du corps K et A une variété
abélienne simple sur K de dimension d. On désigne
par A° la variété abélienne déduite de A en fai-
sant agir o, par v — v° l'isomorphisme de groupes
naturel de A(K) sur A°(K), par B la variété abé-
lienne A x A% définie sur K, et par ¢ : A(K) —
B(K) U’homomorphisme de groupes qui envoie vy

sur (y,77). Soit finalement T' un sous-groupe de

A(K) de rang l.

a) On suppose | > 4d? — 2d + 1. On suppose de
plus, pour toute sous-variété abélienne B' de B,
définie sur K, de dimension d,

rang; (¢(T')/o(I) N B'(K)) > d* —d + 1.

Alors (') N B(R)? est dense dans B(R)°.

b) On suppose | > 4d?. On suppose de plus, pour
toute sous-variété abélienne B' de B, définie sur
K, de dimension d,

rang, (go(I‘)/cp(I‘) N B'(K)) >d? +d.

Alors il existe v € T tel que Zp(7y) soit un sous-
groupe dense de B(R)".

c) St les variétés abéliennes possédent la propriété
de densité, une condition nécessaire et suffisante
pour que l’adhérence pour la topologie réelle de
©(I") dans B(R) soit ouverte est que l’on ait

rang, (¢(I)/¢(T) N B'(K)) > 1

pour toute sous-variété abélienne B' de B, défi-
nie sur K, de dimension d.

La condition faisant intervenir les sous-variétés abé-
liennes B’ s’explique facilement : il faut éviter, par
exemple, que A soit définie sur le sous-corps

{r e K;z° =z}

et que les éléments de I soient tous rationnels sur
ce Sous-corps.

5. PLONGEMENT COMPLEXE D’UN SOUS-GROUPE
DE TYPE FINI

5a. Retour sur Kronecker

Le probléme de la densité complexe se rameéne
4 une question diophantienne grace au lemme sui-
vant :

Théoréeme 5.1 (Kronecker, variante complexe). Soient
V et V deux espaces vectoriels surC etm:V — V
un anti-isomorphisme:

7(Az) = A7 (2) pour A€ CetzeV,
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o \ est le compleze conjugué de X\. On désigne
par @ Uapplication R-linéaire de V dans V xV qui
envoie z Sur (z,T(z)). Soit Y un sous-groupe de
type fini de V ; on définit Y = o(Y):

Y = {(y,T(y));y EY} cCVxV.
Les trois conditions suivantes sont équivalentes:

(i) Y est dense dans V' ;
(i) pour tout hyperplan complere H de V x V,

rang, (Y /Y N H) > 2;

(i) Y est dense dans p(V').

Choisissons une base (ey,...,e4) de V sur C, des
générateurs yi,...,y (d’un sous-groupe d’indice
fini) de Y sur Z et écrivons les coordonnées des
y; dans la base choisie:

Y; = Yij€1 + -+ Yaj€d,

pour 1 < j <. Alors 7(e1),...,7(eq) est une base
de V, les coordonnées de 7(y;) dans cette base sont
les §;;, et la condition (iii) s’écrit

.,81) # (0,...,0) dans Z!, la

(iv) pour tout (sy,.

matrice
Yin 0 Yu
Y11 0 Yu
Ya1r ' Ya
Yar - Ya
81 “ .. Sl

a pour rang 2d + 1.

5b. Le probleme de densité complexe

Soient K un corps de nombres plongé dans C et
G un groupe algébrique commutatif défini sur K.
On définit un groupe algébrique G sur R par res-
triction des scalaires de C a R [Weil 1982, chap. 1,
§3]: on a une application p : G — G définie sur C
qui donne un isomorphisme (p, p) : G — G x G sur
C; le groupe des points réels G(R) est isomorphe
au groupe G(C).

La conjugaison complexe permet de définir un
sous-corps K de C, conjugué complexe de K, puis

un groupe algébrique G défini sur K, un isomor-
phisme de groupes vy — 7 de G(C) sur G(C) puis
un homomorphisme de groupes ¢ de G(C) dans
G(C) x G(C) qui envoie v sur (,%), et enfin un
C-isomorphisme 6 de G(C) sur G(C) x G(C). Si
5:G(C) x G(C) — G(C) x G(C) envoie (z,w) sur

(w,z),onasof =6:

a2+ ¢ x ¢

G(C) x G(C)
de sorte que 6 identifie G(R) avec image de ¢ :

0(GR)) = {(7,9); 7€ GO}
= »(G(T)) C G(C) x G(O).

Sur l'espace tangent du groupe de Lie G(C), le R-
espace vectoriel

Ts(R) = {(z,i); z € TG(C)}
C T(C) = Te(C) x Te(C)

définit une R-structure.

Le groupe G est défini sur le corps K, inter-
section (dans C) de R avec le compositum de K
et K ; quitte & remplacer K par son compositum
avec K, on peut supposer K = K (la seule mo-
dification qu’apporte une extension finie, ou méme
algébrique, concerne ’hypothése de simplicité pour
une variété abélienne). Quand K est stable sous la
conjugaison complexe,

~si K CR, onaK = K (et alors, si dim G > 0,
G(R) n’est pas dense dans G(C));

— sinon, K = K NR avec [K : K] = 2 et alors
G = Resg /g G.

Quand I est un sous-groupe de G(C), T' = o(T") est

un sous-groupe de G(R); si I' € G(K), alors T' C
G(K). Enfin I' est dense dans G(C) si et seulement
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si T est dense dans G(R) (la variante complexe ci-
dessus du théoréeme de Kronecker correspond a la
situation ou G est un groupe unipotent). Grace a
cela, on obtient I’énoncé suivant :

Corollaire 5.2. Si le groupe algébrique G possede la
propriété de densité (définition 1.2), alors pour tout
sous-groupe I' de type fini de G(K), les deuz asser-
tions suivantes sont équivalentes:

(i) T est dense dans G(C);

(i) 8t y1,...,v engendrent un sous-groupe d’indice
fini de I et si H désigne l'adhérence de Zariski
dans G' du sous-groupe Z((p(’yl),...,cp(’yl)), il
existe un élément (n1,...,m) de H(R) tel que

le sous-groupe Zmy + -+~ + Zmy soit dense dans
G(R).

5c. Application du théoréme principal

Voici un résultat de densité pour un plongement
complexe, qui résulte immédiatement du théoréeme
principal combiné avec la version complexe du théo-
réme de Kronecker.

Corollaire 5.3. Soit G un groupe algébrique commu-
tatif connexe de dimension d défini sur un corps de
nombres K plongé dans C. Soit I' un sous-groupe
de type fini de G(K).

a) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G
de G défini sur K avec dim G’ < dim G,
rang, (T/T N G'(K)) > my(G/G").

Alors T' est dense dans le groupe topologique
G(C).

b) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G’
de G défini sur K avec dim G’ < dim G,

rang; ([/T N G'(K)) > my(G/G') + 2d — 1.

Alors il y a un sous-groupe de I' de rang mc(Q)
qui est dense (pour la topologie complexe) dans

G(C).

Ce corollaire permet de montrer que pour tout
groupe algébrique commutatif G défini sur Q, il

existe un corps de nombres K tel que G(K) con-

tienne un sous-groupe de rang mc(G) qui soit dense
dans G(C).

Remarque. On a dimG = 2dim G, a(G) = 2a(G)
et kz(G) > ke(G). La condition qui correspond au
sous-groupe trivial G' = {0} suggére d’introduire
la notation suivante. Quand G est un groupe algé-
brique commutatif défini sur C, on pose m(G) = 2

si ke(G) =0, et
me(G) = (2a(G) — ke(G) +1)(2d — 1) + 2 — ke (G)

si Kc(G) > 1. La condition kc(G) = 0 signifie que
G est unipotent, ce qui s’écrit aussi a(G) = 0.
De cette définition on va déduire que

me(G) <2(d—1)a(G) +2d + 1
si G est un groupe linéaire,
me(G) <4d? —2d + 1
si G est une variété abélienne, et
me(G) < (3d —2)a(G) +2d + 1

dans le cas général. Seule la derniére majoration
mérite une explication: si G est extension d’une
variété abélienne A de dimension g par un groupe
linéaire G* x G%, et si G n’a pas de facteur G,, alors
u < g; on en déduit a(G) < 2kc(G).

Avec cette notation, on a my(G) < m(G), donc
pour vérifier ’hypothése (a) du corollaire 5.3 pour
le sous-groupe trivial {0}, il suffit d’imposer

rang, I' > m¢(G).
Pour vérifier (b), il suffit d’imposer

rang; I' > m¢(G) +2d — 1.

5d. Variétés abéliennes simples

Soit A une variété abélienne simple sur C, de di-
mension d, et soit vy un point de A(C); une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que le sous-groupe
engendré par 7 ne soit pas dense dans A(C) est
qu’il existe 2d — 1 périodes wy,...,wsq_1 de exp,
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et un entier n > 1, tels que ny appartienne au
sous-groupe a 2d — 1 parameétres

expy(Rwy + - -+ + Rwag_y).

Il s’agit de voir quand cela peut arriver avec un
point v rationnel sur Q.

Soit K un sous-corps de Q et soit A une variété
abélienne simple sur K de dimension d. On note
A la variété abélienne déduite de A par action de
la conjugaison complexe et on pose A= Resc/r A.
Pour appliquer le corollaire 5.3 on est amené & dé-
crire les sous-variétés abéliennes de A définies sur
R. Comme A(C) est le produit des deux variétés
abéliennes simples A(C) et A(C), les éventuelles
sous-variétés de A définies sur R et distinctes de
{0} et de A ont pour dimension d. On choisit une
base de T'4(C) sur C de maniére a identifier T4 (C)
a C% T;(C) a C*, Q4 a un réseau Q de C* et Q4
au réseau conjugué €.

On désigne par £(A) Pensemble (éventuellement
vide) des éléments § € GL4(C) tels que 8Q N N
soit un sous-groupe d’indice fini de 612.

Pour chaque 6 € £(A),

{(21,22) € Tx(C); 0z, = b2, }

est ’espace tangent sur C d’une sous-variété abé-
lienne Ay de A définie sur R de dimension d et on
les obtient toutes ainsi.

Corollaire 5.4. Soient K un sous-corps de Q, A une
variété abélienne simple sur K de dimension d et
I’ un sous-groupe de A(K) de rangl.

a) On suppose |l > 4d*—2d+1. On suppose de plus,
pour tout 0 € E(A),

rang, (I/T N Ag(R)) > d* —d + 1.

Alors T’ est dense dans A(C).
b) On suppose | > 4d?. On suppose de plus, pour
tout 6 € E(A),

rang; ([/T N Ag(R)) > d* + d.

Alors T' contient un sous-groupe de rang 1 dense
dans A(C).

c) Siles variétés abéliennes possédent la propriété
de densité, une condition nécessaire et suffisante
pour que I' soit dense dans A(C) est

rang; (f‘/f‘ N Ap(R)) > 1
pour tout @ € E(A).

Exemple 5.5. Soit E une courbe elliptique sur Q;
on choisit un modéle de Weierstrass

EC) = {(a::y:t) € Py (C); y*t = 42° — goat® — ggt?’}.

Soit p la fonction elliptique de Weierstrass d’inva-
riants g- et gs3:

o = 40" — g2p — ga.
On identifie Tg(C) a C par

_ [ (p(2):9'(2):1
expp(2) = { Eg’:l:[))p )

ou ) = Zw, + Zwy désigne le réseau des périodes
de p. On désigne ensuite par ) = Zo, + Zov, le
réseau conjugué complexe de §2, par @ la fonction
elliptique de Weierstrass d’invariants g3, gz et de
réseau de périodes €2, et par F la courbe elliptique
de Weierstrass associée.

La courbe E admet un modeéle défini sur R si
et seulement s’il existe § € C* tel que Q = 0Q.
On vérifie aussi facilement (comparer & [Huisman
1992, lemme 5.2]) que les conditions suivantes sont
équivalentes :

siu ¢ Q,
siu e,

(i) la variété abélienne E = Resc/r E n’est pas
simple sur R;
(ii) ’ensemble

&(E) = {0 € C*; rang, (/2 N Q) = 2}

n’est pas vide;

(iii) il existe trois nombres entiers a, b, ¢ dans Z
tels que a? + be soit un carré non nul et que le
nombre 7 = w,/w; vérifie

blr]? +a(r +7) —c=0.

Si ces conditions sont vérifiées, les deux courbes E
et E sont isogénes.
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Supposons dans un premier temps E(E) = &;
alors

— si I' est un sous-groupe de E(Q) de rang > 3,
le corollaire 5.2 montre que I' est dense dans le
groupe topologique E(C);

~si' € E(Q) a un rang > 4, il existe v € ' qui
engendre un sous-groupe dense de E(C);

— si la propriété de densité vaut pour les surfaces
abéliennes, tout point d’ordre infini de E(Q) en-
gendre un sous-groupe dense pour la topologie

complexe de E(C).

Quand E(FE) # @, il faut travailler un peu plus.
Soit 8 € E(E) ; le quotient Ey du C-espace vectoriel

TEg(C) = {(21,22) S C2, 021 = éZQ}
par le réseau
Q= {(w,w"); bw = 0w’} C 2 x O

est une courbe elliptique, que ’on peut aussi écrire
comme le quotient de C par le réseau

{weQ;bwe bt} cO.
Le quotient Ej de la variété abélienne
E= Resc/r B
par Ey s’écrit aussi C/Qp, avec
Q= {bw —0uw'; (w,w') €N xQ} CC.
Ainsi on déduit du corollaire 5.4:

Corollaire 5.6. Soient uq,...,u; des éléments de C
tels que les points v; = expg(u;), pour 1 < j <1,
engendrent un sous-groupe I' de E(Q) de rang I.
On pose Y = Zuq + -+ + Zuy + Q. Pour § € C*,

on définit
Yy = {0y—0y;yeY}.

1. S’il existe § € E(E) tel que YoN Y soit un sous-
groupe d’indice fini de Yy, alors I' n’est pas dense
dans E(C).

2. Supposons que pour tout 0 € E(E), YoN Q) nlest
pas un sous-groupe d’indice fini de Yy. Alors:
a) Sil > 3, le sous-groupe I' est dense dans
E(C).
by Sil >4, et si

rangz(Yg/Yg N Qf,,) > 2

pour tout 0 € E(E), alors il existe vy € I' qui
engendre un sous-groupe dense dans E(C).

c) St la propriété de densité est vraie pour un
produit de deux courbes elliptiques, alors T’
est dense dans E(C).

5e. Groupes linéaires

Voici une derniére conséquence du corollaire 5.3.

Corollaire 5.7. Soient dg > 0, d; > 1 etl > 1 des
entiers. Soient a;j, pour 1 < i < d; et 1 < j <1,
des nombres algébriques non nuls, et B, pour 1 <
h <dyetl<j<I, des nombres algébriques. On
suppose que les 2d,l nombres o;; et &;; sont mul-
tiplicativement indépendants. On définit v1,...,

dans Q% x (Q)% par

Vi = (ﬂlja <. 7/8110]'; Qrjyees 7ad1j)7

ot 1 < 5 <1, et on désigne par I' le sous-groupe de
Q% x (Q*)% engendré par ces | éléments. On dé-
signe ensuite par Iy la projection de T' sur Q% :
c’est le sous-groupe additif de Q% engendré par
B1,..., 08, avec

/Bj - (ﬂlja s 7/6110.7')

pour 1 < j < 1. On désigne aussi par Ty le sous-

groupe de Q%% engendré par (ﬂl,Bl), R (ﬁl,Bl).
Enfin on pose d = dy + d;.

a) On suppose que Ty est dense dans C*. Si
1>2di(d—1)+2d+1,

alors T est dense dans C* x (C*)%.
b) On suppose, pour toué sous-espace vectoriel V
de C** rationnel sur Q avec V £ C**®,

rangz(f‘o/fo N V) >2d + 1.
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Sil > 2d(d—1)+4d, alors ' contient un sous-
groupe de rang 2dy + di + 1 dense dans C* x
(C*).

c) Supposons que la propriété de densité soit vraie
pour les groupes linéaires. Alors, pour que I’ soit
dense dans C* x (C*)% | il faut et il suffit que
lUon ait | > 2dy + d; + 1 et que I'y soit dense
dans C*®.

On pourra comparer le cas dy = 0, d = d; = 1 avec
I’exemple 2.11.

6. LA SUITE DE L’HISTOIRE

Pour terminer, mentionnons la possibilité de dé-
velopper cette étude dans (au moins) deux direc-
tions:

— nous nous somimes limité dans cet travail & des
considérations homogenes (d’indépendance liné-
aire ou algébrique) ; on peut aussi faire interve-
nir des formes linéaires non homogénes, ou en-
core des polyndémes non homogénes ;

— on peut donner des énoncés quantitatifs (me-
sures de densité).

Ces thémes seront développés ailleurs.
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