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zur Quantentheorie. 11
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Abstract. The idea put forward in I that also such algebras which do not fulfil
the axiom of powerassociativity may allow in some cases physical interpretation,
is illustrated by a mathematical model showing properties similar to the Cartesian
coordinates of a particle.

§1

In einer vorangegangenen Note (im folgenden als I bezeichnet)
wurde die Anregung vorgetragen, als mathematische Beschreibung
mikrophysikalischer Systeme, die iiber die Zustindigkeitsgrenzen der
Quantenmechanik vielleicht hinausgehen, auch solche Algebren in Be-
tracht zu ziehen, welche nicht mehr potenzassoziativ sind. (Die gewohnte
mathematische Formulierung der Quanten-Theorie, gegriindet auf die
agsoziativen Matrix- oder Operator-Algebren, ist — wie in I erldutert
wurde — mathematisch im wesentlichen gleichbedeutend mit der Zu-
grundelegung solcher Algebren, die kommutativ und potenzassoziativ
sind.)

Es wurde in I gezeigt, dafl eine Zulassung auch solcher Algebren, die
nicht mehr potenzassoziativ sind, grundsdtzlich geeignet sein kann, phy-
sikalisch interpretierbare mathematische Modelle zu liefern. Ob solche
Modelle beitragen kénnen zu einer Beschreibung realer physikalischer
Verhéltnisse, wird natiirlich nur in ausgedehnterer Erprobung ent-
schieden werden kénnen.

Jedoch soll im folgenden durch ein konkretes Beispiel belegt werden,
daB die erwogene Erweiterung in Betracht gezogener mathematischer
Moglichkeiten unter Umsténden recht reizvolle Modelle in den Kreis der
Untersuchung treten 148t. Das Folgende beabsichtigt ausschlieflich eine
Demonstrierung dieser Tatsache; es soll keine Vermutung dariiber
geduBlert werden, ob das zu betrachtende mathematische Modell schon
einen wirklichen Fortschritt zur Erfassung mikrophysikalischer Realitéit
anbahnen kann.

§2
Eine kartesische Ortskoordinate x fiir ein Elementarteilchen sei aus-
gedriickt als Vielfaches der Elementarlidnge; danach ist x also dimensions-
los. Die Algebra 9l der von x erzeugten GroBen soll die (rekursiv definier-
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ten) Potenzen x! = x; x?, 23, . .., 2" = za’~! von z als Basis haben; wir
figen eine Haupteinheit e = x, hinzu. Das kommutative aber nicht
assoziative Multiplikationsgesetz der fraglichen Basiselemente sei

. t plvlaptv—ie
v = X g = 20T~ 20! - @

Die hingeschriebene Summe ist fiir jedes Exponentenpaar u, v endlich,
da alle Glieder mit 2p > u oder 29 > » verschwinden.
Insbesondere haben wir also

[z, z, 2%] =2, 2)
(genauer: = 2¢), wenn wir das iibliche Assoziator-Zeichen
[a,b,c] = (ab) ¢c — a(be) (3)
benutzen.
§3

Zu dem Versuch, diese Algebra als diejenige der Funktionen einer
(mit Hilfe der Elementarlinge normierten) z-Koordinate zu deuten,
ermutigen folgende Eigenschaften:

1. Die Formel (1) ist invariant gegen Vorzeichen-Anderung von .
Das ist trivial.

2. Die Formel (1) ist invariant gegen Verdnderung des Nullpunkts
von z: Fir

=+ &e (4)

statt «, wo £ eine beliebige Zahl ist, gilt ebenfalls Formel (1).
Den Beweis hierfir erhélt man, indem man sich folgendes klar macht:
1. Nach (1) gilt die Beziehung

[93, zu, 1)] = x[x> u, U] + u [xa Z, U] (5)

tiir beliebige Elementenpaare u, v aus 9.

2. Aus (2) und (5) kann (1) als Folgerung abgeleitet werden; Einzel-
heiten sind in einer Arbeit von JORDAN-MATSUSHITA-RUHAAK [1] be-
sprochen.

Nun sind aber (2) und (5) invariant gegen die Transformation (4).
Folglich ist auch (1) invariant.

§4
In der mathematischen Theorie der nichtassoziativen Algebren [2]
arbeitet man viel mit dem Begriff des Multiplikationsoperators L (u) eines
Elementes «. Die Formel (1) kann damit auch so ausgedriickt werden:

L) = X (§) Ly, 6)

e=0
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wo D der Differentiationsoperator ist, also

[D, L(x)]=1. (7)

§56
Wir konnen, ohne jetzt auf Konvergenzfragen einzugehen, Funk-
tionen von z durch Potenzreihen definieren. Man erhilt dann z. B. durch
einfache Umformung:

ei*® gih® — i (*+8) = Cps (xf) , (8)

wo also die gewohnte klassische Formel durch das Auftreten eines Fak-
tors Cosinus hyperbolicus verdndert ist.

Diese Formel legt folgende Deutung nahe: In der bisherigen Theorie
kann die z-Koordinate eines Elektrons (sofern man beliebige Unschérfe
des Impulses zuldfit) grundsitzlich mit jeder beliebigen Genauigkeit ge-
messen werden, da beliebig enge Wellenpakete konstruiert werden
kénnen. Nach obiger Formel gilt das jedoch nur noch bei Beschrankung
auf solche Wellenldngen, welche grof gegeniiber der Elementarlinge
sind — werden in der Konstruktion eines Wellenpaketes auch Wellen-
lingen unterhalb der Elementarlinge wesentlich mitbenutzt, so wird die
durch einen in der Wellenamplitude quadratischen Ausdruck gemessene
Breite des Wellenpaketes vergroBert, statt weiter verkleinert zu werden.
Zu der dem Komplementaritiatsprinzip entsprechenden Unmoglichkeit,
Ort und Impuls zugleich beliebig scharf zu messen, kommt jetzt also eine
weitere Unmoglichkeit, die Messung der Ortskoordinate beliebig scharf
zu machen.

§6
Es ergibt sich die Frage, ob man als Verallgemeinerung auch eine
orthogonal-invariante bzw. Lorentz-invariante Multiplikation fiir Welt-
koordinaten z; definieren kann. Das Axiom (2) kann in der Tat ver-
allgemeinert werden zu einer Tensor-Beziehung:

2
(@, 2, @520] = 5 (012,050 + 0150kn + 012.0%5) - 9)
Hinzufiigung der im eindimensionalen Fall trivialen Beziehung
[y, @, 2] =0 (10)

ergibt Differenzierbarkeit auch fir (9).
Die weitere Grundbeziehung (5) kann verallgemeinert werden zu:

(&g, 2w, v] = 2 [@g, U, v] + w2y, 2, 0] . (11)

Die Orthogonal-Invarianz bzw. Lorentz-Invarianz von (9), (10), (11) ist
ersichtlich. Im zweidimensionalen Falle ist es naheliegend, die Grofle
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1 . L— 1 . . .
w =5 (c+1y)mitw = 5 (x — iy) zu benutzen. Die von w allein erzeugte

Unteralgebra ist dann potenzassoziativ, also trivial.

In welchem Umfang auch die gesamte aus w und @ erzeugte Algebra
durch (9), (10), (11) festgelegt ist, kann freilich noch nicht voll iibersehen
werden.

§7

In I ist versucht worden, eine Klasse von Algebren, die vielleicht fiir
physikalische Verwendung in Betracht kommen konnten, durch ein ge-
wisses dort besprochenes Axiom zu kennzeichnen. Jedoch gehort die
oben beschriebene Algebra QI micht zu derjenigen Klasse, die dieses
Axiom erfiillt. (Nur Teil-Relationen des fraglichen Axioms werden durch
(5) garantiert). Welche Folgerungen oder Vermutungen hieraus ab-
zuleiten wéren, bleibt vorderhand ungewifi. (s wére vielleicht denkbar,
daB die endgiiltig formulierte Koordinaten-Algebra eines Elementarteil-
chens notwendigerweise auch den Spin zu berticksichtigen hétte.) Sowieso
wird man aber im Versuche, die in I erlduterte physikalische Verwend-
barkeit nichtassoziativer Algebren zu erproben, zunichst nur sehr
fragmentarische Ergebnisse erhoffen konnen.
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