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Abstract. The notion of tensor product of a family (A{)ιζi of Banach algebras
is generalized to the case when / is a topological space in this case ® A{ is generated
by some elements ® xi9 the family fa) being subjected to certain conditions: for
instance the function i -> |;â ]j must be continuous. This notion is applied to Quan-
tum Field Theory in the following sense: certain algebras of observables can be
considered as continuous tensor products of simpler ones, namely of algebras of
observables with one degree of freedom.
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Introduction

De meme que le produit tensoriel E1 <S> E2 de deux espaces de Banach

est engendre par certains elements x1 (g> x2, le produit tensoriel d'une

«famille continue)) d'espaces de Banach (Ei)iζI est engendre par certains

elements notes 0 xf, mais ici la famille (x^ n'est pas un element quei-

conque de Π E^ elle est soumise a certaines conditions dites de «conti-

nuite», autrement dit elle doit appartenir a un certain sous-ensemble Γ

de Π Ei qu'on definit axiomatiquement (§5), d'une facon assez analogue

a ce qui se fait pour definir les champs mesurables et surtout les champs
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continus d'espaces de Banacli (cf. [2]). L'espace <g> Eiy produit tensoriel
continu des Ei} est alors construit, tout comme dans le cas de deux
espaces, comme quotient d'un espace L1 (§5). Dans le cas de deux
espaces, les elements xλ <g> x2 jouissent de deux proprietes remarquables:
d' une part λ1 xτ <g> λ2x2 = λΎ λ2 x1 <g> x2 {λλ et λ2 scalaires), et d'autre part
la distributivite par rapport a Γ addition; on parvient a generaliser la
premiere propriete en definissant au prealable (§ 4) le produit ίΐ A? d'une
famille continue de nombres complexes: pour cela on se donne une mesure
positive μ sur / et on pose Π λt = exp(/ \ogλt dμ(ij), ce qui ne peut
sc faire qu'en imposant des conditions tres restrictives a / et μ. Par
contre, malheureusenient, on ne voit pas comment generaliser la distri-
butivite: <g> {xt + iji) =-.-•... Le produit tensoriel continu jouit d'un
certain n ombre de proprietes attendues: citons par exemple la relation
||<g> xt\\ = ίl\\xi\\ (prop. 7), deux proprietes d'associativite (prop. 8 et 9),
une propriete de «permutabilite» avec les quotients (prop. 11)? le fait
que certains produits tensoriels continus d'espaces L1 sont encore des
espaces L1 (prop. 12) par contre un phenomene assez inattendu apparait
lorsque Γon definit les produits tensoriels continus <g> T{ d'applications
lineaires continues: ® Ti peut etre nul sans qu'aucun Tί le soit (remar-
que 5).

La definition des produits tensoriels continus d'algebres de Banacli
unitaires ne presente aucune difficulte (§ 10); quant aux O*-algebres, on
definit formellement la O*-algebre produit tensoriel continu comme
(7*-algebre enveloppante de ® Ai (§ 12), mais on n'en connait que peu
de proprietes, faute de savoir definir en toute generalite les produits
tensoriels continus d'espaces hilbertiens (§11); on espere malgre tout
que, convenablement amelioree, la theorie des produits tensoriels
continus de (7*-algebres pourra etre utile a la theorie quantique des
champs, par exemple pour construire un modele de Γaxiomatique de
HAAG-KASTLΈR, OU encore pour traiter les representations des relations
de commutation correspondant a une famille continue d'indices (cf. fin du
§ 12), de la meme facon que les produits tensoriels infinis sont utiles pour
les representations des relations de commutation ou d'anticommutation
correspondant a une famille discrete d'indices (cf. [3]).

§ 1. Rappels sur les produits tensoriels finis d'espaces de Banaeh

Soit (Ei)iti une famille finie d'espaces de Banaeh complexes notons v
la mesure positive atomique sur Π Et attribuant a tout point x = (x^ de
Π Et la masse v(x) = Π | |#J notons J f (77 E{) Γensemble des functions
complexes F sur Π Et telles que F (x) = 0 sauf pour un nombre fini de x
on notera en particulier δx la fonction egale a 1 en a: et a 0 ailleurs; on
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definit sur J f (77 E{) une semi-norme par

\\F\\ = Σ \F(x)\v(x);

Γespace separe-complete de J f (77 Et) pour cette semi-norme est 1/(11 Ei9

v). Soit M le sous-espace vectoriel de Crif (Π E{) engendre par les elements
de la forme δ^.x.) — 77 /ζ δ^Xi) oύ xiζ_Ei et λ$ £ C; ou de la forme

\\χi) ±_δ(m) ~ δ(zύ o u xi = Vi = zi s a u f P o u r u n i n d i c e h e t *%, = ^o + Vio>
soit M Γ adherence de son image canonique dans Lλ(Π E^v). L'espace

quotient L1 (77 Ei} v)\M est le produit tensoriel projectif de la famille (ϋ7t )

nous le noterons ici (g) £7̂  ou plus simplement ® ̂ Jt on note ® a;̂  Γimage

canonique de δ(Xi) et on montre que ||® ^1 =Π\\Xi\\. On peut encore
definir § Bi comme le complete de JΓ (77 E^jM pour la semi-norme
quotient, qui est en fait une norme.

Le produit tensoriel Θ Ei et Γ application multilineaire canonique u:
77 Ei-^SEi jouissent de la propriete universelle suivante: si E est
un espace de Banach, en associant a toute application lineaire continue v
de ® Et dans E Γapplication multilineaire v u, on obtient un isomorphis-
me isometrique del'espace de Banach J2?(® JS1^ ίJ) sur l'espace de Banach
des applications multilineaires continues 77 Ei-^ E.

Signalons encore les proprietes suivantes, dont la premiere justifie le
nom de produit tensoriel projectif: soit, pour tout i, F{ un sous-espace
vectoriel de E{ et soit F le sous-espace vectoriel de & T^ engendre par les
elements <g> xi ou x{ ζ F{ pour au moins un indice ί alors il existe un iso-

morphisme isometrique de <§ Et\F sur ® (EJF^ transformant <g) xt en

® xi pour tout (x̂ ) ζ 77 Et. Propriete d'associativite: pour toute partition

I = U /α, il existe un isomorphisme isometrique de (§) ̂ ^ sur

transformant tout element (R) a;̂  en

§ 2. Produits tensoriels infinis d'espaces de Banach

Soit [E^ς.j une famille d'espaces de Banach complexes et soit, pour
tout i, ξί un element de norme 1 de Et. Soit JΓ le sous-ensemble de 77 Et

forme des families (x{) telles que xt = ξi pour presque tout i (i. e. sauf
pour un nombre ίini de i) soit v la mesure positive atomique sur Γ
attribuant a tout element x= (x^ de 7̂  la masse v(x) = 7 7 | | ^ || on definit
JΓ(Γ) et I?-(Γ, v) comme au § 1; meme chose pour M, oύ Γon suppose
en outre λi = 1 pour presque tout i, puis pour M l'espace quotient

sera note (££)^ Ei ou plus simplement & E^ pour tout

(Xi) ζ Γ on note encore ® â  Γimage canonique de δ(Xi) dans ®ξ E{;
on voit done que les elements ® â  forment une partie Male de ®ξ E{.
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Mais on peut aussi definir ®^ Et comme limite inductive des produits

tensoriels finis plus preeisement, en utilisant la propriete d'associativite

du § 1, on voit facilement que les produits tensoriels finis (R) Et (J partie

finie de /) forment un systeme inductif avec des morphismes isometriques:

ou yi = %i ou | z suivant que iζJ ou iζK — J. D'autre part Lλ(Γ, v)
apparait comme la limite inductive des Iλf/JE^vj) et M comme celle

des Mj il en resulte que

Proposition 1. II existe un isomorphisms isometrique de la limite induc-

tive du systeme inductif des produits tensoriels finis (§) Ei sur le produit

tensoriel infini^ξEί transformant, pour tout element ζ>ζ) x{, son image
ίζl ^ ίζJ

canonique dans Km (g) Ei en V element (g) yi ou ^ = x,t pour i ζ J et yi

= ξι pour i ζ I — J.
Corollaire 1. Pour tout (#J ( Γ o n a ||® ^| | = Π ||α;, ||.
Proposition 2. Soit, pour tout i ζ I , Fi un sous-espace vectoriel de Ei;

on note ώt Vimage canonique dans Ei\Ei d'un element quelconque x.t de Eί

et on suppose \ξ^ = 1; soit F le sous-espace vectoriel des <8>ξ E{ engendrέ

par les elements 0 x{ ou xt ζ Ft pour au moins un i alors il existe un

isomorphisme isometrique de (&ξi) Et)\F sur ^^(EiJFi) transformant

<g> Xi en ® xi pour tout (x{) ζ Γ.

Notons Γ° et v° les elements associes a {E^F^ et (ί r ) comme Γ et v

sont associes a (E^ et (|^ ) Γapplication multilineaire continue (x{) -> ® xt

de / d a n s ^^(E^F^ definit une application lineaire continue de ® ( ^ Et

dans ^^(EilFi), nulle sur F, d'ou une application lineaire continue

u:

transformant tout element <g> xi en ® xit D'autre part Γapplication

(Xi) -> ® Xi de Γ dans (®(:rί) E^jF definit une application multilineaire

continue (#z ) -> (g) a:e- de P 0 dans ( ® ^ E^jF, d'oύ une application
lineaire continue

enfin il est facile de voir que ^ et v sont isometriques et reciproques.
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Proposition 3. 8oient, pour tout ί ζ I, X{ un ensemble, v^ une mesure
positive atomique sur Xi attribuant a chaque point χi ζ X{ une masse
vΛ%i)τ ωi u n point de Xi de masse 1; soient X le sous-ensemble de Π Xi

forme des families χ = (χ^ telles que χi = ω{ pour presque tout i et v la
mesure positive sur X attribuant a tout point χ la masse Π v^χ^). II existe
un isomorphisme isometrique de <g>((V ^(X^ v{) sur Lλ(X, v) transformant
tout element <g) ft en la fonction χ ->Π fi(χi).

La demonstration, a Γaide des limites inductives et du resultat
(classique) dans le cas des produits finis, est facile et laissee au lecteur.

Remarque 1. On reprend les notations du debut du §; soit, pour tout
i, ψι une forme lineaire continue sur E{ de facon que ψi(ξi) = 1 pour
presque tout i et que le produit/7 || ψ{\ soit convergent; pour tout x = (x^)
ζ Γ le produit Π ψ{ (x^ a un sens puisque pour presque tout i on a
ψί(xi) = <Pii£i) = 1 P o u r t o u ^ F ζ LX(Γ, v) on a

Σ \F(x)\ ' \ΠΨi(Xi)\ <Π\\ψi\\ -ΣW(x)\ 'ΠM

on peut done defmir par F -> Σ F(x). Π ψi(Xi) une forme lineaire
xer

continue sur L?-{Γ, v), de norme ^ Π || ψi\\ d'oύ, par passage au quotient,
une forme lineaire continue, notee §> φif sur ® E{, caracterisee par

(® ψi) (Θ Xi) == Π ψiiXi)
et il est facile de voir que ||<8> φ.^ = Π \\<Pi\\.

§ 3. Produits tensoriels infinis d'algebres de Banach unitaires

Soit (Ai)iζI une farnille d'algebres de Banach, chaque Ai admettant
un element unite e{ defmissons Γ et v comme au § 2 en prenant ξί = ei

pour F et G ζ L1 (Γ, v) posons

oύ la somme est etendue aux couples y ζ Γ, z ζ Γ verifiant yi zi = x{

pour tout i; nous obtenons ainsi un element FG de D-^Γ.v) verifiant
\\FG\\ ^ ll̂ ll \\G\\ Lλ(Γ, v) devient ainsi une algebre de Banach; il est
immediat que M est un ideal bilatere.

Definition. On notera (££) A{ ou® A-t Γalgebre de Banach TJ{Γ,v)\M\

la multiplication y est caracterisee par

(<g> x{) (® Vί) ^t&XiVi V fa), {Vi) ζ Γ.

L'algebre ® At et les morphismes canoniques cpt: A{ -> Θ Aί jouissent
de la propriete universelle suivante: etant donnee une algebre de Banach
unitaire B, en associant a tout morphisine continu unitaire u: ® Ai~> B
la famille (u φ^, on obtient une bisection de Γensemble des morphismes
continus unitaires <S> Ai -> B sur Γensemble des families de morphismes
continus unitaires ut :Ai-^B deux a deux permutables. (e'est-a-dire dont
les images sont deux a deux permutables).
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Supposons que les At soient en outre involutives; on definit alors
une involution sur Lλ(Γ,v) en posant F*((Xi)) = F((xf)); M etant
autoadjoint, il en resulte une involution sur <g> A{ caracterisee par

(® )̂* = ®4 Vfe)fΓ.

Dans ce qui suit on note C*(A) la O*-algebre enveloppante d'une
algebre de Banach involutive unitaire A pour la definition du produit
tensoriel ® d'une famille de (7*-algebres, on renvoie a [3].

Proposition 4. Soit (Ai)iζJ une famille d'algebres de Banach involutives
unitaires; il existe un isomorphisme de C*(® A{) sur ® C*(A^) trans-
formant, pour tout (x^) ζ Γ, Vimage canonique de ® xt dans 0*(Θ Ad) en
<g> ΊJi oix yi est Vimage canonique de x{ dans C*(Ai).

En effet les morphismes composes Ai -> 0* (A{) -> <g> 0* (A{) sont deux
a deux permutables et par suite definissent un morphisme ® Aί -+ ® C* [A^),
qui entraine a son tour un morphisme u : O* (® At) -> ® ί7* (-4J. D'autre
part les morphismes composes Aί -> ® ^44 -> (7*(<S> -4̂ ) definissent des
morphismes 0 * ( ^ ) -> (7*(® ^ z ) qui sont deux a deux permutables,
d'oύ un morphisme v : <gί 0* (̂ 44 ) —> (7* (<g> A {) enfin il est facile de verifier
que u et v sont reciproques.

§ 4. Produits continus de nombres complexes

On designe par / un espace topologique localement compact dont
chaque composante connexe est ouverte et fermee, et a un compactifie
d'Alexandrov connexe par arcs et simplement connexe par μ une mesure
positive sur / telle que toute composante connexe compacte de I ait
une mesure entiere, positive ou nulle. On notera Jf (I) -j- 1 Γensemble
des fonctions complexes continues sur I, egales a 1 en dehors d'un com-
pact. Une fonction sur / sera souvent notee ί -> λ{ ou encore {Xt).

Soit (λi) une fonction appartenant a Jf (I) + 1 on definit le produit
continu fj λi de cette fonction de la faeon suivante: si on a λi = 0 pour

ίei _

au moins un i ζ /, on pose 11 λt = 0 dans le cas contraire on definit d'abord
log/ζ en choisissant, dans toute composante connexe non compacte de /,
la determination egale a 0 a Γinfini, et dans toute composante connexe
compacte une determination quelconque et on pose

Γl λi = exp(/ logλf άμ(i))

ce qui a un sens puisque (log λi) ζ 3f (I) et que d'autre part, si Γon
change la determination de log λi sur une composante connexe C ou λi ne
prend pas la valeur 1, C est compacte et Γon ne change pas la valeur de

II est clair que si / est fini et si μ a une masse 1 en chaque point,
on retrouve la notion ordinaire de produit Π λ^
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Proposition 5. Le produit continu 12 λi jouit des proprietes suίvantes:
(i) si λt est reel pour tout i, ITλt est reel;

(ii) si λι est strictement positif pour tout i, 11 λi Vest aussi
(iϋ) si 0 < λi ^ λ'i pour tout i, on a Π λt ^ ίϊ λ[
(iv) T

(v)
(vi)

(vii) si I est reunion d'ouverts (Ia)aζΛ deux a deux disjoints, on a
JJλi — JJ \JJ Λ) OU JJ h est eg at a 1 pour presque tout a.

La demonstration est facile indiquons a titre d'exemple celle de (i):
on peut supposer ^ φ θ pour tout i si C est une composante connexe oύ
λi > 0, on peut choisir logA^ reel, alors exp(/ c logλ^ dμ(i)) est reel;
si C est une composante connexe oύ Az < 0, on peut choisir logλ^ =
= log[Az | -j- γ—\ n\ C est compacte et on a

exp(/ 0 logλi dμ(i)) = exp(/ 0 log|λβ | dμ(i)) exp( |/- 1 n μ(C))

oύ μ{C) est entier, d'oύ Γassertion. CQFD
Nous poserons aussi 17 λi = exp(/ logλ^ dμ(i)) pour toute fonction

(λi) strictement positive telle que (log/^ ) soit integrable.

§ 5. Definition des produits tensoriels continus d'espaces de Banach

On designe par / un espace topologique localement compact, reunion
denombrable de compacts, dont chaque composante connexe est ouverte
et fermee, et a un compactifie d'Alexandrov connexe par arcs et simple-
ment connexe; par μ une mesure positive sur / telle que toute com-
posante connexe compacte ait une mesure entiere, positive ou nulle.

Nous appellerons famille continue d'espaces de Banach sur I (notion
differente de celle de champ continu de [2]) tout triplet ((E^i^i, (Iz)^ j 5 Γ)
oύ (Ei)i£i est une famille d'espaces de Banach complexes, ξ{ un vecteur
norme de Ei9 et jΓune partie de JJ Et soumise aux conditions suivantes:

(i) la famille ξ = (f̂ ) appartient a Γ;
(ii) si x = (Xi) ζ Γ on a xt = ξt en dehors d'un compact

(in) si x — (x^ ζ Γ la fonction i -» \\Xi\\ est continue (et appartient
alors a JΓ(J) + 1);

(iv) &ix= (x^ ζ Γ et si λ = (λ{) £Jf(I) + 1, la famille λx=- (λ{ xt)
appartient a Γ;

(v) pour tout x = (x{) ζ Γ verifiant xt φ 0 V i et toute fonction
semi-continue inferieurement i -> εe > 1, il existe une famille (<Pi)iζj
oύ ψi est une forme lineaire continue sur Eit verifiant les conditions
suivantes:
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a ) ψi(xi) = \\xi\\ P o u r tout ί;
b) pour tout y = (y^) ζ Γ la fonction i -> ψi{yi) est continue;
c) ||<pj <̂  e, pour tout i;
d) la fonction i -> log || 99̂ 1 (positive) est μ-mesurable.
Exempϊe. Soit .27 un espace de Banach; nous appellerons famille

continue constante associee a E toute famille continue obtenue en prenant
Ei = E, pour (^) une application continue de / dans E verifiant ||£J = 1
et par ailleurs arbitraire, et pour Γ Γensemble des applications continues
i -> Xi de / dans E verifiant xi = ξ{ en dehors d'un compact. Les axiomes
(i) a (iv) sont trivialement verifies; pour verifier (v) notons Ai Γensemble
des formes φ ζ E' telles que φ(Xi) — \x\ At est convexe et ferme dans E'
muni de la topologie forte; montrons que Γapplication i -> Ai est semi-
continue inferieurement, autrement dit que pour tout ouvert Ω C.E'
Γensemble des i tels que Ai r\ Ω φ β est ouvert en eίfet soient i0 tel que
Aio Γ\ Ω φ Θ et φQζAioΓλΩ; soit η > 0 tel que || φ — ψ^ < η =#> φ ζ Ω
il existe un voisinage V de '̂0 tel que

i£V=¥ ψoiXi) Φ 0 et I Wxillψoixt) - 1| \\φQ\\ < η

si alors i ( F on verifie immediatement que la forme φQ' \\Xi\\lψo{Xi)
appartient a A{ Γ\ Ω, qui est done non vide. D'apres le lemme ci-dessous
il existe une application continue i -> φt de / dans Ef telle que φ{ ζ Ai et
llq̂ ll g ε ;̂ elle verifie evidemment les conditions a) a d).

Lemme 1. (cf. [5], lemme 7.1). Soient I un espace topologique para-
compact, F un espace de Banach, i -> Ai une application semi-continue
inferieurement del dans Γensemble des parties convexes fermees deF; i-+Si
une fonction semi-continue inferieurement verifiant εέ > inf \\y\\. Alors il

existe une application continue i -> yi de I dans F telle que y{ζ A{ et
II1/2II ^ Ci pour tout i.

Dans le cas present on a inf \y\ = 1 en vertu du theoreme de Hahn-
Banach. y*Ai

Remarque 2. L'axiome (v) n'est pas consequence des autres, comme le
montre Γexemple suivant: / = [— 1, + 1], E{ = C ; ξi = —I pour i < 0 et
+ 1 pour i ^ 0, Γ = ensemble des fonctions i -> λt et i -> λi ξi oύ
( ^ ) ζ J Γ ( I ) . D'ailleurs toute famille continue ( ( ^ ) , (&), Γ) oύ les ^
sont de dimension 1 est «equivalente» a une famille constante au sens
suivant: soit (φ^ une famille de formes lineaires telle que φ{ (ξ{) = || 99J = 1
et que (99̂  (x.J) soit continue pour tout (x?) ζ Γ; pour tout (a )̂ ξ JΓ on peut
ecrire xi = λ̂  f̂  oύ (λ$) ξ Jf* (/) + 1 puisque 99̂  (ίut ) = λ̂  et il est facile
de voir que Γon obtient ainsi un isomorphisme de Γ sur Jf(I) + 1.

Construction du produit tensoriel continu

Notons Jf(Γ) Γensemble des fonctions complexes F sur Γ telles que
F(x) = 0 sauf pour un nombre fini de x; notons v la mesure positive
19 Commun. math. Phys., Vol. 5
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atomique sur Γ attribuant a tout point x = to) la masse v(x) = Ti \\Xi\\
LX{Γ, v) est le separe-complete de X'(Γ) pour la semi-norme

I * Ί I = Σ \F(x)\-v{x)\

on notera δx la fonction egale a 1 en a; et a 0 ailleurs. Soit M le sous-
espace vectoriel de J>Γ(Γ) engendre par les elements de la forme

a) δ(λtXi) - Tϊh - δ(Xi) ou (xt) ξ Γ et (λt) ζ JtT(I) + 1
b) δ{Xi) + δM - δ(Zi) oύ to), fa), (z{) £ Γ, χi = yi = zi sauf en un

point ΐsoZe ^0 et zt o = # ί o + yίo

soit i f Γadherence de Γimage eanonique de M dans LX(Γ, v).

Definition. Nous appellerons φroduit tensor id continu de la famille

continue ({Eτ), (ξi), Γ) et noterons (^){ξί) ΓE{ ou plus simplement

ou meme ® E{ Γespace de Banach quotient Ώ-(Γ, v)\M.
Si / est discret, si μ a la masse -f 1 en chaque point et si on prend pour

Γ Γensemble des (x^ telles que xt = ξ{ sauf pour un nombre fini de i,
on retrouve la notion de produit tensoriel inίini exposee au § 2.

On notera F Γimage eanonique dans S Ei d'un element F de L1 (Γ, v)
et 0 xi celle d'un element ό^ oύ # = (x^ ζ JΓ; les elements <g) α;̂  forment
une partie totale de ® Ei on a evidemment <8> ̂  ^ = iT ^ <g> ^ pour
(A,) ζ JΓ(I) + 1.

Donnons-nous pour tout ί ζ I une forme lineaire continue φt non nulle
sur Ei de f a9on que les conditions suivantes soient verifiees:

a) pour tout to) £ JΓ la fonction ί ->- φi (x^ appartient a ^ (/) + 1
b) la fonction i -> log | |^ || est μ-integrable

pour tout F ζ IA(Γ,v) la famille (F(x) - ίl φi(xi))ΰCer est sommable
puisque

Σ \F(x)\ • \Πφi(xt)\ £ Σ \F(x)\-U\\9i\\ • \x4

on peut done definir une forme lineaire continue φ sur LX(Γ, v), de norme
i 7 | | , en posant

= Σ F(x)'Πφi(xi);

la forme φ est visiblement nulle sur M et definit par passage au quotient
une forme lineaire continue, notee ® φi} sur ® E{; d'oύ

Proposition 6. Pour toute famille (φd de formes lineaires continues
vέrifίant les conditions a) et b) ci-dessus, il existe une forme lineaire continue
unique §> φi sur ®ξΓEt telle que (<g> φ{) (® x^ = IT ψi{Xi) pour tout
(xJζΓ onaW® Ψi\\ ̂  H\\Vi\\. _

Proposition 7. Pour tout to) ζ Γ on a ||® x{\\ = 11 \xt\.
L'assertion etant triviale si xi = 0 pour au moins un i, supposons

desormais xt Φ 0 pour tout i; o n a evidemment ||® xt\ g 1^1 = / ? | | ^ ||
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pour prouver Γinegalitό inverse prenons ε > 1 7 etant denombrable a
Γinfini il existe une fonction semi-continue inferieurement ΐ -> εa > 1
telle que / logs t dμ(i) fg logε; ehoisissons une famille (φ^ verifiant
les conditions de Γaxiome (v) alors la fonction i -> || φ^ est μ-intόgrable
et on a

||® ^ | | g ίΐ\\φi\\ = exp(/ log| |^| | dμ(i)) £

^ exv(f]ogεi'dμ(i)) ^ ε;
d'autre part on a

Π\Xi\ = Π ψifa) = (® φ,) (® Xi) <g £ | |® χ,||

ce qui, vu Γarbitraire de ε, demontre notre assertion.

Corollaire 2. On a <g) ̂  = 0 si et seulement si xi = 0 pour aumoins un ί.

Remarque 3. Si tous les ̂ 7̂  sont de dimension 1 il en est de meme de
§>ξΓEf, en effet, d'apres la remarque 1, on peut supposer la famille
constante et associee a C; si (â  ) et (y^ ζ Γ avec <g> xi Φ 0, on a xt 4= 0
pour tout i et <g> ^ = ΐϊ yi\xi <g> xz .

Remarque 4. Soient 1° une partie ouverte de / verifiant les conditions
imposees a / au debut du §, ξ° la restriction de la famille (£$) a /°, P°
Γensemble des restrictions a 7° des families (â  ) ζ Γ telles que xt = ξt

en dehors d'un compact contenu dans 7° il est facile de voir que ((Ei)ίeP,
(£i)ίζi°> Γ°) e s ^ u n e famille continue d'espaces de Banach et de construire

une application lineaire continue T de ^ζ)ξ°Γ° Ei dans ^>ξΓ Et trans-
it/0 ί£l

formant tout element ® yt ( (^ ) ζ Γ°) en ®xz oύ xt = yt pour % ζ 7° et ^
pour i ζ 7°; on ignore si cette application T7 est isometrique. Supposons
maintenant 7° ouverte et fermee et posons 71 = 7 — 7° supposons de
plus que queues que soient les families (â  ), (^) ζ T7 il existe une famille
fa) ξ 71 telle que zt = xt pour i ζ P et z{ = yt pour i ζ I1; Γ° est alors
Γensemble des restrictions a 7° des families (xt) ζ Γ; en outre T est
isometrique, comme on le verra a la proposition 8.

§ 6. Assoeiativite du produit tensoriel continu

On poαrrait esperer un theoreme general du type suivant: soient 7 et J

deux espaces localement compacts, T une application continue de 7 sur J,

μ et v des mesures positives sur 7 et J , μ = / μ5- dv(j) une desintegration

de μ relative a T et v; alors (g) E{ == (g) ( (g) i?Λ Mais un tel resultat
ίζl iei Ti = j

semble impossible a cause de Γexemple suivant: 7 = [0, 1] X [0, 1],
J — [0, 1], T = premiere projection, μ, v, μ3- == mesures de Lebesgue;
notons (j, k) un element quelconque de 7; supposons que Γon ait un
19*
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champ de vecteurs (xjk) tel que

ιι~ II _ Jexp(- (j + h)~"*) si / ou k φ 0

[0 si j = k = 0

alors // \\χjk\\ e s ^ egal a exp(— 2{\/j + ί — ]/? )) pour ? #= Oeta 0 pour

j = 0, done ne depend pas continύment de j .
Nous allons etablir deux resultats partiels d'associativite, Γun en

supposant J discret, et Γautre en supposant que / est le produit de /
par un espace discret.

Proposition 8. Soit (κ(Ei)ί^.Ii (£*)*€!> Γ) u n e famille continue d'espaces
de Banach, I etant reunion d'une famille {Ia)a^A d'ouverts deux a deux
disjoints; pour tout a ζ A on note ξa la restriction a Ia de la famille ξ — (|^)
et, plus gέnέralement, xa la restriction a Ia d'une famille quelconque
x = ixi) ζ Γ; Γa Γensemble des xa ou (â  ) ζ Γ; on suppose realisee la
condition suivante:

(C) pour toute famille (ya) ζ JJ Γa telle que ya = ξa pour presque
aζA

tout a il existe (â  ) ζ Γ tel que ya = xa pour tout a.

Alors on peut considerer les produits tensoriels continus (^>ξaΓa Ei et il

existe un isomorphisme isometrique unique de (^)ξΓ Ei sur (^(η^(&)ξaΓa Eλ
iζl aζA iei<>

transformant, pour toute famille (x^ ζ Γ, (g) χ% en (g) ( (g) â  ). (On a pose
iζl aeΛ i£I«

r\a = Θ Si-)
jζ-Ia

II est immediat que pour tout aζ A, ((Ei)iζja, {Si)%^ia, Γa) est une
famille continue d'espaces de Banach soient va la mesure sur Γa definie
de la meme facon que la mesure v sur Γ; Ma le sous-espace vectoriel de
J f (Γa) deίini de la meme faeon que M pour JΓ (JΓ) en associant a tout
(Xi) ζ Γ la famille (xa) ζΠ Γa on obtient une application bijective de Γ
sur le sous-ensemble de Π Γa forme des families (ya) telles que ya = ξa

pour presque tout a cette application transforme v en la mesure produit
des va d'apres la prop. 5 (vϋ) d'apres la prop. 3 il existe un isomorphisme
isometrique U de Lλ(Γ, v) sur (5<)((5£α) L1(Γa, va) transformant, pour tout

aeA

x ζ Γ, δx en Θ δχa. On va maintenant appliquer la prop. 2 aux sous-
espaces Ma C L1(Γa, va) pour cela on doit montrer que U' (M) estengendre
par les elements <g> Fa ou Fa ζ Lλ(Γa, va), Fa = δξa pour presque tout a et
Fa ζ Ma pour au moins un a pour montrer qu'un tel <g> Fa appartient a
U (M) on peut supposer que Fa ζ Ma pour un indice a0 et que pour
a φ aQ, Fa est de la forme δχa oύ x ζ Γ, et la verification est alors triviale
pour montrer que ces elements ® Fa engendrent U(M), on verifie
aisement que les elements U(δλχ — Π λι δx) et U(δx + δy — δz) sont des
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combinaisons de tels elements ® Fa. La prop. 2 four nit alors un iso-
morphisme isometrique de ^(Γ, v)\M sur <g>(??o) L1(Γa, va)IMa), qui n'est
autre que Γisomorphisme annonce.

Proposition 9. Soient J et μ0 un espace topologique et une mesure
verifiant les conditions indiquees en tete du § 5 K un espace discret dέ-
nombrable, μ1 la mesure sur K ay ant la masse 1 en chaque point; I = J x K
et μ = μ0® μ1 verifient les conditions requises; soit ({E^, (ξi), Γ) une
famille continue d'espaces de Banach sur I posons i = (j, k); pour tout
j ζj posons ξj = (g) ξjkζ (g) Ejk. Soit Γ' le sous-ensemble de Jj(^ EόΛ

forme des families j -» (g) xjk ou x ζ Γ; alors (( (g) EjΊ\ (|3 )5 Γ'\ est une
jcζK keK

famille continue d'espaces de Banach sur J et il existe un isomorphisme

isometrique unique de (x)£Γ i^ sur (^)^^Γ'(ζ^) Ejk\ trans for mant, pour

tout x £ Γ, 0 Xι en (g) ((g) xjk\
iei jeJ keK

Posons Ej = (g) Ejk et, pour tout x ζ Γ, Xj = (g) xjk. Demontrons

d'abord que ((Ej), (ξj), Γ') est une famille continue; soit xζΓ; on
a xjk = ξjk si (/, k) n'appartient pas a un compact Jo x KQ oύ Jo est
compact et Ko fini; d'oύ Γaxiome (ii); puis | |^ || = JJ \\xjk\\, d'oύ (iii);

soit (λj) ζ Jf(J) + 1 choisissons kQζ K\ on peut ecrire λ3- Xj = (g) y3- k

oύ yjk est egal a λj Xj^ pour k = Jc0 et a ^ fc pour ^ φ ko; on a ?/ ζ Γ,
done (λy ^ ) ζ Γ' d'oύ (iv). Pour verifier Γaxiome (v) donnons-nous une
fonction semi-continue inferieurement ^ -> ε̂  > 1 soit (ock)keK une famille
de nombres reels strictement positifs tels que ^ αfc = 1 en vertu de
Γaxiome (v) applique a la famille ({E^, (ξ^, Γ) il existe une famille
(<Pn)> ψjτcζfijk> verifiant

a ) ψjh{χύh) = \\χjk\\ quels que soient j et k;

b) pour tout y ζ Γ, la fonction (j, k) -> ψjk{yjk) est continue;

c) II 9^1 < εf,
d) la fonction (j, k) -> \ψjk\ est mesurable;

posons ψj^^ψjj^ (cf. remarque 1); on a ψj(%j) = Π ΨJJC(X3JC)
kek keK

= Π Ik fcli = INI si 2/ζ Γ, ^ f c - xjk = ξjk si (/, k) n'appartient pas a
keK

un compact JλX K^ alors φ^) = /7 φjk(yjk) = //" φjk(yjk) depend
^ G E : ^Giίx

continύment de?'; puis ||^.|| = /7 II^ΛII = JJ ε*k = ε3 ; enfin la fonction
? "^ II ΦJII e s ^ πiesurable comme produit d'une suite de f onctions mesurab-
les.
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On peut done considerer E' — (g)(^')Γ' E$ = LX(Γ', v')jM' posons

E = ^ΓΈi\ pour tout F ζ Lι{Γ, v) on a

Σ WW)\' II <g> *i\\ = Σ Ψ(χ)\ - Γl fell = PI!

on peut done definir une application lineaire continue Φ de norme ^ 1 de
Lx(Γ,v) dansj£' par

Φ est nulle sur M (verification facile) et definit par passage au quotient
une application lineaire continue de norme <1:Φ:E->E\ telle que

Φ( £8) χi) = (g) χs = ® ( ® %*) P o u r t o u t ^ ζ -̂ •

Pour construire une application ϊ 7 reciproque de Φ, on doit d'abord
prouver que x ζ Γ, y ζ Γ, (g) xjk = (g) ^ Λ Vy impliquent (g) ^ = (g) ^

k k i ί

ceci etant evident si xi = 0 pour au moins un i, supposons desormais
^ Φ O pour tout i pour tout j ζ J on peut ecrire y$ k= λjk Xj k avec
λjjcζ &, λjk= 1 pour presque tout h et ]J λjk = 1 ou encore yi — λi xf,

choisissant ψiζEl de fa§on que ψi{Xi) = | | ^ || et que i—> φ^y^ soit
continue, on voit que i -> λi == <Pi(^)/||^|| appartient a Jf(/) + 1 comme
II λι— 1 ceci entraine (g) ^ = (g) ^ .

•i i

Ceci etabli on peut considerer Γ application *F de Γ' dans J& telle que
)jζj) = (g) ^ pour tout x ζ Γ; puis la prolonger en une application

ί

Ψ: ^(Γ, vf) -> E definie par

et on voit que Ψ est lineaire de norme ^ 1 montrons que Ψ est nulle sur
M'': soient d'abord (x5) ζ Γ' et (λ,) ζ JΓ(J) 4- 1; choisissons kQζ K et
posons

A s i ^* — I/1

1 sinon

alors Ψ(δ(λjXj) — iTA^ <5(̂ .)) = Θ A, x{ — Π λt <8> xt = 0.

Soient maintenant (#/), (ι/3 ), (%) ζ 71' tels que x$ — y$ = zό sauf enun

point isole j0 et que ^ o == Xjo + ί//o; pour montrer que Ψ(δ^ + ό(yj) —

— (5(Zj)) est nul, distinguons trois cas:

1) xh = %o = %o = 0 : trivial;
2) un seul de ces trois elements est nul, par exemple Xjo: on peut ecrire

Zjok = λk yjok oύ λk ζ C, λk = I pour presque tout k et Π λk = 1 alors
<8> ^ = Θ yi9 d'oύ Γassertion;
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3) ces trois elements sont non nuls: alors il existe un indice ϊcQ et des
scalaires ak, bk, ck verifiant

'ak = bk = ck = 1 pour presque tout &

Πak = Πbk = Πck=l
au *uic = h yUh =-- ck zhh pour tout h ^ kQ

posant x'jΰh = ak Xjok et xjlc = a^Λ pour j ={= ?0 et les dόfinitions analogues
pour y'jk et z k, on a

= ® x[ + ® #ί - ® «ί = 0 .

L'application ϊ 7 , etant nulle sur M', definit une application lineaire de
norme ^l:Ψ :E' ~^E telle que pour tout x ζ Γ:

j

enfin on constate aisement que Φ et Ψ sont mutuellement reciproques.
Corollaire 3. Soient J un ensemble et, pour tout j ζ J, {{Eu), (ξ^), Γj)

une famille continue d'espaces de Banach sur un espace I; soit Γ' le sous-
ensemble de JJ ζ>ξ) Eίό forme des families i -> (g) xiί oύ pour tout j la

famille i-^xij appartient a Γό; posons ξt= (x) ξiS; alors

(£i)i£i> Γj est une famille continue d'espaces de Banach et il existe un

isomorphisme isomέtrique de £x) ? Γ '( (x) E{λ sur 0 ( 0ξΓJE{λ trans-

formant, pour toute famille j-> (%ij)iej£ Γj7 Velement ( ^ ( ( g ) ^ / ) en

Considerons la famille continue ((Eu), (ξu), Γ) sur I x J ou Γ est

Γensembie des families (a^ )^ telles que pour tout / la famille i-^x^

appartienne a Γj les prop. 8 et 9 donnent respectivement des isomorphis-

mes de (g) Eu sur (g)((g) Ei0^ et sur (g)((gί -#»*), et il suff'it de les
ij j i i j

composer.

§ 7. Produits tensoriels continus d'applications lineaires continues

On definit / et μ comme au debut du § 5.
Proposition 10. Soient ((E^, (&), Γ) et ((^ ), (fj), Γ) deux families

continues d'cspaces de Banach sur I soit pour tout i, Tt une application
lineaire continue non nulle de Eί dans E[; on suppose que

a) pour tout x =* {xt) ζ Γ la famille {Tt a?e ) appartient a Γ'
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b) la fonction i —> log || 7 J est μ-integrable (noter qu'elle est automatique-
ment semi-continue inferieurement si pour tout i les elements xi ou x ζ Γ
sont partout dense dans Ei)
dans ces conditions il existe une application lineaire continue unique ® Ti de
®ξΓ' Eί dans ®?Γ' E\ transjormant ® xt en <g> Tixi pour tout xζ Γ; sa
norme est au plus egale a ίϊ\\Ti\\ elle lui est egale si Von suppose que:

c) pour toute fonction continue i -+ ki<\ il existe (# ? ) ζ Γ tel que
NHleίll^^ll^ifc,!^.

Pour tout x ζ Γ on a
Π , xt\\ <£ exp(/ log||T,|| dμ(i)) exp(/ log||^ || dμ(j)

on peut done definir une application T de L1 (Γ, v) dans ® E\ par

T(F)= Σ F(x)-<S> TiXi]

T est lineaire, continue et de norme ^ 111| T^ elle est nulle sur M
(verification immediate), done definit une application de 0 Ei dans ® E\
ay ant les proprietes annoncees. CQFD

Si Ti est nul pour au moins un i on pose ® Ti = 0. Les proprietes
suivantes sont faciles a etablir :

(i) pour toute fonction (λf) ζ JΓ(7) -f 1 on a ® ̂  J7* = /7λ f ® ̂  ;
(ii) soient ( ^ ) et (R^ deux autres families d'applications lineaires

continues Ei -> jδ/̂  verifiant a) et b) supposons que Tt = Si: = R{ sauf
en un point isole i0 et que Tio = /Sz o + i?,o; alors Θ T^ = Θ Si + ® i?, .

(iϋ) on suppose que pour tout i les elements â  oύ x ζ Γ sont partout
denses dans Ei; soient ({E"), (£"), Γ") une troisieme famille continue
d'espaces de Baanch et Si: E^-* E" des applications lineaires continues
verifiant les conditions analogues a a) et b) alors les applications Si o T{

verifient aussi ces conditions et on a ® (Si o T{) = (® S{) o (® JΓJ.
(iv) si les ^ sont des isomorphismes isometriques et si pour tout

x' ζ Γ' on a (T^1 x[) ζ Γ, alors <£> ίT1,- est un isomorphisms isometrique.
Remarque 5. La condition c) de la prop. 10 n'est pas toujours realisee,

on peut meme avoir | | ^ | | = 1 pour tout i et Θ Tt = 0, meme si ((E^,
(ξi), Γ) est une famille constante associee a un espace hilbertien E et
si i -> Ti est une application continue de / dans ££ (E) muni de la topo-
logie de la norme, comme le montre Γexemple suivant dύ a A. DOUADY :
prenons E = C2, / = boule unite de C 2 = ensemble des i = (i^ i%) tels
que |^|2 = Î ΊJ2 + |*212 ^ 1, Γ= ensemble des applications continues
de I dans E\ pour tout i ζ I notons T[ Γoperateur dans E de projection
orthogonale sur la droite contenant i, et posons T{ = (1 — |*|) id -\- \i\ T\
on a || T l̂ = 1, mais on va voirque pour toute application continue i -> xt

de / dans E on a Tt xt — 0 pour au moins un i, ce qui prouvera que
® Ti = 0 supposons le contraire: alors (i \ xt) Φ 0 pour tout i i |(ί | ajJl/

(ί I ίrz ), pour \i\ = 1, ne depend que de Γimage canonique de i dans ̂ S2
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et on en deduit une section continue de Γapplication canonique S3 -» S2

or il n'existe pas de telle section.
La proposition suivante montre que, en un certain sens, les produits

tensoriels continus "permutent" aux quotients.
Proposition 11. Soit ((Ei), (|* ), Γ) une famille continue d'espaces de

Banach sur I; pour tout i soίent Ft un sous-espace vectoriel fermέ de Ei et Ti

Vapplication canonique E,: -» Eί\Fi; on suppose realisees les conditions
suivantes:

a) \Tt ξi\\ = 1 pour tout i;
b) pour tout x — fa) ζ Γ, la fonction i -» d(xh F^ est continue (d(x, F)

dέsigne la distance d'un point x a une partie F);
c) pour tout x — (x{) ζ Γ tel que Tixί φ 0 pour tout i et toute fonction

semi-continue inferieurement i -> ε̂  > 1 il existe une famille (ψi) oύ φi est
une forme lineaire continue sur Ei9 nulle sur F{, telle que ψi(Xi) = d(xi,Fi),
WψiW ^ εi9 que i -» ψi{yi) soit continue pour tout y ζ Γ et que i -> Wφ^] soit
mesurable

d) pour tout x ζ Γ et tout ε > 0 il existe y ζ Γ tel que yt — xi ζ Fi et

ΩM^ΩWTtXtl + ε.
Soit Γ' le sous-ensemble de JJ{Ei\F^) forme des families ( T ^ ) oύ

(Xi) ζ Γ; soit K le sous-espace vectoriel fermέ de §>ξΓEi engendre par les
elements de la forme ® xi oύ xt ζ Fi pour au moins un i ou de la forme
<8> Xi — Θ iji oύ Xi — yt ζ F{ pour tout i. Alors Γapplication ® Tt (cf.
prop. 10J de 0 ^ Γ ^ dans ^Tiξί)Γ>{E^Fi) passe au quotient en untiso-
morphisme isometrique de {<®ξΓ E^jK sur ®^Tiξi^Γ(EiIFi).

Demontrons d'abord que ((jδ/J^ ), (T{ | a ), Γ') est une famille continue:
les axiomes (i), (ii) et (iv) sont trivialement verifies; (iii) Test a cause
de la condition b) et (v) a cause de c). Ensuite on peut considerer T = Θ Tt

puisque les conditions a) et b) de la prop. 10 sont verifiees; T etant
visiblement nulle sur K passe au quotient en une application lineaire
continue 8 de norme < 1 de (® E^/K dans Θ {E^F^ qui transforme
ω (Θ Xi) et ® Ti x{ pour tout x ζ Γ (on note ω Γapplication canonique
® Ei -> (® Ei)\K). D'autre part pour x = (x^ ζ Γ, ω(Θ x^ ne depend
que de (Ti xt) puisque si Tt xt = Ti y{ pour tout i, ® xt — <g> y{ ζ K
d'oύ une application R: Γ' -> (Θ E^jK transformant toute famille
(TiXi) en ω(® x{), Soient maintenant F un element de D-(Γr,v') et ε
un nombre > 0 ; pour tout x' ζ Γf tel que F(xf) Φ 0 choisissons εx> > 0
de facon que Σ 1^(^)1 εχ' = ε> P u ^ s e n utilisant la condition ά), x ζ Γ

x'ζΓ'

tel que T{ x{ = x[ et i 7 | | ^ | | ^ ^7||^ί|| + £χf\ o n a alors

Σ \F(χ')\ • β( χ' Σ \
x'ζΓ x'ζΓ'

Σ
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ceci prouve que JJ F(x') R(x') appartient a (& E^/K et a une norme

^ \\F\\ ceci definit une application lineaire continue R de norme 5; 1 de
Iλ(Γ\vf) AΆΏΆ (<§ E^K:

R(F) = 2; .F(a') S(a') = 2; #(*') ω(Θ s<)
x' 6 Γ' a;' G Γ'

oύ (a )̂ ζ Γ et Tixi = x\ J? est nulle sur ilf' done definit une application
lineaire continue R de norme < 1 de ® (E^F^ dans (Θ E^jK qui trans-
forme ® ^ α̂  en ω (® sĉ ) pour tout (a^ ) ξ P. II est alors immediat que 8
et J? sont mutuellement reciproques.

Exemple. Prenons pour((J^ ) , ( | J , JΠ) une famille constante associee a un
espace de Banach E (cf. § 5, exemple) et pour Fi un sous-espace vectoriel
ferme ίixe F de E tel que Γimage canonique Tξ{ de ξi dans EjF soit
de norme 1 pour tout i. Alors les conditions a) et b) de la prop. 11 sont tri-
vialement verifiees c) se verifie en posant φi = ψt o T ou i -> ^ est une
application continue de J dans (E\F)r muni de la topologie forte verifiant
ψ^TXi) = \Txt\ et ll^ll ^ Si (cf. §5, exemple); verifions d): soit U
Γensemble ouvert relativement compact des i pour lesquels xt 4= ̂
soit ί -> ε̂  une fonction semi-continue inferieurement strictement
positive telle que (exp(/ εi * dμ(i) — 1) ίΐ\\T x{\\ g ε; posons

({y£E:Ty= T x{} pour ί £ C7

'"" fe} p o u r i ζ U ;
on voit facilement que Γapplication i -> ̂ 4̂  est semi-continue inferiere-
ment; d'apres le lemme 1 il existe une application continue i^ΊJi de
/ dans E telle que yt ζ Aί et [|̂ || ^ eBi\T ίt\ || pour tout i; alors (y.t) ζ Γ
et en outre

Ω\yt\ =βxp(/log||y4|| -^(i))g exvifεi-dμity uWTxi <ΠlTxtl +ε.

Le raisonnement fait pour etablir d) prouve aussi que Γf est Γensemble
des applications continues i -> zi de / dans ^/i^7 telles que ^ = T |^ en
dehors d'un compact, e'est-a-dire que {iβ\F), (T | 2 ), J

1') est une famille
constante.

§ 8. Produits tensoriels continus d'espaces L1

La proposition suivante generalise la prop. 3 au cas des produits
continus:

Proposition 12. Dέfίnissons I et μ comme au debut du § 5; soient, pour
tout i, Xi un ensemble, at une mesure positive atomique sur Xif ω^ un
point de X^ de masse 1 soit X une partie de Π Xi verifiant:

a) ω = (ωάζ X;
b) si χ = (χi) ζ X, on a χi = ω? en dehors d'u?ι compact et la jonction

i -> ύi (χi) appartient a C%* (I) + 1
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soit Γ le sous-ensemble de ΠIA (Xif σz ) forme des families (λi δXi) oύ
(λi) ζ J f (/) + 1 el (χ{) ( 1 ; soίt σ la mesure positive atomique sur X
definie par σ(χ) = ίlcίi(χi); soit enfin ξi = δω. ζ Lx(Xi, σ^. Alors
((X1(JL^, crt ), (ξ^, Γ) est une famiϊle continue et il existe un isomorphisme
isometrique unique de ®ξΓI/ζXi, σ^ sur Iλ(X,σ) transformant tout
element ® δx. oύ χ = (χt) ζ X en δχ.

On posera E{ = I?-(Xi, σ, ). Demontrons d'abord que ((E^, (ξ^, Γ)
est une famille continue: les axiomes (i) a (iv) sont trivialement verifies
pour (v) il suffit de prendre la forme 9?̂  sur Ei definie par la fonction
constante |/l, |//l, ζ X°°(Z? , σ )̂, c'est-a-dire

<Pi(f)=Wi' Σ f(Xi)'d(Xi) P o u r fζE{.
Xi € Xi

L'unicite de Γisomorphisme resulte du fait que les elements (8) δx. forment
un sous-ensemble total de S Et.

Pour prouver Γexistence partons d'abord d'un element F de IA{Γ, v)
on remarquera que la donnee de (λ{ δχ.) determine entierement les λi et
X = (Xi) on a

Σ Wϋλt δXi))\ - Π μ,|

on pent done definir une application lineaire continue 8 de norme ^ 1 de
Lx(Γ,v) d a n s i ^ X , σ) par

8(F)=

8 est nulle sur M (verification facile), done definit une application
lineaire continue 8 de norme < I de <g> E{ dans Z 1 (X, cr) qui transforme
tout element <g) δx. en ^%.

Inversement pour tout element / de Lλ(X, σ) on a

Σ ι/ωι 11® κ\ = Σ i/ωι # ^ t e ) = ιι/«
et on peut definir une application lineaire continue T de norme ^ 1 de
L1 (X, σ) dans ® Et par

enfin il est immediat que 8 et T sont mutuellement reciproques.

Exemple. On peut realiser les conditions de la prop. 12 en prenant
pour Xi un ensemble ήxe Xo muni d'une topologie, pour σz une mesure
atomique fixee σ0 sur Xo telle que la fonction sur Xo: χ-> σ0i{χ}) soit
continue pour ω^ un element de Xo de masse 1 et dependant continύment
de i et pour X Γensemble des applications continues i -> χt de / dans Xo

telles que χt = ω^ en dehors d'un compact.
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§ 9. Produit tensoriel inductif d'une famille continue constante
d'espaces de Banach

Όeήnissons I et μ comme au debut du § 5; considerons la famille
((E{), (ξi), Γ) continue constante associee a un espace de Banach E et a
une application continue i -» ξi (cf. § 5, exemple) notons Φ Γensemble
des applications continues i -> ψi de / dans E' muni de la topologie forte
telles que ψ{ φ 0 pour tout i, que ψi(ξi) = 1 en dehors d'un compact et
que la fonction i -» log|| < |̂| soit μ-integrable. Rappelons (§5) que Γon
peut associer a toute (φ^ ζ Φ une forme lineaire continue φ sur Lλ{Γy v)
telle que

φ(F)= Σ FfaD ΩφΛXi).

Dέfinition. On notera ®ξΓ Et ou 0 E{ Γespace de Banach separe-
complete de ^(Γ, v) pour la semi-norme q deίinie par

= mV\φ(F)\jίl\\φi\\.

On a evidemment q{F) g ||J^|| d'autre part q est nulle sur M et on peut

aussi definir ® Ei comme le separe-complete de ® E{ pour la semi-norme

x -> sup (® ψi) (%)lίl\\(pi\\. On notera encore <S) Xι Γimage canonique
()

de δ(Xi) dans ® E{ pour toute famille (x^ ζ Γ; et on a g(® xt) = i 7 | | ^ | |
d'apres la demonstration de la prop. 7.

Proposition 13. Si F est un sous-espαce de Bαnαch de E contenαnt tons

les ξiy le produit tensoriel & Ft de lα famille constante correspondant a F

et ai^> ξ{ s'identifie isometriquement a un sous-espace de Banach de & Et.

Definissons Δ, a et ψ a partir de F comme Γ, v et Φ sont definis a

partir de E Δ est un sous-ensemble de Γ et σ est la restriction de v a Δ

® Ft est le separe-complete de Lx{A,a), sous-espace de Lλ(Γ, v), pour la

semi-norme r(F) = sap\ψ(F)\IΓ\\ψil; ^ suffit done de prouver que

q(F) = r{F) pour toute FζIλ(A9σ). On a evidemment q(F) ^ r(F);
pour etablir Γinegalite inverse prenons ε > 0 et (ψ^ ζ ψ telle que
\ip(F)\III WψiW >: r(F)e~ε/2; soit i -> Et > 0 une fonction semi-continue
inferieurement telle que f βidμ{i) rg εβ en vertu du lemme 1 il existe
une application continue i —> ψι de / dans E' telle que ψi\F = ψi et

e€i Wψ^] pour tout i; alors (φ^ ζ Φ et on a

q(F) > \φ(F)\lίΊ\\Ψi\\ = Iv

d'oύ
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§ 10. Produits tensoriels continus d'algebres de Banach unitaires

Nous appellerons famille continue d'algebres de Banach toute famille
continue (iκAi)ί^I, (e^^j, Γ) ou les At sont des algebres de Banach,
ei Γ element unite de Ai9 et oύ (xt) ζ Γ et (y{) ζ Γ impliquent (xt y{) ζ Γ.

Proposition 14. Si ((-4$), (e4 ), JΓ) est une famille continue a"algebres de
Banach il existe sur ® At une structure d'algebre de Banach et une seule telle
que <g> xί - <g> yt = <g> χi yt pour (x^ et (yt) ζ Γ. Si les At sont involutives
et si (xf) ζ Γ des que (x^ ζ Γ, il existe sur 0 At une involution et une seule
telle que (® a^ )* = ® xf.

D'abord Γ est un monoϊde semi-norme pour Γoperation x y — (x{ yt)
et la semi-norme v par un procede standard on peut munir L1 (Γ, v)
d'une structure d'algebre de Banach en posant (F G) (x) = Σ F (y) G (z)

on a alors δx δy = δxy. On va voir que M est un ideal bilatere de cette
algebre pour cela il suffit de montrer que? avec les notations du § 5,
tout element de la forme <5(Wί) (δ{λiXi) — Π ^ <5(%)), (δ^.Xi) — Π λt X
X (̂ajί)) * 3(te,)> δu * (<5« + ί » - δ j , (5a, + δy - δz) βw appartient a M,
ce qui ne presente aucune difficulte. La structure d'algebre cherchee sur
§ At est alors la structure quotient; son unicite resulte de la totalite
des elements ® xim Supposons maintenant les At involutives et (xf) ζ Γ
des que (x^ ζ Γ; LX(Γ, v) est une algebre de Banach involutive si Γon
pose F* ((Xi)) = F((xff) et Γinvolution passe au quotient puisque, comme
on le voit immediatement, Γideal M est autoadjoint.

Proposition 15. Soient ( ( ^ ), (ej, Γ) une famille continue d'algebres de
Banach, ((i^ ), (ft ), Δ) une famille continue d'espaces de Banach, et, pour
tout ί} Uι une representation continue de Ai dans Eif' on suppose que

a) pour tout i les elements xi ou (x^ ζ Δ sont partout denses dans Et

b) la fonction i ~> log |[^ | | est μ-integrable]

c) pour tout (at) ζ Γ et tout (x?) ξ Δ on a ( π ^ ) xt) ζ A

dans ces conditions il existe une representation continue unique §> πt de ® A i

dans ® Ei telle que (® Tii) (Θ a{) (® x{) = ® (π^ (α )̂ x^ pour (a{) ζΓ et (ίt\ ) ζ Δ
sa norme est au plus egale a II | | π j .

Pour tout (αt ) ζ Γ la famille des operateurs πt (a^ verifie les hypo-
theses de la prop. 10 et on a meme logHπ^α^H g log||π^|| •+- loglα^l
on peut done considerer ® n^a^ ζ JSP(® E^, operateur de norme au plus
egale a / ? | | ^ ] | /?| |%| | pour tout F ζ ^{Γ, v) on a

ce qui permet de deίinir une application Hneaire continue π de norme
^ i 7 | | π , | | de Iλ(Γ,v) dans £>{§> E{) par π(F) = Σ F(a) - §> πΛa,);
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π est un morphisme d'algebres: en effet pour F et G ζ Lx(Γ,v) on a

π(F G) = Σ Σ F{b) β(c) ® π,(&<) ^(c,)
αζ-Γ be = a

d'apres la propriete (iii) du § 7 done

π(F Q)= Σ
b,c

ft est nulle sur les elements d^.ai) — i7Az- δ^cii) et (5α + <36 — δc en vertu
des proprietes (i) et (ii) du § 7, done nulle sur M\ d'oύ le resultat.

Relation entre produits tens oriels continus et produits croises
Rappelons la definition des produits croises (cf. [7]): soient A une

algebre de Banach, d'unite e, et G un groupe, d'element neutre ε, operant
dans A par automorphismes isometriques notes x -> s x (x ζ A, s ζ (?)
le produit croise de A par (? est Γalgebre de Banach Iλ(G, A) des applica-
tions F άe G dans ^4, integrables pour la mesure attribuant la masse 1 a
chaque point de G, munie de la multiplication suivante :

on notera U et V les applications de G et de A dans I?-(Q, A) definies
respectivement par

0 sinon

υ smon

les elements U(s) et V(x) engendrent D-(G, A) puisque tout element F s'
ecrit F = Σ V(F(s)) U(s); notons aussi Γidentite fondamentale

sζG

ϋ(s) V{x) = V{s-x) U(s) . (1)

Soient maintenant ((A^, (e )̂, JΓ) une famille continue d'algebres de
Banach et A son produit tensoriel pour tout i soit G{ un groupe d'element
neutre ε^ operant dans Ai par automorphismes isometriques; notons Ui

et Yi ies applications correspondantes de Ot et Ai dans L1{Gi, At)', soit
G le sous-ensemble de Π Gt forme des families s — (s{) telles que s{

~ Si en dehors d'un compact et que Γon ait (si x{) et (s^1 xt) ζ Γ des
que (x{) ζ Γ G est un sous-groupe de Π Gt et opere dans A par auto-
morphismes isometriques tels que s <g> α̂  = ® (^ α;̂ ) (cf. prop. 10 et
proprietes suivantes). Soit Θ le sous-ensemble de Π' Iλ(Gi, A{) forme des
families i -> F t (^ ) U^s^ oύ (5, ) ζ (? et (^ ) ζ Γ; on notera 1̂  Γelement
unite ϋiiεi) - F,(e,) deIλ{Gi9 AJ.
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Proposition 16. La famille d'algebres de Banach ((7^(6^, A^), (lz ), Θ)
est continue et il existe un isomorphisme d'algebres de Banach unique de
L1(G,A) sur ®(1*)Θ L1(Gi, A{) trans]ormant U(s) en (g> Ui(si) pour tout
s — (sι) ζ G et F(® Xi) en <g> F^(^) pour tout (xt) ζ Γ.

Soit A le sous-ensemble de Π L1(Gί) forme des families (^ δSi) oύ
(λi) 6 J f (7) + 1 et (5ί) ζ G; d'apres la prop. 12, ((#(#<), <3β<), zl) est une
famille continue. On sait qu'il existe pour tout i un isomorphisme iso-
metrique d'espaces de Banaeh de L1 {G{, At) sur L1 (£?$) ® At transformant
tout element F, (^) TJ^s^ en δs. <g> x.t\ on peut done identifier {{ΣMG^ A{),
(li),Θ) a ((Iλ(θi)® Ait {δei£ei),Γ') ou Γ' est le sous-ensemble de
Π (Iλffli) Θ Ai) forme des families (δs. ® ^ ); le corollaire 3 montre
alors que ces families sont continues, puis qu'il existe un isomorphisme
isometrique de ® L1 (Gi9 At) sur ® L1 (G^ ® A transformant ® F^ (a;̂ ) Ui (s^
en (0 όβi) ® (Θ ^ Ϊ ) ; d'apres la prop. 12 il existe un isomorphisme iso-
metrique de §> I^iG/) sur Lλ(G) transformant ® δS{ en δ s; enfin on a un
isomorphisme isometrique de D-(G) ® 4̂ sur ^ ( G , 4̂) transformant όs (S)
(® Xi) en F (Θ α̂  ) U (s) en composant ces isomorphismes on obtient un
isomorphisme isometrique d'espaces de Banach de ®D-(Gi,A?) sur
L1 (G} A) transformant (g) Vt {x{) Ui (ŝ ) en F ( 0 x{) U(s) pour montrer que
cet isomorphisme respecte les produits il suffit de montrer qu'il trans-
forme ® F,fe) U^) Θ F,G<) 27,^) en F(® ^ ) J7(β) 7(Θ <•) 27(5'),
ce qui est facile en tenant compte de (1).

§ 11. Produits tensoriels continus de certaines families d'espaces hilbertiens

Ce paragraphe s'inspire de [1]. Pour tout espace hilbertien complexe H
on notera 8n H le sous-espace vectoriel ferme de Γespace hilbertien
H 0 ® H (n fois) forme des elements symetriques Sn H est aussi
engendre par les elements de la forme x®x®''-xouxζll (cf. [1], § 5)
que nous noterons simplement xn on notera 8 H la somme hilbertienne
des 8n H pour n = 0, 1, 2, . . ., $° H etant Γespace C; notons ε Γelement
(1, 0, 0, . . .). Pour tout x ζ H on note expa; Γelement de 8 H ayant pour
composantes 1 dans 8° H et xn\\Jn\ dans 8n H; on a

OO CO

(expx I exp2/) = Σ (χU I Vn)lnl = Σ (x \ y)nln\ = e{χ\y)

n = 0 n = 0

les elements expo; (x ζ H) forment un sous-ensemble total de 8 H ([1],
lemme 5.1) Γapplication x -> exp# est continue car si une suite xQ tend
vers un element x on a

\\expxa - expa p = efx^2 + e]χ 2 - 2

qui tend vers 0.
Proposition 17. Definissons I et μ comme au debut du § 5; soient {H^^i

une famille d'espaces hilbertiens et A un sous-espace vectoriel de Π Hi
tel que pour tout (α̂  ) et tout (y{) ζ A la fonction i —> (xt \ yt) soit continue



284 A. GUICHARDET :

et ά support compact; soit H Γespace hilbertien separe-complete de A pour
le produit scalaire ((#«•) | (2/*)) = / (Xi \ Vi) dμ(i); soit Γ le sous-ensemble de
Π S Hi forme des families (λi expo;,) oύ (λi) ζ Jf(/) + 1 et x = (â  ) ζ A
la formule (F \ G) = Σ F(a) G(b) ίl{ai \ b^ definit un produit scalaire

sur Jf(Γ). II existe un isomorphisme isometrique unique de Γespace
hilbertien separe-complete de C/f (Γ) sur S H transformant, pour tout
(Xi) ζ A, Γimage canonique de Γelement (5(exp^) de Jf (J7) en Γexponentielle
de Vimage canonique de Γelement (x{) de A.

Remarquons d'abord que la donnee d'une famille (λi exp^) determine
entierement les λi et les xf, on notera encore (â  ) Γimage canonique de
cet element dans H. Soit T Γapplication lineaire de ctiΓ (Γ) dans 8 H
deίinie par T(F) = Σ F((b exp^)) ' ίΐ λ{ - exp(^); pour F et Gζ

ζ jΓ(Γ)ona

(T(F) I T(G)) = Σ F((λi exp^)) Q((λ'i expα )) ίΐ.

\11 λi ΐϊ λ\ exp (/

»ί)) e xP(/ l og(λϊλ e(ί

) ίΐ (λi expα;̂  | \"

= (F\G);

ceci prouve que la fonction (F, G) -> (F | G) est une forme sesquilineaire
hermitienne positive sur C% (T) et que T definit une application lineaire
isometrique T du separe-complete de C/f (Γ) dans 8 H; ImT contient les
elements exipx oύ x ζ A done, par continuite, tous les elements expx
oύ x ζ H; et ceci montre que T est surjective.

§ 12. Produits tensoriels continus de C*-algebres; applications ^latheorie
quantique des champs

Definissons I et μ comme au debut du § 5; soit ((A{), (ê ), Γ) une
famille continue d'algebres de Banach qui sont des <7*-algebres, avec
(xf) ζ Γ des que (xt) ζ Γ; la prop. 14 permet de considerer Γalgebre de
Banach involutive § Ai et la prop. 4 justifie la

Definition. Nous appellerons C*-algebre produit tensoriel continu de la
famille ((A^, (e{), Γ) et noterons (&Γ Ai ou ® Ai la O*-algebre envelop-
pante de ® At. On notera encore Θ x^ Γimage canonique de <g) xt dans
<§ -4̂  pour tout (xt) ζ Γ; on ignore la norme d'un tel element et, a vrai
dire, on ignore si ® Ai n'est pas reduit a 0!.

Proposition 18. La C*-algebre §> Ai jouil des proprietes suivantes:
(i) les elements ® c*̂  oύ (â ) ξ P forment une partie Male de ® Af.

(ii) on a <8> λ{ x{ = ίϊ λi Θ α;4 ^o^r ( ^ ) ζ Γ et (λ{) ζ J f (/) + 1

(iϋ) soient 1° une partie ouverte de I vέrifiant les conditions du § 5,
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JΓ° Vensemble des restrictions a 1° des families (x^ ζ Γ telles que xi = ei

en dehors d'un compact ίnclu dans 1°; il existe un morphisme unique de

(χ)Γ° Ai dans (x)Γ Ai transformant tout element (g) xi ou (x^ ζ Γ° en
i€i° ίei iei°
I'element (g) yt ou yi — xt pour i ζ 1° et yi = et pour i ζ 1° Vimage de ce

morphisme est le sous-espace vectoriel ferme engendrέ par les elements <g> y{

°ύ (Vi) ζ Γ & Vi — eί e n dehors d'un compact inclu dans 1°
(iv) supposons que I soit reunion d'une famille (Ia)a£A dΌuverts deux a

deux disjoints notons xa la restriction a Ia d'une famille quelconque x — (x{) £
ζ Γ; Γa Γensemble des xa ou (x{) ζ Γ; on suppose en outre que pour toute
famille (ya) £ 77 Γa telle que ya = ea pour presque tout a il existe une famille
(Xi) ζ Γ verifiant ya = xa pour tout a alors il existe un isomorphisme
unique de (g)Γ At sur (g) ( 0Γa) Ai transformant (g) xi en 0 ( (g) x^ pour

tout (Xi) ζ Γ.
Les assertions (i) et (ii) sont triviales; (iii) resulte de la remarque 4

et (iv) des prop. 4 et 8.

Application a la thέorie quantique des champs

On va voir que la notion de produit tensoriel continu permet de
construire une famille de C*-algebres B -> stf'(B) (B ouvert relativement
compact de 1R4) verifiant trois des quatre axiomes poses dans [4] pour
definir la famille des algebres d'observables locales, a savoir:

a) si B1^)B2, s/(B1)"^s/(B2); on peut alors condsiderer les jtf(B)
comme des sous-algebres de leur limite inductive s& \

b) si Bλ et B2 sont mutuellement de type espace [i. e. si (x0 — y0)
2 —

— (xi ~~ Vi)2 " (X2 ~" Vzf ~ iχz ~~ Vzf e s ^ negatif pour tout x ζ B1 et tout
y ζ B2] alors stf (B^) et j/(J52) commutent;

c) le groupe de Lorentz inhomogene 0* est represente par des auto-
morphismes ocL de J</? oύ L ζ ^ , de fa9on que <x,L(s/(B)) = stf (L B).

On va pour cela se placer dans le cas d'un champ scalaire neutre;
notons M Γespace-temps de Minkovski, ou »espace des x«; ilf* Γespace
dual, ou »espace des k« m un nombre reel strictement positif Cm Γhyper-
boloϊde dans M* defini par jfc§ — h\ — h\ — &§ = m2 C^ sa nappe superi-
eure (k0 > 0) μ une mesure positive sur (7* in variant e par le groupe de
Lorentz homogene connexe 0 v la mesure sur Cm definie par v = μ — Ji
ou dv(k) = dμ(k) — dμ(~k); Δ la distribution sur M transformee de
Fourier de v, ce qui signifie que Δ (/) = v(f) avec f{k) = f e~ι^k>0^ f(x) dx;
Δ est invariante par G et verifie Δ = — Δ (parce que v a les memes
proprietes), d'oύ resulte qu'elle est nulle en dehors du cone de lumiere1;

1 c'est-a-dire dons le region de'finie par

20 Commun. math. Phys., Vol. 5
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de plus pour deux f onctions / et g sur M on a

/ / fix) g{y) Δ{x-y) dxdy = / /(-h) g{k) dv(k)

si en outre / et g sont reelles o n a / = / e t < 7 = <7 d'oύ

//' f(x)g{y)Δ{x-y)dxdy= ffgdμ- f f g dμ = -2ilm f f g dμ (1)

et ceci est nul si les supports de / et g sont mutuellement de type espace.

Pour tout kζCm notons Ek Γespace hilbertien C, stfk son algebre
de Weyl (cf. [6]) autrement dit s$ k est isomorphe a Γ algebre des opera-
teurs lineaires continus dans un espace hilbertien complexe de dimension
inίinie denombrable et on a une application Uk de Ek dans Γensemble des
elements unitaires de s/k, fortement continue et vόrifiant

Uk(u) Uk(v) Uk(u)-i Uk(v)-ι = e-2iim««.
de plus les Uk (u) forment un ensemble irreductible dans s/k.

Posons J / = (^)Γ j / f c , produit tensoriel continu d'une famille con-

stante de C*-algebres en realite on doit modifier legerement la definition
adoptee jusqu'a maintenant de fagon a pouvoir considerer des elements
de J / de la forme <g> Uk(f(k)) ou / ζ 2){M)\ on peut prendre pour Γ
Γensemble des families k -» φ (k) Uk(f(k)) ou / ξ @(M) et oύ φ est une
fonction continue tendant vers 1 suffisamment vite lorsque k—>oo. Pour
toute fonction reelle / ζ &(M) posons A (/) = ® Uk(f(k)) ζ $0\ on a alors
A(f)A(g)A(f)~iA(g)-i = ® ϋk(f(k))

= <8> exp(-2iIm/(A;) g(k))

= exp(— 2i Im / / g dμ)
d'oύ,d'apres (1):

A(f)A(g)A(f)-*A(g)-i = exp(// f(x) g(y) Δ(x-y) dx dy) . (2)
Associons a tout ouvert relativement compact B de M la sous-C*-algebre
jrf(B) de J / egendree par les elements A (/) oύ supp/C B; alors Γaxiome
a) est verifie trivialement et b) Test en vertu de (2) de plus, Γ etant
choisi comme indique ci-dessus, «s/ apparaίt comme la limite inductive
des $0(B). Reste a verifier la covariance vis a vis du groupe 3P.

Soit d'abord A une transformation de M appartenant au groupe de
Lorentz connexe homogene G ilen resulte une transformation A' de M*
telle que (Λf k, x) = (k, A'1 x} A' induit un homeomorphisme de C^
conservant μ, d'oύ un automorphisme ocΛ de s/ transformant tout
element <g> bk en Θ ck oύ ck = bΛ'-ik

m

9 pour toute / ξ 2 (M) posons
(A f(x) = / (/ l " 1 ^); alors on verifie aisement que

A(Λf) = ccΛ(A(f)). (3)

Considerons maintenant une translation de M : x -> x + a posons
(a /) (x) — f(x — a); pour tout k ζ C^ on a un automorphisme de Ek:
u -> e~ι(k>a>y> - u; d'oύ un automorphisme αα>fc de stfk tel que &atk(Uk(u))
== Uk(e~i^kta^ - u) pour tout uζEk; soit αα Γautomorphisme de «β/,
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produit tensoriel des α α > f c : αα(<8> bk) — <g> α α j f c (δ f c ); alors on a facilement

A(af)=oca(A(f)). (4)

II est facile de verifier que ocΛ oca ocj1 — ocΛa, ce qui permet de definir un
morphisme L -> ocL du groupe & dans le groupe des automorphismes
de s0\ (3) et (4) montrent que A(L f) = ocL(Λ (/)); d'oύ Γaxiome c).

Enfin on doit pouvoir interpreter la representation classique de Fok
comme produit tensoriel continue des representations de Schrόdinger des
diverges algebres s/k; indiquons le principe du raisonnement (qui en fait
se heurte a un certain nombres de difficultes techniques non encore
surmontees): chaque jtfk admet une representation irreductible πk (qui
en est d'ailleurs la seule representation irreductible »normale«) dans
Γespace S Ek (cf. § H), associee a un etat φk de s#k tel que φk(Uk(u))

= e 2 pour tout uζ Ek; posons φ — <g> φk (en admettant que ce soit
effectivement un etat!); alors on aura

φ((f))
de plus on peut raisonnablement penser que la representation de s/
associee a φ opere dans Γespace hilbertien ® >Ŝ  Ek, lequel, d'apres la

®
prop. 17, devrait etre isomorphe a Syf Ek dμ{ky\ = S(L2(C^, μ))-espace
hilbertien dans lequel opere effectivement la representation classique
de Fok.

Ajoutons pour terminer que plusieurs conversations avec D. KASTLER
nous ont guide dans la redaction de ce dernier paragraphe.

Signalons aussi qu'on peut modifier la construction precedente pour
faire operer dans s/ le groupe de Lorentz complet; et qu'on peut faire
une construction analogue dans le cas du champ de Maxwell.

Ajoute en έpreuves. On a repris et un peu ameliore tout ce travail, mais surtout le
dernier paragraphe, dans un cours fait a ΓUniversite de Strasbourg a Γoccasion de
la R.C.P. n° 25, et qui sera publie ulterieurement.
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