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Abstract. In the present paper we consider the emission of light quanta by an
atom using the methods of non-relativistic quantum theory. The differential equa-
tions occurring there are solved using a Laplace transformation. By means of an
analytic continuation and a displacement of the integration path we get exact
solutions whose approximations lead to the usual formulae for the intensity
distribution and for the natural line width.

§ 1. Einleitung

Nach den Erkenntnissen der Elektrodynamik sendet ein angeregtes
Atomelektron Licht aus. Die Lichtwellen sind geddmpft und nicht mono-
chromatisch. Sie kénnen aber als Superposition von periodischen Wellen
aufgefal3t werden. Die Intensitdt der Partialwellen mit der Frequenz v
betragt ndherungsweise ([1], S. 33)

(1.1)

Hierbei ist , die ungestorte Schwingungsfrequenz und y die Damp-
fungskonstante. Die Konstante I, ist so gewéahlt, da} sie gleich der
gesamten Intensitit [ I(v)dw ist.

Die Lichtemission eines angeregten Atoms wurde zuerst von WEIss-
gOPF und WiaNER ([2], S.54) untersucht, welche die Formel (1.1)
theoretisch begriindet haben, wobei die auftretenden Differential-
gleichungen durch einen Ansatz ndherungsweise gelost wurden. HEITLER
und Ma [3] gaben eine exakte Losung mit Hilfe einer Fourier-Trans-
formation. Diese Methode wurde von ArNous und HEITLER [4], [5] in
eine allgemeine Theorie iiber die Linienbreite eingebaut. Dabei stellte
es sich heraus, dafl die GréBe y nicht konstant, sondern eine Funktion
der Frequenz ist.

Eine weitere wichtige Arbeit ist der Artikel von KArvfN [6] tber
die natiirliche Linienbreite. Hier werden die Differentialgleichungen nicht
durch einen Ansatz gelost, sondern mit Hilfe der Laplacetransformation
in eine einfachere Form tibergefiihrt. In der vorliegenden Arbeit soll die
Methode von KALLEN modifiziert werden. Durch analytische Fort-
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328 M. FRIEDRICH:

setzung und Anderung des Integrationsweges erhalten wir eine exakte
Formel fiir die Intensitdtsverteilung von der Form

I(y) = (1.1) + kleine Korrekturen.

§ 2. Die Wahrscheinlichkeitsamplituden

Die Emission von Licht ist eine Folge der Wechselwirkung zwischen
Elektron und elektromagnetischem Feld. Dieses physikalische System
kann verschiedene Zustdnde annehmen, die in unserem Fall die folgenden
sein sollen:

Zur Zeit t = 0 wird der Zustand ¥, realisiert, in dem es ein Elektron
mit der Energie E,, aber noch kein Lichtquant gibt. Dieser Zustand
heifle Vakuumzustand. Zu spéiteren Zeiten ist noch ein zweiter Zustand
moglich. Das Elektron hat keine Energie mehr, es existiert aber ein
Photon mit der Frequenz » und der Energie %v, die aber nicht gleich
sein muB. Dieser Einteilchenzustand wird mit ¥, bezeichnet.

Unser Ziel ist es, die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit der sich
das System zu einem beliebigen Zeitpunkt im Vakuum- oder in einem
Einteilchenzustand befindet. Dazu bestimmen wir zuerst die Wahrschein-
keitsamplituden a,(f) und a,(¢), deren Normquadrate die Wahrschein-
lichkeit angeben, daf sich das System zur Zeit ¢ im Vakuum- oder im
Einteilchenzustand mit einem Photon der Frequenz »; befindet.

Wenn wir annehmen, daf} die Energiewerte des Lichtquants diskret
sind, so daB es ein diskretes Frequenzspektrum v, v,, . . . gibt, und wenn
wir Eff = vy und % = c =1 setzen, konnen die Wahrscheinlichkeits-
amplituden berechnet werden:

y+ico
eDt
a(t) =5 - [H,2 dp
p—v— 3 ———
P ‘ %:QZ;O 1P — Vi
y—io
y+io (2.1)
1 HY - vt
() =5 : — ZAEEE 2
— 1 J— p— _—
Gr=m [ip = 2 5]
y—ioo

Diese Formeln lassen sich mit Hilfe einer Laplacetransformation [7],
die fiir = 0 in eine Fouriertransformation tibergeht, aus den Glei-
chungen ([1], S. 137)

thn (t) = 2 Hilntn/m bm ®)
m

herleiten, wobei Hiy,, das Matrixelement des Wechselwirkungs-
operators fiir einen Ubergang zwischen zwei méglichen Zustinden ist.
Diese Matrixelemente heiflen bei uns H;.
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Die Formeln (2.1), die auch aus KArrLfNs Beziehungen (28.24) und
(28.18) ([6], S. 276, 277) folgen, verallgemeinern wir nun fiir das kon-
I xl

tinuierliche Frequenzspektrum. Dabei geht die Summe 2 uber

in das Integral f L}%ﬂf(”—)d dQ, in dem g(»)dvdQ2 d1e Zahl der

Wellen angibt, deren Frequenzen zwischen » und » + dv, und deren
Fortpﬁanzungsrichtungen im Raumwinkel d2 liegen. Nun setzen wir

f|HvQ[2 (») dQ = f(»)

Falls% groB ist gegeniiber dem Radius des Atoms, ist f(v) proportional

zu v, wobei die Proportionalitdtskonstante sehr klein ist ([1], S. 42 und

[2], S. 66). Fiir groBe », die uns nicht mehr interessieren, da sie ja nicht

mehr im sichtbaren Bereich liegen, setzen wir willkiirlich f(v) = C - »—*
mit « > 1. Somit ist

Ciryvfirvys N mit ¢ = O, N*+1

f(v)_O’-v‘“fﬁrvgN und o > 1.
Die Funktion f(») ist also reell mit positiven Werten, langsam ver-
dnderlich und fiir alle » == N differenzierbar ([2], S. 63). Sie ist fiir » < NV

eine analytische Funktion, die sich ohne weiteres in die komplexe Ebene
fortsetzen 148t.

2.2)

fp)=0C;-p falls Re(p) < N. (2.3)
Um die Ausdriicke (2.1) auf das kontinuierliche Spektrum umzu-

schreiben, haben wir also Z I "l durch

r'p) = f 10) g (2.4)

zu ersetzen, so dafl wir folgende Darstellung der Wahrscheinlichkeits-
amplituden erhalten:

1 y+iM .

. er
tt) = 5 lim fM ra— L

Y—1.
. (2.5)
+iM

aw,) = L lim yf H* () - et dp

T e A TR TR D)

§ 3. Die Funktion I' (p)

Wir haben im vorangehenden Kapitel formal das Integral

e

I'(p)= ﬂ—dw

ip—w
0

23%
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gebildet, ohne uns darum zu kiimmern, ob dieses uneigentliche Integral
existiere, und ob I'(p) analytisch sei. Diese Fragen werden wir zunichst
abkléren.

Das uneigentliche Integral existiert, falls der Integrand fiir 0 < » <co
stetig ist, und falls es eine Zahl M gibt, so daf}

2
J1=‘f71~)f—(f—_)—;dv|§e 0= py < pa),
Lo

sobald u, und u, groBler als eine von ¢ abhéingige Zahl M sind.

Da f(v) eine stetige Funktion ist, wird die erste Bedingung von allen
p erfillt, fir die ¢p — v+ 0, d.h. p=+= —i». Der Integrand ist also
fur alle komplexen Zahlen p, deren Bildpunkte nicht auf dem negativen
Teil der imaginiren Achse liegen, stetig. Diese Zahlen bilden die Menge E.

Zur Bestimmung der Konstanten M schatzen wir J, fiir ein beliebiges,
aber festes p = a + ¢ b ab.

2

1
f)
L= [ i
By

Es ist [ip — v]2= (b + »)2 + a® Fir grofle v verhilt sich f(») nach
(2.2) wie C - y=* mit & > 1. Somit ist
Ha c —
YT Ve rrt e

151
Fiir die weitere Abschédtzung lassen wir nur solche 9 zu, deren Imaginér-
teile b positiv sind. Dann ist b + » > 0 und somit |/(b + »)2 + a® > b +
+ v > ». Nun la8t sich (3.1) weiter abschétzen.

Jlgf%'”_“dv:o-%[ ] <0
1

dy fir u, = N. (3.1)

v g u
Also ist

1
Lsrse falls ()'sg, A o,z () =1,
Das Integral J; konvergiert also gegen 0, sobald u;, u, = M(e) =
= max (&, M'(g)). Da die Konstanten N und M’ von der Wahl der
komplexen Zahl p unabhingig sind, existiert die Funktion ['(p) fir
alle p, deren Bildpunkte in der oberen Hélfte der komplexen Ebene

liegen, gleichmaBig.
Wenn hingegen der Imaginérteil von p negativ oder Null ist, so gilt

(b + »)2>v?nur fiiry < — —Z— . Fir b < 0 missen wir den Ausdruck (3.1)

also etwas genauer abschéitzen.
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Wir wihlen y, so gro8, dafl u, > —b. Nun ist b 4+ » > 0, und wir
konnen die Abschitzung von (3.1) weiterfithren.

He

PR R U PR M .

5y 5 FRAUE=TY B s
38 #1
Somit ist
1 « C - C -
Jlgo(bw) gesobaldb+y1_>__(—;)“,d.h.,ulg(T) —b—M"(¢)

Jy = ¢ sobald u, = M(e) = max(N, M" (g)) .

Die Funktion I'(p) ist also auch fiir diejenigen p € B definiert, deren
Imaginérteile nicht positiv sind. Zwar ist die Konvergenz nicht gleich-
mafig (M (¢) hangt auch von b ab), aber wir werden sehen, daf durch
eine zusitzliche Bedingung gleichméflige Konvergenz erreicht werden
kann.

Wir betrachten nun solche p, deren Imaginérteile grofer als eine feste
negative Zahl b; sind. Nun wiederholen wir die vorangehende Abschat-
zung, wobei wir g; > — b, wihlen. Dann ist

b+v>b+v>b +u >0
b+ v)2> (b, + »)>.

1
Nun konvergiert J; gegen 0, sobald y, groBer als N und M" (g) = (%) ¥ -

— b,. Im Gegensatz zu vorher ist M (¢) nun von b unabhingig. Das
Integral I'(p) existiert also fiir alle p mit Im (p) > b; gleichmaBig.

Zusammengefalt besitzt I'(p) folgende Eigenschaften: Die Funktion
I'(p) existiert gleichméBig fir alle p, deren Bildpunkte oberhalb einer
Parallelen zur reellen Achse, aber nicht auf der negativen imaginéiren
Achse liegen. Insbesondere haben wir auch gleichméfBige Existenz, falls
die Bildpunkte in einem beliebigen Rechteck liegen, dessen Seiten
parallel zu den Achsen sind, und das die negative imagindre Achse
nicht schneidet, das also ganz in Z liegt.

Nun gilt folgender Satz ([8], S. 317, 321): Wenn der Grenzwert
(;hxrgo g(a, p) in jedem Rechteck der Ebene E gleichmiBig in p existiert,

und wenn g¢(a, p) eine analytische Funktion von p fir alle p € E ist, so
ist auch lim g(a, p) eine analytische Funktion von p. Wir setzen nun
a—>x

a

g )= [-12_ay
0

ip—w

Da f(v) stetig ist, so ist g(a, p) nach dem Hauptsatz der Funktionen-
theorie ([8], S. 296) eine analytische Funktion fiir alle p mit ¢ p & », d. h.
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f(V)v dv

a
tiir alle p € E. Ebenso existiert der Grenzwert des Integrals f i
0

gleichmiBig in jedem Rechteck, das ganz in E liegt. Daher ist I'(p) fiir
alle p € K eine analytische Funktion.

§ 4. Die analytische Fortsetzung von I'(p)
Nach den vorangehenden Uberlegungen ist es klar, daB

o

F(P)=f sz(_v_),, dv
0

nur dann sinnvoll ist, wenn 4 p reell und negativ oder nicht reell ist.
Falls hingegen ¢ p reell und nicht negativ ist, so ist der Integrand nicht
auf dem ganzen Integrationsweg beschrinkt, so dafl das Integral singuldr
wird. Fir diese Werte p, kénnen wir aber Funktionen definieren, die
regulir sind, indem wir den Integrationsweg geeignet wihlen (Fig. 1).

Iy (py) = —z?f.,(—f—)—_v_ dv  pnahert sich von rechts der imagindren Achse,
I_(py) = Tz—{;@% dv  p nédhert sich von links der imaginéren Achse.
c.
YN -,
\_/ C'./.
Ko=1pp20
Fig. 1

Um den Zusammenhang zwischen I', (p,) und I'_(p,) zu finden, betrach-
ten wir die Differenz

A, I'(pg) = I'(py — @) — I'(po + 0) 4.1)

in der wir p gegen 0 konvergieren lassen. Da die Funktion I'(p) fir
alle p mit positivem Imaginérteil analytisch ist, untersuchen wir diesen
Grenzwert nur fiir solche p,, deren Bildpunkte auf der negativen imagi-
niren Achse liegen. Fiir die folgenden Uberlegungen ist daher i p,
= = 0.
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Auf Grund der Beziehung (2.4) erhalten wir:

- 1 1
4, I'(po) fo(") [i(po—e)—v - i(po+e)-—v] dv

0

_ - 2ip

*ff(” o — 2 — (0?4
0

F(po) = 21:ff(11)*(-,;;‘_—‘-—1€;))2_‘_?d11. (42)
0

Bevor wir p gegen 0 gehen lassen, werden wir die gleichméBige Existenz
des Integrals (4.2) fiir u, = 0 nachweisen. Dazu mufl der Integrand
stetig sein. Diese Bedingung ist sicher erfiillt, da f(») stetig und (u, —
— )%+ 02 > 0 ist. AuBerdem haben wir zu zeigen, dal es eine von p
unabhéingige Zahl M gibt, so daf3

If(ﬂo—f(:;29+g dvs ¢

ist, sobald u,, p, grofer als M () sind.
Es sei yuy > py = N, so daB sich f(v) wie € »~* mit o > 1 verhilt.
Auflerdem soll y; > u, sein, so dal v — g = p; — po > 0. Auch schrin-

ken wir ¢ auf das abgeschlossene Intervall I = (0, 1) ein. Somit ist
122
1) e - [ O™
Wt e =) G -
My #1

Da o« und p, positiv sind, gilt (v — go)~* = »~* Somit ist
(v — po)~ %
¢ f oy 07 = Of = pr 7

=0 ai I [(.uq“l—;“o)u-}.l— (ﬂa‘l‘ﬂo)m+1] <0'(ﬂ1iﬂo)u+1 ’

Also ist

Ty <

1

+1 1 =T
)d < & sobald < (—6 )“+ !
My Ho c

1
— Mo

1
C @ ’
d.h.y = ‘u0+(7) 1y (e) .
Es gibt daher eine von ¢ unabhéngige Konstante M (¢), so da3

Ja _!f(,u —fi(’;)2+e

>y = M(e) =max(N, M’ (g)) .
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Nachdem wir nun bewiesen haben, daB fir 0 < ¢ < 1 die Differenz
A4, I'(py) gleichmiBig in o existiert, lassen wir o gegen 0 konvergieren.
= li =92¢ - I e . .
AT (py) = lim 4, T'(po) mqummm_m+wm (4.3)
Zur Berechnung der Sprungfunktion A I'(p,) zerlegen wir das Integral
(4.3).

oo Ho—T

. - f®) e
31_13%0 ) G = (Ho —v)“re e V= gh_rff) (o — »)* + @* dv,
(4.4)
. f) o () e
+gh—% f(/t — )%+ @ dv+31_r>r(l) f(/t — )%+ @? .
Ho—T

T sei vorldufig eine positive reelle Zahl. Auch beschrinken wir uns
auf Werte p, mit negativem Imagindrteil (u, > 0). Zuerst berechnen

wir den Grenzwert
Ho—T
. I e

1 .

,_,i%f o — 7 o8 @
Der Integrand ist fiir 0 S v < po — 7 eine stetige Funktion von ».
Da die Funktion f(») im abgeschlossenen Intervall {0, u,» stetig ist,
gibt es eine nur von u,abhingende Konstante F, so dal f(v) < F ist auf
diesem Intervall. Diese Abschétzung gilt natirlich auch fiir die » aus
dem Integrationsintervall, denn dieses ist im Intervall {0, u,» enthalten.
Somit ist

F-p F-p P
f('V (,u —’V) +Q S (/uo__,,)z §- ) ée Sobald QéT'

Also konvergiert der Integrand des ersten Gliedes von (4.4) fiir p— 0
gleichméBig fiir alle » gegen 0. Es sind somit alle Voraussetzungen
fiir die Vertauschung der Grenzwertbildung mit der Integration erfiillt
([91, Bd. I1, S. 140).

Ho—7 o7
; e @ 4 _ : e 4
3%!””) (o — )% + @° dv—ofgh—rﬂ) fo) (o — ) + @° dv=0.

Das erste Glied der Zerlegung (4.4) liefert also keinen Beitrag:

Ho—T
f(v) - .
lim [ G = (5)
Nun haben wir das Glied
Po+ T
im, [ 10) e
to—T

zu berechnen. Wir wissen, daB f(v) fiir v = u, stetig ist.
F0) = fluo) + () mit o) =6 fir |p— ) = 8.
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Dabher ist
Mot 7 Ho+ T
o m-ﬂm—r
+ng>” ft (ﬂor—(vv))ze-i- 0 dv.

Fiir ein festes 7 1Bt sich der erste Summand berechnen:

to+ T
T Y — Uy |0+ T
g—->0 f (No—7)2+ 0 dy = gl_lg)arc tg @ |mo—t
bo—T
T TT
=2 gl_riaoarotg—g— 2-5=m
Also ist
bot+ T
Huo) lim fmd”— 7 f o) - (4.6)
HPo—T
Das Restglied
Po+ T
= [ e
R(t)—eh#no fr(v) o F & 1

Lo—T

wird direkt abgeschétzt. Da f(v) nicht nur fir » = y,, sondern fiir alle
v aus dem abgeschlossenen Intervall (uy — 7, po + 7) stetig ist, so muBl
auch r(y) auf diesem Intervall stetig sein. Daher gibt es ein » = v,
so daB |r(»)| < |r(v)| fir alle v € {uy — 7, 4y + 7). Wir schrinken nun v
so ein, dafl T < d(¢) und somit |r(v)| < e ist. Diese Abschétzung gilt ins-
besondere auch fiir »,. Daher ist |r(v,)] < e, sobald 7 < d(¢). Nun
schitzen wir das Restglied ab. Zunéchst ist

o+ T Ho+7T
4
o= [l g =
Bo—T o T Bo—T
T
= Jrv)l - fde=2 |r(v:)] are tg - = |r(v)] - @
HBo—T

Diese Abschitzung ist unabhédngig von p, sie bleibt auch giiltig, wenn
o gegen 0 konvergiert. Daher geniigt das Restglied der Ungleichung

|[R(z)] < m-¢ sobald 7 < d(e). 4.7)
Unter Verwendung von (4.6) bekommen wir
Ho+ 7T
Jim, ff(v mdi’—ﬂ f(po) + B(z) . (4.8)

to—T
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SchlieBlich haben wir noch das dritte Glied von (4.4) zu bestimmen.

S
Q—>0 ff (#40 —1')2+e dv—lflobll.nlo ff(v) w—rre

o+ T

Es gllt nun der Satz ([9] Bd. IT, S. 146):
lim lim fgv, )dy = hm lim fgv, )dy

q—>0 b—o00 b 0—0 a

falls bh'm f g(», o) dv gleichmiBig und hm f g(v, o) dv gewohnlich
—0 4

existieren.
b

Der Grenzwert lim dv existiert gleichmaBig fiir

e
+ f( ) (/l — ’,)2 + 2
0<p=1,dafir dleselben Werte von p das Integral (4 2) gleichmaBig

) e

(o —»)? + @* d

existiert. Nun berechnen wir noch den Grenzwert von
Mo+ T

fir p— 0.

dy .

e e
) (o —)* + @* dvl = ff(v) (o —v)* + @*
o+ T b+ 7

Da f(v) im Integrationsintervall stetig ist, gibt es eine Konstante F,
sodaB f(») = F.
b

b
e _ v L
ff('l«') (o —»)* + @* dng@ f(ﬂo—v)z dv=FoK.

Bo+ T bot+ T
K ist eine von g unabhéngige Zahl, so da3

’/f‘l/)md‘l/l<FQKS€ sobald Q<———-=5(8)

D1es bedeutet, daB
b
lim [ S S
Ho+ T
Die beiden Grenziiberginge diirfen also miteinander vertauscht werden.

— lim L S S—" -
e—»off /t—V)’+9 Tt % b—lfr:oe-zlo ff(v)(ﬂo—v)”-e*d” 0.

ot 7 o+ T
Somit verschwindet auch das dritte Glied von (4.4):

i @
911_13) ff(v)md‘ii:o. (4.9)

wy
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Unter Verwendung der Resultate (4.5), (4.8) und (4.9) geht (4.3) iiber in
A I'(po) = 27 i f(po) + 21 R (7) .

Bis jetzt war 7 eine beliebige positive Zahl. Diese lassen wir nun gegen 0
konvergieren, wobei nach (4.7) das Restglied R(7) gegen 0 strebt. Die
Sprungfunktion selber verschwindet aber nicht.

AT (pg) =2mi-flug) =2m1CLpug=—2nC;p, fir p,= N
A (py)=—-2aC,p, fir N=ip,>0. (4.10)
Aus diesem Resultat und der Beziehung (4.1) folgt weiter:
4 I'(pg) = I'_(po) = Iy (o)
I’ (po) = I~ (po) + 27 Cy g - (4.11)

Fir alle p, deren Real- und Imaginérteile negativ sind, fithren wir
eine neue Funktion ein:

I'py=Ip)—Ap) mit Alp)=-2xC;p. 4.12)

Wir wissen, dafl I'(p) und A4 I'(p) in der rechten und linken Halfte
der komplexen Ebene analytisch sind, so daf} gilt:

I'(p) analytisch fiir alle p aus dem 4. Quadranten,
I" (p) analytisch fiir alle p aus dem 3. Quadranten.
Auflerdem folgt aus (4.11) fiir alle p, mit ¢ p, < N
Lim I (po — @) = lim I(p, — @) + lim 27 Cy(po — @)

I

gli_lﬁ)r(po“ 0) + 2m C; p,
lim I™ (p, e)=@1i_13)1“(po+9)-

o—0
Somit ist I (p) fir alle p mit — N < Im(p) < 0 die analytische Fort-
setzung von I'(p) aus dem 4. in den 3. Quadranten ([8], S. 454). Von nun
an bedeute I'(p) folgendes (s. Fig. 2):

[e2]

W{(v) dv+2nCip falls p im 3. Quadranten liegt,

(o]

/‘ f(v) falls p auf der negativen ima-

I'(p)= gindren Achse liegt, (4.13)

P

% fir alle anderen p, die nicht
f —7 auf d(?r negativen reellen
0 Achse liegen.
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Die so definierte Funktion I'(p) ist analytisch fiir alle p, deren Bild-
punkte nicht auf der negativen reellen Achse oder auf der imagindren
Achse unterhalb —i N liegen.

Fig. 2

Falls wir die Wechselwirkung vernachldssigen, ist f(») =0 und
damit I'(p) = 0 oder = 25 C, p, wobei der Betrag von 2z C; p sehr klein
ist. Nun soll aber |I"(p)| auch bei Beriicksichtigung der Wechselwirkung
nie sehr gro3 werden. Wir nehmen deshalb an, auf einem Kreis K mit
Radius 7 < v, um den Punkt — ¢ v, herum und auBerhalb dieses Kreises
gelte die Ungleichung

IT@)] < lip— ). (4.14)
Dann kann die Beziehung I'(p) = ¢ p — v, nur im Innern des Kreises
K richtig sein, so daf} die Nullstellen der Funktion i p — v, — I'(p)
sicher nicht in der oberen Halbebene liegen.

§ 5. Verschiebung des Integrationsweges

Bei der Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsamplituden mit Hilfe der
Formeln (2.5)

1 y+iM ot
() = 5o i, meﬁdZ’
Y—1.
a(v,t) = -1 lim y}m H*(v) - et i
T s ) ip 0 lip—n— T0)] p

liegt der Integrationsweg in der rechten Hilfte der komplexen Ebene,
da der Realteil von p positiv sein muf3. Wir wollen nun diese Forderung
fallen lassen und den Integrationsweg parallel in die linke Halbebene
verschieben. Dabei haben wir die singuléren Stellen der Integranden zu
umgehen.

Der Integrand von a,(t) ist in der ganzen komplexen p-Ebene analy-
tisch mit Ausnahme der Punkte p,, fir die

tp—v—I'(p)=0 (6.1)

und derjenigen Punkte, in denen I'(p) nicht analytisch ist. Der Inte-
grand von a (v, t) ist fiir p = p, auch singuldr. Daneben hat er im Punkte
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p, mit

ip,—v=0 (5.2)
eine zweite Singularitit. Diese liegt auf dem negativen Teil der ima-
gindren Achse, da p, = —¢ v mit » = 0.

Zur Bestimmung der ersten Singularitit setzen wir p; = a; + ¢ b,.
Zunichst nehmen wir an, p, liege nicht im 3. Quadranten. Dann ist
nach (4.13)

[o0]

'ip1—’l’o—[’(pl)=ia1—-bl._vo_f f(»)
0

ta,—b,—»

(v
1+fT+»>ad]'

Daher kann ¢ p, — v, — I'(p,) nur verschwinden, falls a; = 0 und &, + »,

dy

b,
= —b —vo+f/§:)_((bl+y) dv +ia,

= f bff:j)v dv. Diese Beziehung 148t sich nur durch negative b, befriedi-
1

0
gen, da die Nullstellen von ¢ p — v, — I'(p) nicht in der oberen Halb-
ebene liegen konnen. Das fithrt aber auch zu einem Widerspruch, da

b; + v, eine reelle Zahl ist, wahrend f z;(—i)v dv nicht reell ist, da wir

um y = — b; herumintegrieren miissen. Somit kann p, nur im 3. Quadran-
ten liegen und es gilt:

oo

ip— = T(p) —ia,— by ~vo—fm_“%dv—2nol<al+iba
b, +
=—b——v0+ (fzir)-((b-l-:) v—2nCia,+

+z[a1+a1fa%—_[_f(g)_}_—w2—dv—2n01bl} .
0

Der Ausdruck ¢ p; — vy — I'(p,) wird nun 0, wenn

1) (b, + )
J mdﬂ=bl+vo+2ﬂ01al (5.3)
und <0, b <0
(»)
al[1+fa1+(b+v ]=2n01b1. (5.4)

Auf Grund der Annahmen dber I'(p) wissen wir, daB die Nullstellen
der Funktion G (p) = ¢ p — vy — I'(p) in einem Kreis K mit Radius r < v,
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um den Punkt —éw, liegen. Auf K gilt nach (4.14) die Ungleichung
[¢  — wo| > |— I'(p)|. so daB nach dem Satz von RovcHE ([10], S. 88) die
Funktionen ¢ p — v, und ¢ p — vy — I'(p) in der Anzahl der Nullstellen
iibereinstimmen. Somit gibt es immer genau ein p,, das im 3. Quadranten
in der Umgebung von —i v, liegt und der Beziehung (5.1) geniigt.

Nun dndern wir den Integrationsweg in (2.5), wobei wir darauf zu
achten haben, daf} die komplexe Ebene von —¢N bis —¢co und von —co
bis 0 aufgeschlitzt ist.

D~ Lbene » =0riM M yriM =6+IM M priM
b Co
O
7 -0 7 - 7
X }32
Pr : !
Py Dy | x pC”
rd
-iN N W _J-iN
=7 17 A 7 17 oy
y-iM 7-iM x y-iM
Fig. 3

Wir erhalten dadurch folgende Beitridge zu den Integralen
1 vjiM ot 1 y+iM H* () .
2 v) - e?

% J p—n—T@ ? ™ 9n ) = Gp—rn— T
y—iM y—iM

1) Integral von y — ¢ M bis —J — i.N iiber cy,

2) Integral von — 6 — ¢ N bis — & + ¢.M iber cy pr,

3) Integral von —§ ++ ¢ M bis y ++ ¢ M iiber ¢y, (5.5)
4) Integral iber ¢, um den Pol p, herum,

5) Integral iiber ¢, um den Pol p, herum.

dp .

Finige dieser Teilintegrale kénnen wir direkt berechnen. Es ist bei-
spielsweise

1 H¥(y) - ov* _ H*) £ etfip—r—I(p)
2z P oo —r—T@1 P~ 2mi P o= P
14 v
Nach der Integralformel von Cauchy ist
1 95 @llip—v—I , et
PET p— (—iv) P=0) — v — I(—iv) °

v
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Somit finden wir

L H*p)er _
@9 lip—rn—T] P~

H*(v) - e~ivt
Y — g — I'(—iv) °

(5.6)

Nun berechnen wir das Ghed— SIS ertdp

m Der Nenner G(p)

G
=1ip— v, — I'(p) ist eine analytische Funktion von p, die in der Um-
gebung von p, in eine Potenzreihe entwickelt wird.

Gp)=CGp)+ (p—p) G(p) + -~

Nach (5.1) ist p, eine Nullstelle von G (p). Um zu zeigen, dafl diese von
der 1. Ordnung ist, berechnen wir G’ (p) fiir solche p, deren Real- und
Imaginérteile negativ sind.

4 1)

G =i-I"W=i-5, | 5,
0

dv — 2n C; . (6.7)
Das Integral darf unter dem Integrationszeichen differenziert werden,

da das Integral der Ableitung des Integranden gleichmiBig existiert
([9], Bd. I1T, S. 299). Es ist ndmlich firp=2«+tyundy > — N

L I’ e
=il as|= [ 5O [ IO g,
131

=) ErwE? =) wror

My H
Esist v+ y>wv— N >0, falls wir y4; > N wihlen. Dann erhalten wir

]
Q) C- . "
f(yiv)ﬂd”‘f( VN)Z‘“<C] — Ny e dy<C (- Ny <e

H1
1

sobald p, = NV + (%)““ .
Somit ist

G’(p)=i+if—(ﬁlf—i)—”;dv—2n01.
0

Um nun anzugeben, dafl Real- und Imaginirteil negativ sein sollen,
setzen wir p = —a — ¢ b. Dann ist

e (p)_z+zf-(b—f‘”l—dv-2nol

1a)?

f®) (6 —»)
G (p)=—2a f[ y),+a2]2dv—2n01+

o (5.8)
. 1) [(b —»)*—a*]
IS R B (s

0
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Unter Benutzung der Beziehung (5.4) untersuchen wir den Imaginarteil.

1) [6—»P—a2] 1) I =2+ a7 [(b—v>=+a2]
“‘f [6—vf - @ 47 ’1+f [6—» +af ©

f(v)dv 27:01 (”)
_Wof [G—»+aT 2 Zf =+ 4

Der groBite Beitrag zum letzten Integral kommt aus der Umgebung
von ¥ = b, da f(») stetig und nur langsam veranderlich ist.

o] o

) N av
J @+ P10 ) T

_ 1) v—b 1 b
= oar [—(v—b)2+a2 + — arctg—]o

_1e b 1 1(b) b 7
T 207 [b2+a2+%+_ar0tg ]<2a2 [b2+a2+7]'
Also ist
@) [(b—v)*—a?] 2ﬂf(b) b-f(0) _ fO)=
1+f [(6 —»)? + a*]? dv a  *P+a  a
= m/®) _ 5-10) > 1) (@®+ b2 —abd)>0.

a b2 + a? a(a®+b%)
Aus dieser Abschitzung geht hervor, daf der Imaginirteil von G'(p,)
positiv ist, daB also G'(p,;) nicht O sein kann. Somit haben wir nach-
gewiesen, daB jedes p, aus dem dritten Quadranten eine Nullstelle 1. Ord-
nung von G (p) sein kann. Daher konnen wir schreiben:
ert ert
ip—v—I(@)  @—p) F@)+--
und die Integralformel von CaucHY anwenden.

ert ert
Ogg(p—pw’(plw CAp =27 iy

Es ist also

1 ert % - ePrt eP1t
2n ¢ 1p— vy — I'(p) dp = i—1(py) =TT i) (5.9)

(e}t
1 e?tH*(v)dp
Die vorangehenden Uberlegungen gelten auch fur P lip-re-T DT

C'x

da wir wissen, daB} ¢ p, — » & 0. Somit ist
l H* () - er? i - H*(v) em?
(@P“—v) [W—%—F(I’)] T Gm— E—T" ()]

oy o (5.10)

eI
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Fiir die Wahl von 6 haben wir nur die Einschrinkung, daB der Inte-
grationsweg links von den Singularititen liegen mufl. Wir konnen
daher ¢ gegen Unendlich gehen lassen und die Grenzwerte derjenigen
Glieder von (5.5) berechnen, die von ¢ abhingen.

ert

Als erstes untersuchen wir die Grenzwerte von f md P

Cyum
ert dp . 3 .
und f Gp = lip— T Dazu zerlegen wir die Integrale:
, —6—if t
er eP
e TR =t
Onm —0—iN
—0+1iB . —4+iM t
er e?
+ f mdp+ f P —v—T@p) P
—o—ip —8+ip
Nun ist fir p= -6 — iyund dp = —i dy
o pt
li S
agrolo f ip — vo— L'(p) dp
—0—iN ,
I H _ot. 1i . e—ivt
—61‘1‘?;6 t 611’[20 ’Lf f‘/“”o“ia—r(-—é—iy)d

Da der erste Faktor gegen 0 strebt, geniigt es zu zeigen, daf der zweite
beschrankt ist. Nun gilt

Y—vy— i8— (= 05— iy)— —vo—zé—l—f ’ﬂ IO dvi2m 0,6+ iy)

=22rC;—))0+y—v+2xCiy+

+f v——y-l—zé

Der letzte Summand verschwindet fiir grofle § gleichméfBig in y, denn

es ist
fi») f)
’f v—y+25d }<fl/(v y)* + 6 dv = 6ff
Somit ist fiir § = &,

ly—v—id—I(~d—iy)|=4.

Hieraus folgt
8 N

ewe 1
’—’fy——vo—za~1"(—6—zy) ’gﬁ Zdy=0

2¢ Commun, math. Phys., Vol. 2
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fiir geniigend grofle §. Das Integral von —d — 4N bis — & — ¢ 8 konver-
giert daher gegen 0, wenn & gegen Unendlich strebt.

Die gleichen Uberlegungen gelten auch fiir das Integral von — & + 5 8
bis — 6 + ¢ M. Folglich ist

Li f———ﬁ—d = —.~—e“*-d . 5.11
,5_,’{}00  — 7 R Cf ip—v—I(p P (6.11)
NM B
+if}
2 K
Fig, 4
Analog beweist man auch, daf}
lim [ o dp= [~ e dp. (5.12
ol’é‘ocf Gr=nr—r—1o1"? ~ ) G—ntip—r—1@ "7 *1?
NM ﬂ

Durch dhnliche Abschétzungen wie vorhin kénnen wir auch zeigen, da
die Grenzwerte

ert ert

alinioo i —ve— Ty P W alini‘of G ip—n—T@ °P

M (0374

(5.13)

gleichméfig in M existieren.

Um nun aus der Zerlegung (5.5) die Ausdriicke fiir a,(f) und a (v, ¢)
zu erhalten, lassen wir auch noch M gegen Unendlich konvergieren.
Unter Verwendung der Beziehungen (5.5), (5.6), (5.9)—(5.12) erhalten
wir:

ert

ao(t)=—2}; lim lim +

.——"d
M —>c0 8—500 ip—vy— I'(p) p
Cy

ept

1 . .
t o ahiﬁoof =T Pt (5.14)
M

1 ent ePyt
+§a70f ip—vo— I'(p) ip+ 14iI(p) °
8




Mathematisches zur Theorie der Linienbreite 345

H*(v) - ert
@l )= 7 h—”?ooalgfof(zp—v)[w—w—ﬂp)]d +
+-— lim lim H*(v) - e dp+

27 M—sc0 600 (Ep—2) [tp— vy — I'(p)]
(0374

B ) o (5.15)

1
+?;f<zp—v)[zp—vo T 4P+

H* ('V) et + H*(v) Ce-ivt
(@Pl—v) (14" (py)] v—vy— I'(—iv) *
Je das erste Glied von (5.14) und (5.15) hingt von der Art des Ab-
schneidens der Funktion f(v) ab. Wir untersuchen daher diese Grenz.-
werte nicht und setzen dafiir

1 . . ert
A=_ lim 61E>20 P —re—T(p)
0 o " (5.16)

B = 27 Ml.inoo 611_1)1; f (ep—) [tp—vo— I'(p)]

Wir werden nun noch zeigen, dafl dle Grenzwerte

14
lim lim AN d
Mo bovm J TPy — 1) p
M
und
lim lLim et

Moo 6-500 J (Gp— ) [¢p— vy — L'(p)]
Cyu

verschwinden. Zu diesem Zwecke berechnen wir fiir beide Integrale den
Grenzwert fir M — oo, wobei wir p = x + ¢ M setzen.

A ¢ ezt « et 4]
er eri . ¢
f. ip—vy— I'(p) dp] f fig— M —vy— I'(x + @M)l

/\

ert

= { [T F Rl +i00)] ©*

Nun ist

. - M
M+ vg+ Rel'(w+ ¢t M)=M + vy — /‘%ﬁ:—;dw>lﬂ—l—vo—
0

o

_ 1)
JA4

=max[l,f lff:)p dv} .
0

dv> M — f 94y >0 tans >,

24%
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Fir die weitere Abschéitzung sei M > M,.
4

Y ea:t ext
[0 T + RoI'(w i) % < o dz <
M_f 4,
+ v
—o0 0
et

1

evt

< ¢ sobald M = M, + pral

Y
< t(M — M 0
Ahnlich verliduft auch die Abschitzung des zweiten Integrals. Folglich
konvergieren die Integrale

y+iM , y4+iM -

er e
f, ip—w—T(p 4P und f @0 Gp—n—T@] P
—0+1M —0+ 1M

fir M — oo gleichméfig in § gegen 0. Da der Grenzwert dieser Integrale
auch fiir § » oo existiert [vgl. (5.13)], kénnen wir die Grenziibergdnge
M — o und § - o vertauschen ([9], Bd. IL, S. 146). Somit erhalten wir:

y+iM .
lim lim LA |
M st0 6500 ip—re—T(p P
—04+1M
y+iM
— lim lim f et dp=0
T M 6500 - (Gp—) [ip —vo— I'(p)] ’

—0+1
Unter Verwendung von (5.16) gehen somit die Darstellungen (5.14)
und (5.15) der Wahrscheinlichkeitsamplituden iiber in:

ent 1 ert
ay(t) = A -I—W—F?J;Cfmdp, (5.17)

B
H* (v) enst . H* (p) e=ivt
v) [1 + 31" (p)] v — vy — I'(—iv)
1 H*(3) et (5.18)
+ 2“of P9 ip—r— TP %P
B

a(v,t)y= B+ ip— +

§ 6. Berechnung der Wahrscheinlichkeiten

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten auf Grund der Formeln
(5.17) und (5.18) beriicksichtigen wir die Beitridge 4 und B nicht, da sie
ja von der Art des Abschneidens fiir » = N abhédngen. Auch vernach-
lassigen wir zunéchst die Glieder, die von der Integration um die negative
reelle Achse herriihren, so dal} sich die Berechnung der Wahrscheinlich-
keiten |a,(¢)? und |a (v, £)|* vereinfacht. Es ist dann fir p, =a, + i b,

. (@ + 1)) ¢ - o(@—iby)t et
1 OF = [T T T =i 0" ~ K
dlao()]* _ 2a,- et
dt —  K(p)
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lao(f)|? ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daBl zur Zeit ¢ das Atom-
dlag (?)[?
. dt

gibt die Anderung dieser Wahrscheinlichkeit pro Sekunde an, ist also die

gesamte Ubergangswahrscheinlichkeit pro Sekunde zur Zeit .

elektron angeregt ist, und dafl noch kein Lichtquant existiert.

Da @, und b, negativ sind, setzen wir a; = —a und b, = —b.
e—2at dlao(t)]Z e—2at
2 — . - — .
o (8)]% = Koy >~ dt — 2a i) ° (6.1)

Die Wahrscheinlichkeit, daB sich das Atom zu einem spéteren Zeitpunkt
noch im Anfangszustand beﬁndet nimmt exponentiell ab. Sie ist am

groBten fir ¢ = 0 und sinkt auf — dieses Wertes fiir T' = 1(1 Fir sehr

grofle Zeiten ist |a,(f)[> =0, das Atom ist wieder im Grundzustand.
Die Zahl @ ist also ein Maf fiir die Bestindigkeit des angeregten Zu-
standes.

Alaort))?

Nun berechnen wir nach (5.18) die Wahrscheinlichkeit, dafl bis zur
Zeit t Licht der Frequenz v ausgestrahlt wird.

e—2at
la(v, )2 = |H@®)? { K(p) [(»—b) + az]

1

+ v — vy — I'(—iv)] - [v — vy — ['(—iv)*]
g—at . gilv=0t

T F il (i Fb—n [ —r— T—in*] T

o—al. g—iw—bt
[1 — il (p)*) (ta +b—v) [ — vy — F(——W)]}

Wir untersuchen |a(v,?)|? nur fiir Zeiten, die grof sind gegeniiber
der Lebensdauer des angeregten Zustandes. Dadurch verschwinden das
erste, dritte und vierte Glied. AuBlerdem setzen wir

rin= [ —au f M) tp=ye).  62)
p

D

-
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Nach (4.11) ist dann
y(») =) =-2xiCiyv=—-2n1if(),
so daf wir erhalten

Imy(y)=—mf(). (6.3)
Fiir sehr grole Zeiten gilt somit
aly, o) = Tk
’ —2—y@] [ —v—y*®)]
_ | ()]
v —v—Rey ()] + [Imy(»)]*
|2 ()]?

ja (v, )2 = ¢ (6.4)

v—vy—Rey(n)]* + a*f(»)*
Zur Bestimmung der Intensitdtsverteilung des ausgestrahlten Lichtes
addieren wir alle Emissionswahrscheinlichkeiten fiir die Frequenzen
zwischen ¥ und v+ dv. Diese gesamte Emissionswahrscheinlichkeit
bezeichnen wir mit P, (v) dv.

47
[H (v, Q)
P, (v)dv = f [P —vo— Rey (") + 22/(»)* ©
0

(v) dvdf2.

Unter Benutzung der Bezeichnungen aus § 2 erhalten wir dann:

B fv) dv

P )4 =, Rey F T w707
Fiir die Intensitdtsverteilung I (v), die proportional zu P, (v) ist, gilt
daher folgende Formel:
_ f)
L0) = Io = =Rey )T T 707 - (6.5)

Die Funktion f(») ist stetig und nur langsam verdnderlich, so daf} die
Intensitéat fir v ~ v, mit

v — v — Rey(r)=0 (6.6)

das Maximum erreicht. Dieses liegt also nicht genau bei v, es gibt
eine Niveauverschiebung um Re y (v,). Diese Verschiebung werden wir
nun berechnen.

Nach (2.2) und (6.2) ist

v—e vte N oo
)"(7’)=01[/ ,,_ﬁlud‘“'l‘v_fe vﬁﬂdﬂ“vfﬂiyd“]—cj:jvdﬂ'

0 +&
Diese Integrale konnen berechnet werden.
f vﬁ,u dp=[-p—vIny—ple=ec—»— vln% .
0. y
f”ivd,u= lw+vIn(u-—»F,,=N-v—ec+vln :v .

v+
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Durch Substitution u == v 4 ¢ €¢? erhalten wir:

v+e 2n ;
Y23 v + gef? : . & .
= vdep = — = —2g—
f — du f —gv £1¢%dg i|vw+ o 2e—tvm.
Cp v—e 7

Zur Berechnung des vierten Integrals setzen wir o = 2.

fee]

e e S|
N

. . N . N—
Da —;7— < 1 ist, konnen wir ndherungsweise In N ¥ durch — % ersetzen,

so dafl das vierte Integral keinen Beitrag liefert. Somit ist

N—v
)

y(v)-———-Ol[N—l—vln ]——iC’l'pn. (6.7)

Die Frequenz »; muf} daher der Gleichung

vo—vl—-O'l[N—!— vl-lnN—vl]

(6.8)
V1
geniigen.

Wir berechnen auch die Frequenz v,, fiir welche die Intensitédt noch

die Hélfte der maximalen betrégt.

f(vo) _ I, f(vo)
I(va) = Lo G —Rey o) F T 700~ 2 7 (00
I”z — 7, — Re V(Vz)l =z f(vy) . (6.9)

Die Differenz Ay = |v, — »,| ist ein MaB fiir die Breite der Spektral-
linie. Wir werden nun diese GroBe, die Halbwertsbreite, berechnen.
vy — vg — Rey () = vy — v, — Rey(v,) + Rey(vy) + v, — vg — Rey(v) .
Nach (6.7) ist

Re [y () ~ 7 ()] = G4 [, 1In

Wir konnen teilweise v, durch v, ersetzen, da diese Frequenzen beinahe
gleich sind.

N—uv,
Vs

- vllnN_vl] .

N —»,
»

Re[y(v)) — y(»)] = C1 (v — v) In
Somit erhalten wir unter Beriicksichtigung von (6.6)

N——vl]

V1

va— ¥ — Re y(v) = (vy — »y) [1 + Ciln

Durch Vergleich mit (6.9) erhalten wir folgenden Ausdruck fir die
Halbwertsbreite :

72} (vo)
Ay= R = (6.10)
1

V1
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Wir schitzen nun auch die GroSenordnung der Konstanten ¢ und b
ab. Nach (5.3) und (5.4) geniigen diese folgenden Beziehungen:

f) (v —b)
fa2+(v b)zdv:vo—b—2n01a,

[1+faz+"(‘:) b)zdv]=2nClb=2nf(b).

Wir untersuchen zunichst die zweite Relation. Der grofite Beitrag
zum Integral kommt aus der Umgebung von » = b, so dal wir fir die
Integration f(v) durch f(b) ersetzen konnen.

(o]

1) 1 v—>ble @) [= b
fa2+(v—b)2 dy = f(b) - -arctg }0 ——a—[§—|— arctg;].
0

Eingesetzt erhalten wir:
] b
a = f(b) [2n~ 5 — arc tg;] .
Die Zahl a liegt daher zmschen -f(0) und 7z f(b), ist also immer

von der GroBenordnung f(b) = C, b. Da C; sehr klein ist, diirfen wir

arc tg % durch % ersetzen, so dafl
a~q7-fb). (6.11)

Zur Abschéitzung von b untersuchen wir das Integral

@) (» v(v v (v — b)
f(v—b)2+a2d “Of(v b)2+a2d”+0f( b a0

Wir setzen wiederum o = 2 und erhalten wie bei der Berechnung von
y(¥) wegena <b <N

; v=2(y —b) 1
ot i~ [y v~ 0
N

N

Andererseits ist

N
f_”_@‘;l’Ldvzv—a-arctgv_:li+i'ln [@* + (v — b)Y
0

(v —0)% + a® 2
‘a?+4 (N—b)?

b
—a- arctg +—— *In pER e

=——N—~a-arcth_
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Da a gegeniiber b und auch gegeniiber IV klein ist, erhalten wir

f(V)(V—b) N—b
md NC'[N+b-ln——b—]=vo—b—2nC’1a
0

vo—bNO’l[N+b-lan-b]. (6.12)

Nun werden wir noch eine grobere Naherung durchfihren, indem wir
alle Glieder, die den Faktor C| enthalten, weglassen. Die Beziehungen
(6.7), (6.8), (6.10)—(6.12) gehen dann iiber in

Re y(») ~ Im y(v) =~ 0
SRS (6.13)
ar~Ava~m-f(y).

Die natiirliche Linienbreite 2+ Ay ist somit gleich 2a = 71,—; d. h. sie

ist umgekehrt proportional zur mittleren Lebensdauer des angeregten
Zustandes.

AbschlieBend werden wir auch eine Néherung fiir die Zahl K (p,), die
in der Formel (6.1) vorkommt, herleiten. Nach der Beziehung (5.7)
ist ndmlich
K(p)=[1+iI"(p)]- [1 =0 " (p)*] = | (p)]* -
Nun ist aber nach (5.8)
Rel (p) = —2a f[—(b-‘—”lz—”)dv _2a 0,

a2]2

b__ 2___ 2
)< 1+ [T
0

Zur Berechnung des Realteils zerlegen wir die Integration in zwei
Schritte und benutzen die Beziehung (2.2) mit « = 2.

o) (b —») —9) 2(b—)
J —wraF Cf[(b W ap O f[(b W T ot O
Wegen a <b < N ist
N
v-(b—v) v 1 y—b1N
; [(b-v)2+a2]2d”=[2[(b—v)2+a2]“ﬂmtg a ]0
N LIS

M6 —NE  2a TN T 24
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Anderseits ist

‘2(b——v) dv 1
6 =v Faf &* ’“Nf o —r)p _NIF‘ 4Ne *

Somit finden wir
2aC, 2aC, 7 2aC

ReG'(p)~— 55 +—5, T2z — 27 G4
2aC N3 aC.
L R R

ReG'(p)~ -z (.

Den Imagindrteil von G'(p,) haben wir bereits in §5 ausgerechnet.
Nun benutzen wir auch noch die Néherungen (6.13).

27Cb _ b-f0) _ f(b) f(b)

Im GI (P1) = a o e 2(1 arc tg —
2710 & _ =)
a a
—~ nf(vo) 01 b
- 7uf(vo) T

Im@ (p)=1-0C,.
Da C, eine sehr kleine Zahl ist, erhalten wir
K@) ~a*Ci+ (1—CP~1,

Wir setzen die hergeleiteten Naherungen in die Formeln (6.1), (6.4)
und (6.5) ein und erhalten dadurch:

d|ay (2)|2
a0 ~ -2ty RO _gq
H 2
la (3, o) ~ (v—_% (6.14)
aln

T~ Ty 4= e -

Wenn wir schlieBlich noch a durch y/2 ersetzen, erhalten wir die iiblichen
Formeln fir die Wahrscheinlichkeiten und die Intensititsverteilung
([11, S. 184).

Bei der Herleitung der Formeln (6.14) haben wir die in (5.17) und
(5.18) auftretenden Integrale iiber c; weggelassen. Diese sind indessen
sehr stark konvergent, da e?? fiir grofle ¢ und fiir Re(p)— — o sehr
rasch gegen 0 strebt, und sollen nicht weiter untersucht werden.
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