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Abstract

Let n be an integer > 2. A group G is called generalized n-abelian if it
admits a positive polynomial endomorphism of degree n, that is if there exist
n elements a1, as, ..., a, of G such that the function ¢ : x +— ™ 2% ... g% ig
an endomorphism of G. In this paper we give some sufficient conditions for a
generalized n-abelian group to be abelian. In particular, we show that every
group admitting a positive polynomial monomorphism of degree 3 is abelian.

Résumé

Soit m un entier > 2. Un groupe G est dit n-abélien généralisé s’il ad-
met un endomorphisme polynomial positif de degré n, c’est & dire s’il existe n
éléments ai,as...,a, de G tels que 'application ¢ : z +— %z ... z% soit
un endomorphisme de G. Dans cet article, on donne quelques conditions suffi-
santes que doit vérifier un groupe n-abélien généralisé pour qu’il soit abélien.
En particulier, on montre que tout groupe admettant un monomorphisme
polynomial positif de degré 3 est abélien.

1 Introduction

Les notations rappelées ici sont classiques. En particulier, si x et y sont deux
éléments d'un groupe, on pose ¥ = y~lzy et [r,y] = z7 1y txy. Pour les notations
qui ne sont pas définies, nous renvoyons le lecteur a [6].

Soient n un entier > 2 et ¢ un endomorphisme d’un groupe G. On dit que ¢ est
un endomorphisme polynomzal, s’il existe n éléments ai,as ..., a, de G et n entiers
ki, ..., k, tels que

(@) = (@) (252) - (b )on
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pour tout € G. L’ensemble des automorphismes polynomiaux J(G) d'un groupe
fini G est un sous-groupe normal de Aut(G) contenant le groupe des automor-
phismes intérieurs de G. Si G est infini, J(G) n’est pas nécessairement un sous-groupe
(considérer par exemple dans le groupe multiplicatif des réels non nuls 'automor-
phisme x — x3).

Ces automorphismes polynomiaux ont été étudiés en particulier dans [2, 3, 8]. Il
est par exemple prouvé dans [2, Theorem 3.5] qu'un groupe fini G est nilpotent de
classe ¢ > 2 si et seulement si J(G) est nilpotent de classe ¢ — 1.

On dit que ¢ est un endomorphisme polynomial positif de degré m si tous les entiers
ky,...,k, sont strictement positifs, avec m = k; + --- + k,. On dit qu'un groupe G
est n-abélien généralisé si G admet un endomorphisme polynomial positif de degré
n. En particulier, si G est un groupe n-abélien (c’est a dire si (zy)" = z"y" pour
tous z,y € G), alors G est un groupe n-abélien généralisé. Les groupes n-abéliens
ont été completement caractérisés par Alperin [1]. Le but de cet article est d’étudier
les groupes n-abéliens généralisés.

Il n’est pas difficile de voir qu’un groupe 2-abélien généralisé est abélien. De plus,
il est bien connu quun groupe n-abélien qui n’admet aucun élément non trivial
d’ordre divisant n(n — 1) est abélien [1]. Si 7 est un ensemble de nombres premiers,
on dit qu'un groupe est m-libre s’il n’admet aucun m-élément non trivial. Pour chaque
entier n > 2, on note 7, ’ensemble des nombres premiers inférieurs ou égaux a n. Re-
marquons qu’un groupe 7m,-libre n’admet aucun élément non trivial d’ordre divisant
n(n—1). Dans la section 2 de cet article, nous prouvons que tout groupe fini 7,-libre
et n-abélien généralisé est abélien (théoreme 2.1). Avec des hypotheses convenables,
ce résultat peut s’étendre a des groupes infinis (voir la proposition 2.1 et le corol-
laire 2.2). Cependant, le résultat ne se généralise pas a un groupe quelconque. En
effet, considérons par exemple le groupe G = (a,b| (b*)* = b72, (a*)® = a~2) donné
par V.A. Churkin comme solution & un probleme du Kourovka Notebook [4, p. 121,
solution du probléeme 3.11]. Ce groupe est non abélien, sans torsion et il vérifie la
relation z%(2?)%(22)*(22)® = 1 quel que soit x dans G. C’est donc un groupe 8-
abélien généralisé, mg-libre mais non abélien. On peut aussi noter que ce groupe est
polycyclique et métabélien.

D’apres un résultat de Levi [5], un groupe G est 3-abélien si et seulement si G
est 2-Engel et I'exposant de son sous-groupe dérivé G’ divise 3; en particulier,
un tel groupe est nilpotent. Dans la section 3, on étend ce résultat en prouvant
que tout groupe 3-abélien généralisé est nilpotent (théoreme 3.1). L’existence de
groupes non résolubles d’exposant 4 montre qu'un groupe 4-abélien généralisé n’est
pas nécessairement nilpotent. Méme dans la classe des groupes métabéliens poly-
cycliques, un groupe 4-abélien généralisé n’est pas nécessairement nilpotent. Un
exemple simple est donné par le groupe diédral infini (a,b|a® = b* = 1), qui est
4-abélien généralisé puisque az?az® =1 quel que soit z.

A Taide du résultat de Levi [5] cité plus haut, il est facile de montrer que dans un
groupe, si I'application x — 23 est un monomorphisme, alors le groupe est abélien
(voir aussi [9]). Nous obtenons ici un résultat similaire pour les groupes admettant
un monomorphisme polynomial positif de degré 3 (corollaire 3.2). Enfin, dans le co-
rollaire 3.3, nous caractérisons les groupes admettant un automorphisme polynomial
positif de degré 3.

On termine cette section avec les questions suivantes :
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1) Un groupe 4-abélien généralisé et my-libre est-il nécessairement abélien ?

2) Quelle est la meilleure borne ¢ pour la classe de nilpotence d’un groupe 3-abélien
généralisé ? D’apres le théoreme 3.1, un tel groupe est nilpotent de classe au plus
10, donc ¢ < 10.

2 Groupes finis n-abéliens g énéralis és

Dans tout ce qui suit, n est toujours un entier > 2. On note ((G) le centre d'un
groupe G. Plus généralement, (;(G) désigne le (k+ 1)ieme terme de la suite centrale
ascendante de G. On a donc en particulier (o(G) =1 et (1(G) = ((G).

Proposition 2.1. Soient G un groupe nilpotent n-abélien généralisé et m l’ensemble
des nombres premiers p divisant n(n — 1)/2. Si ce groupe G est w-libre, alors il est
abélien.

Démonstration. Si ¢ désigne la classe de nilpotence de GG, supposons d’abord ¢ = 2.
Le groupe G étant n-abélien généralisé, il existe n éléments aq, as, ..., a, de G tels
que 'application ¢ :  — %2 ... 2% soit un endomorphisme de G. Soient x,y €
G. On peut écrire p(x) = x [z, a1| z [z, a9 - - - x [x, a,] o0

80(:1:) =" [x, al] [ZL’, aQ] - [x, an] = " [L aas - - .an]
puisque les commutateurs [x, ;] sont dans le centre de G. On a ainsi
oloy) = (29)" [oy, 10+ a)]

o(x)e(y) = 2" [r,a1a2 - - an)y" [y, aras - - - ay] = 2™y" [2y, ar1ay - - - ay]

ce qui entraine que (zy)™ = x™y". Mais dans un groupe nilpotent de classe inférieure
ou égale & 2, on a la relation (zy)" = z"y"[y, z| o 6, 5.3.5]. Puisque G est 7-libre,
il en résulte que G’ est trivial, ce qui est contradictoire.

Supposons maintenant ¢ > 3. Le groupe quotient G' = G/(._»(G) est nilpotent de
classe 2 et m-abélien généralisé. De plus, G étant m-libre, il est bien connu qu’il
en est de méme pour G. Alors, d’apreés le premier cas, G est abélien ce qui est

contradictoire. n

Notons que pour tout ensemble 7w de nombres premiers, un groupe nilpotent est
m-libre si et seulement si son centre l'est.

Corollaire 2.1. 5@ G est un groupe nilpotent de type fini, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) G est n-abélien généralisé (pour un entier n > 2).
(2) G est une extension finie de son centre.
(3) G est m-abélien (pour un entier m > 2).
Démonstration. Supposons d’abord que G est n-abélien généralisé et considérons

son sous-groupe de torsion 7. Ce sous-groupe est fini et G/T est un groupe n-
abélien généralisé, nilpotent et sans torsion. D’apres la proposition précédente, G /T
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est abélien, donc G’ est fini. Le fait que |G : ((G)| soit fini est alors bien connu et
facile & montrer (c’est aussi une conséquence de [6, 14.5.11 et 14.5.6]).

Supposons maintenant que |G : ((G)| = m < co. Alors  — x™ est un endomor-
phisme de G d’apres un célebre résultat de Schur [6, 10.1.3], ce qui prouve que G est
m-abélien (notons que si m = 1, G est abélien et donc m/-abélien pour tout entier
m’). Le fait que (3) implique (1) est clair. L]

Théoreme 2.1. Tout groupe fini n-abélien généralisé et m,-libre est abélien.

Démonstration. Supposons qu’il existe un groupe fini non abélien vérifiant les hy-
potheses du théoreme. Soit GG un tel groupe, choisi d’ordre minimal. Puisque G est
d’ordre impair, il est résoluble en vertu du théoreme de Feit-Thompson. De plus,
tous les quotients propres de G satisfont les hypotheses du théoreme. Ils sont donc
abéliens par minimalité. Alors, d’apreés [6, Exercice 9.2.9], G est isomorphe soit a
un groupe extra-special généralisé [6, Exercice 5.3.8], soit a un sous-groupe de H(q)
a b
0 1 ) pour
tous a # 0 et b dans le corps fini GF(q) d’ordre g. Si G était isomorphe & un groupe
extra-spécial généralisé, il serait abélien en vertu de la proposition 2.1. Donc G est
isomorphe a un sous-groupe de H(q). Puisque G est n-abélien généralisé, il existe n
éléments g1, ..., g, de G tels que 'application ¢ : f — f9' ... f9» soit un endomor-

phisme de G. Posons g; = ( ¢ d;

(¢ > 2) [6, 7.1], ou H(q) est le groupe des matrices de la forme f =

0 1 | avec ¢i,di € GF(q) et ¢; # 0. Le groupe G

n’étant pas abélien, on peut toujours trouver un élément f = < 8 11) ) € G et un
1 , v , , . , o
élément [/ = 01 )€ G'" avec a # 0,1 et b’ # 0. Puisque I'application ¢ est un

endomorphisme, on a

frore - (f1) (117
A Taide de la relation

ﬁ ( a; b ) _ ( Ty ai b+ S0 a)b, )
: 0 1
1=1

on peut écrire
L , a ¢ Yad;+abl +b—d;
H(ff/)g1:H<0 z( ) ) —
i=1 i=1
en posant
v=rcy'(ady +ab +b—di)+ Y o e; (ady + ab' + b — dy).
j=2

De méme,

T 11 (@ c; Had; + b — d;)
IS IR



Groupes n-abéliens généralisés 291
(@ erM(adi+b—dy) + Xyl (ads + b — dj)
-\ 0 1

et

- YA ety (1 (cf1+---+c;1)b’
=1y 5" )= (s -

i=1

(M) (frm) =(5 1) e

w=a"(c;' +- -+, W4y (adi +b—dy) + D a’ e ady + b —dj).
=2

Il en résulte 'égalité

en posant

En égalisant les matrices (x) et (xx), apres simplification, on obtient la relation
Pla)=c'+cta+ .. +cta" 2+ (—cgt—- - —c;t a1t = 0.

Notons que P est un polynéme non nul a coefficients dans GF(q) de degré inférieur
ou égal an — 1.

a b\ [ d" b —1)(a—1)"
0 1 L0 1

G est égal a l'ordre de a dans le groupe multiplicatif GF'(q) \ {0} (rappelons que
a est choisi distinct de 1). En remplagant successivement dans le calcul précédent
f par f2,...,f° !, on en déduit que les éléments a,a?,...,a* ! sont des racines
(distinctes) du polynome P ; notons aussi que P(1) = 0. De plus, onae > n +1
puisque G est m,-libre. Le polynome P doit donc étre de degré > n + 1, d’'ou une
contradiction. Il en résulte que G ne peut pas étre isomorphe a un sous-groupe de
H(q), ce qui achéve la démonstration du théoreme. [

montre que l'ordre e de f dans

L'égalité (

Corollaire 2.2. Soit G un groupe périodique et m,-libre admettant un endomor-
phisme de la forme ¢ : x — x®x® ... 2% . Supposons que la cloture normale de
{a1,...,a,} dans G soit finie (c’est par exemple le cas si {ay,...,a,} est un en-
semble normal). Alors G est abélien.

Démonstration. Notons F' la cloture normale de {ay,...,a,} dans G. Le groupe
quotient G/ F est m,-libre et n-abélien. Or tout groupe n-abélien 7,-libre est abélien
[1]. Par suite G’ est fini. D’apres un théoreme de Hall [6, 14.5.3], G/(3(G) est un
groupe fini (et m,-libre). Le théoreme 2.1 et la proposition 2.1 impliquent alors la
commutativé de G. Le fait que F soit fini quand {a, ..., a,} est un ensemble normal
est bien entendu une conséquence du lemme de Dicman. [ |

3 Groupes 3-ab éliens g énéralis és

Théoréme 3.1. Tout groupe 3-abélien généralisé est nilpotent (de classe < 10).



292 A. Abdollahi — B. Daoud — G. Endimioni

Démonstration. Soit G un groupe 3-abélien généralisé. Il existe donc 3 éléments
c1,Co, c3 de G tels que Iapplication ¢ : z +— x“x?2x* soit un endomorphisme de G.
Par conséquent, ¢ : & — ™ 22 est aussi un endomorphisme de G, ot a1 = cicy '
et ay = ¢3¢ ', Pour chaque z € G, on a ¢(z% 2 ') = ¢(z p(z™ ), ce qui
implique 1’égalité

—1

ag xa17

1 —1 —1
xT r=2z% z%z% pour chaque z € G.

En substituant a; a « dans cette derniere égalité (pour ¢ = 1 et i = 2), on obtient
af?*a; = a1a? et ay'as = asast. Il en résulte que le commutateur ¢ = [aq, as] commute
avec a; et ay. A Paide de ce résultat, il est facile de voir que la relation ¢(cya;~t) =
o(c)d(ya; ™) (pour un y quelconque dans G) implique la relation y? = < y°. Gréce
A cette égalité et celle obtenue en remplacant y par y !, on obtient la relation
Yy = yey<. Il en résulte que [¢,y,y] = 1 pour tout y € G, d'ont ¢ € (3(G) d’apres
[7, Théoréme 7.13 (i) et (v)]. L’égalité 4% = 4"y donne alors y = y© mod (3(G),
ce qui prouve que ¢ appartient a (4(G).

Partant de la relation ¢(a;~'y) = ¢(a; ")d(y) (et grace au fait que [ay,as] = 1
mod (4(@)), on montre facilement que 2 = 4 y* mod (4(G). En utilisant cette
congruence et celle obtenue en remplacant y par y~!, on obtient y‘“y‘“2 = y“12y“1
mod (4(G), d’ou [a1,y,y] =1 mod (4(G). En appliquant a nouveau [7, Théoreme
7.13 (ii) et (v)], on en déduit que a?(4(G) appartient & (3 (G/C4(G)); en d’autres
termes, on a a? € (;(G).

De fagon analogue, en partant de la relation ¢(yaz) = ¢(y)¢p(as), on montre que
y2 = y22y»” mod (4(G), et ensuite que a2 appartient & (7(G).

Les congruences y*> = y™’y™ mod G(G) et y? = y2y™° mod (4(G) impliquent
donc y = y™ mod (7(G) et y = y** mod (7(G), ce qui montre que a; et ay sont
dans (3(G). Le groupe quotient G/(7(G) est donc 3-abélien puisque ¢ induit sur ce
quotient I'endomorphisme x — 2. D’apres un résultat de Levi [5], cela implique que
G/¢(G) est 2-Engel. Donc ce quotient est nilpotent de classe au plus 3 [6, 12.3.6].
Il en résulte que GG est nilpotent de classe au plus 10. [

Corollaire 3.1. Un groupe 3-abélien généralisé de type fini est une extension finie
de son centre.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme précédent et du corol-
laire 2.1. [ |

Corollaire 3.2. Soit G un groupe admettant un endomorphisme polynomual positif
@ de degré 3. Alors G est abélien si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(1) le centre de G n’admet aucun éléments d’ordre 3.

(2) ¢ est monomorphisme.

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, G est nilpotent. Dong, si le centre de
G n’admet aucun élément d’ordre 3, il est facile de voir que G est 3-libre. La premiere
partie du corollaire est ainsi une conséquence de la proposition 2.1. Remarquons
maintenant que tout élément d’ordre 3 dans le centre de G appartient au noyau de
@. Il en résulte que si ce noyau est trivial, le centre de G n’admet aucun élément
d’ordre 3 et I'on est ramené au cas précédent. [
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Notre dernier résultat caractérise les groupes possédant un automorphisme po-
lynomial positif de degré 3 (rappelons que par définition, si d est un entier positif,
un groupe abélien G est d-divisible si G = {¢g? | g € G}).

Corollaire 3.3. Un groupe G admet un automorphisme polynomaial positif de degré
3 si et seulement si G est un groupe abélien 3-divisible sans éléments d’ordre 3.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que d’apres le corollaire précédent, un groupe
admettant un automorphisme polynomial positif de degré 3 est nécessairement
abélien. Le reste de la démonstration est clair. [ |
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