Calcul fonctionnel harmonique dans une
algebre de Banach involutive quotient

M. Akkar H. Arroub

Abstract

We use the Poisson integral formula in order to establish harmonic func-
tional calculus for quotient involutive Banach algebras. We give several prop-
erties of this functional calculus. L.Waelbroeck’s holomorphic functional cal-
culus is a special case of ours. We use our harmonic functional calculus to
extend result of J.W.M.Ford to quotient involutive Banach algebras.

L.WAELBROECK a montré dans [6] que le calcul fonctionnel holomorphe dans
une algebre de Banach A se généralisait a une algebre de Banach quotient A/a («
un idéal de Banach de A tel que 'injection « — A soit continue) et que c¢’est dans
ce cadre qu’il est naturel et a de nombreuses applications .

Dans [2], 'auteur construit un calcul fonctionnel harmonique sur une algebre de
Banach involutive et donne quelques applications.

Nous étendons ici son calcul au cas quotient et montrons que ces applications
(théoreme de K.FAN et VON.NEUMANN) sont encore vraies dans le cas d'une
algebre de Banach quotient (voir [1])

Introduction

Soit A une algebre de Banach unitaire (non nécessairement commutative) involutive.

Soit a un idéal bilatere auto-adjoint et distinct de A tel que a est un sous-espace
de Banach de A (cf L. WAELBROECK [5]). o devient un idéal de Banach de A (cf
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L.WAELBROECK [6]) et I'involution de o dans « devient continue. A/« est dite
une algebre de Banach involutive quotient.

Soit @ un élément de A/« le spectre de a dans Ialgebre A/« est noté par sp,a.
spaa est un compact non vide de C.

On se donne un ouvert U de C tel que sp,a C B(z,,R) C B(z,R) C U,
(2o € U, R > 0). On désigne par h(U, A) 'espace vectoriel complexe des applications
f: U — A harmoniques. h(U, «) est un sous-espace vectoriel de h(U, A).

On pose h(U, A/a) = h(U, A)/h(U, ). Un élément de h(U, A/a) est noté par f.

Le calcul fonctionnel harmonique dans I’algebre de Banach involutive quotient
AJa consiste & donner un sens & I’élément f(a) de A/a pour toute application
f : U — A harmonique. La construction de ce calcul fonctionnel harmonique est
basée sur la formule intégrale de Poisson. L’application qui a f associe f (@) est
linéaire et vérifie :

1_fa)=1sif=1

2_ f(d) =a si f =z ou z désigne 'application qui a z associe z

3_ f*(a) = (f(a))* si @ commute avec f et f*.

Si f est holomorphe on retrouve le calcul fonctionnel holomorphe défini par
L.WAELBROECK [6].

Si a = 0 on retrouve le calcul fonctionnel harmonique défini par A.ELKINANI

[2].

1 Préliminaires

Dans toute la suite, un espace vectoriel ou une algebre sera sur C et I'unité d’une
algebre sera notée par 1.

Nous rappelons tout d’abord quelques notions sur les structures quotients définies
par LWAELBROECK [4], [5], [6].

1.1 Espace de Banach quotient [4], [5]

Soient (E, || ||) un espace de Banach et F'un sous-espace vectoriel de E. F'est dit
un sous espace de Banach de £ si F' est muni d’une norme d’espace de Banach ng
plus fine que celle induite par || ||. Le théoréme du graphe fermé permet de conclure
que de telles normes np sont équivalentes. On dit qu’il n’y a qu’une seule telle norme
a une équivalence pres. Le quotient F/F est appelé espace de Banach quotient.

1.2 Algébre de Banach quotient [6]

Soient (A, || ||) une algebre de Banach unitaire et o un idéal bilatere distinct de
A tel que « soit un sous-espace de Banach de A. Soit n, une norme d’espace de
Banach sur « plus fine que celle induite par || ||

Le théoreme du graphe fermé permet de conclure que les multiplications
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Axa — o axA — «
(a,2) — ax (z,a) — za

sont séparément continues, donc globalement continues.

On pose pour tout z € a |||l =sup {n,(az)|la € A ||a|| < 1}.

| [|o est une norme d’espace de Banach sur « équivalente a n,,.

D’autre part on a |laz||, < |la]|||z]la pour tout a € A et pour tout x € «, donc
(a, || |la) est une algebre de Banach.

A/a est dite une algebre de Banach quotient.

Si de plus A est a involution continue * et o est un idéal bilatere auto-adjoint de
A alors I'involution de o dans « est continue. A/« est dite une algebre de Banach
involutive quotient.

1.3 Spectre dans une alg éebre de Banach quotient

Soient A/a une algebre de Banach quotient et @ un élément de A/« le spectre
de a dans 'algebre A/« seranoté par sp,a. Le spectre de A dans A sera noté par spa.

Proposition 1 : (voir aussi le cas ou l'algétbre A est commutative de
L.WAELBROECK [6]).

Soient A/a une algeébre de Banach quotient et a un élément de A/c. Alors spaa est
une partie non vide et compacte de C.

Preuve :

« est contenu dans un idéal bilatere maximal o’de A. Un tel idéal o’est fermé
dans A. A/a’ est une algebre de Banach unitaire, donc spya est non vide et est
contenu dans sp,a d’ou sp,a est non vide. D’autre part sp,a est contenu dans spa
qui est compact, donc sp,a est borné. Pour conclure il suffit de prouver que sp,a
est fermé dans C. En effet, soit A € C\sp,a il existe by € A, z) € o, y) € « tels que :

(a—)\)b,\—i-x,\ :b,\(a—)\)—i—y,\ =1.

Le groupe des éléments inversibles dans A est ouvert dans A. Donc il existe V)
un voisinage de A dans C tel que pour tout z € Vi (a—2)by+x) et by(a—z) +yx
sont inversibles dans A.

Pour tout z € V) on pose :

b.=bA\1—(z—X)by) t €A
v, =23(1—(z=Nby) ' €a
. = (1= (2= XNby) 'yr € a

Ona (a—2)b,+x, =b.(a—2)+y. =1 pour tout z € V. D’ou V, est contenu

dans C\sp,a. ]

Rappelons quelques notations.

Soient A/« une algebre de Banach quotient et U un ouvert de R® (n > 1). On
désigne par CP(U, A),(p > 0) l'algebre unitaire des applications u : U — A de
classe CP. CP(U, a) est un idéal bilatere distinct de CP(U, A).
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On pose : CP(U, A/a) = C*(U, A)/CP(U, ). Un élément de l'algebre CP(U, A/a)
est noté par 4 (la classe d’équivalence de u modulo C?(U,«a)). Si de plus A est
involutive et « est un idéal bilatere auto-adjoint de A alors CP(U, «v) est un idéal
bilatere auto-adjoint de ’algebre involutive C?(U, A). L’involution de C*(U, A) dans
lui méme qui a wu associe u* envoie C*(U, «) dans lui méme, donc elle induit une
involution de I'algebre CP(U, A/a) qui & @ associe @*. Donc CP(U, A/a) devient une
algebre involutive unitaire.

On définit de méme algebre C*(U, A/a) = C=(U, A)/C™(U, a) et I'involution
u —— u" dans le cas ou A est involutive et « est un idéal bilatere auto-adjoint de A.

Proposition 2 :

Soient A/« une algébre de Banach quotient et a un élément de A/a. Alors il
existe u : C\spoa — A de classe C* tel que (& —Z)t = @(a — z) = 1 dans I'algébre
C*(C\spaa, A/a) ou z désigne I'application qui a z associe z. Autrement dit & — z
est inversible dans I'algébre C*°(C\spaa, A/ ).

Preuve :

On reprend la preuve de la proposition 1. Pour tout A € C\spya il existe V) un
voisinage de ouvert de A\ dans C (on peut prendre une boule ouverte) tel que :
(a —2)b, + x, =b,(a — z) + y. = 1 pour tout z € V) avec
b, = b>\(1 — (Z — )\)bk)_l cA
x,=x\(1— (2 — )\)b,\)_ €«
yzz(l—( )\)bk) Yy € @
Pour tout z € V) on pose :
ux(z) = b, ua(2) = x5, wr(2) =y,
uy : Vi — A et vy, wy : Vi — «a sont analytiques donc de classe C™ et vérifient :
(@ — 2)ur(z) +va(z) = ur(2)(a — 2) + wx(z) = 1 pour tout z € V,.
On pose U = C\sp,a ouvert de C. Les V) forment un recouvrement d’ouverts de
U. Le théoreme d’existence d’une partition de I'unité de classe C*° subordonnée au
recouvrement d’ouverts V) de 'ouvert U met en évidence une famille o) : U — R
(A € U ) de fonctions positives de classe C* vérifiant :

i) supp(py) C Vi pour tout A de U.
it) Pour tout compact K de U, un nombre fini seulement de ¢, ne sont pas
identiquement nulles sur K.
ii) Pour tout z € U on a »_ ¢a(z) = 1.
AU

On définit pour tout A € U u) : U — A et v),w) : U — « par :

u)(2) = oa(z)un(z) si z € V) et u\(z) = 0 sinon
vy (2) = pa(2)ua(z) si 2 € V) et vy(2) = 0 sinon
wh(2) = pa(2)wa(2) si z € Vy et w)(z) = 0 sinon

/ / / oo .
Uy, vy, wy sont de classe C> sur U. On pose :

u(z) = 3 u(2)

AeU
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v(z) = > vi(2)

AeU

w(z) = > wi(z)

AEU
Onawu:U — Aetv,w:U — « sont de classe C* et vérifient :
(a —2)u(z) +v(z) = u(z)(a — z) + w(z) = 1 pour tout z € U.
Dot (@ — )t = @(da —Z) = 1 dans C*(U, A/a). n

Remarque :

Si a’ est un autre représentant de @ et v/ une autre application v’ : U — A de
classe CP vérifiant (' — z)u’ = @'(a’ — z) = 1 alors @ = @'. Ceci découle de I'unicité
de l'inverse dans une algebre.

Lemme :

Soient K un compact de R", U un voisinage ouvert de K dans R"(n > 1). Alors
il existe une fonction h : R" — [0, 1] de classe C* a support contenu dans U et
h =1 sur un voisinage de K.

Preuve :

Ceci découle du théoreme d’existence d’une partition de I'unité.

Proposition 3 :

Soient A/« une algébre de Banach quotient, a € A/a, U un ouvert de C tel que :
U D B(2,,R) D B(25,R) D spaa, (2, € U, R > 0). Avec B(z,, R) la boule ouverte
de centre z, et de rayon R, B(z,, R) la boule fermée de centre z, et de rayon R.
Alors il existe h : C — [0, 1] de classe C* a support contenu dans B(z,, R),h =1
sur un voisinage de sp,a et u; : C — A de classe C* tels que :

(64— 2)iy = Gy(a —2z) = 1 — h dans C*(C, A/a), ol z désigne 'application qui
a z associe z.

Preuve :

Le lemme donne l'existence d’une telle application h. La proposition 2 donne
Iexistence de u : C\spoa — A et v,w : C\sp,a — «a de classe C™ telles que :
(a —2)u(z) +v(z) = u(z)(a — z) + w(z) = 1 pour tout z € C\sp,a.
On définit u; : C — A et vy, w; : C — «
par :
ui(z) = (1 = h(2))u(z) si z € C\spaa et u1(2) =0 si z € spya
v1(2) = (1 = h(2))v(z) si z € C\spaa et v1(z) =0 si z € sp,a
wi(z) = (1 = h(z))w(z) si z € C\spaa et wi(z) =0 si z € spya
uy,v1, wy sont de classe C™ et on a :
(@ — 2)ur(z) + v1(2) = ui(2)(a — z) + wi(z) = 1 — h(z) pour tout z € C . D’ou
(64— 2)iiy = Gy (@ —2z) = 1 — h dans C®(C, A/a). n
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1.4 Fonctions harmoniques

Soient A/« une algebre de Banach quotient, U un ouvert de C. Une application
0? 0?
f:U — A de classe C* est dite harmonique si le Laplacien A(f) = 57 o7 5 + Jy J;

est nul sur U.

Remarque :

Si u est une forme linéaire continue de A alors A(uof) = wo A (f). Comme
le dual topologique de A sépare les points de A, alors dire qu’une application f de
classe C*° est harmonique revient a dire que pour toute forme linéaire continue u de
A uof est harmonique. On désigne par h(U, A) I'espace vectoriel des applications
f: U — A harmoniques. h(U, ) est un sous espace vectoriel de h(U, A). On pose
h(U, AJa) = h(U, A)/h(U, «). Si de plus A est involutive et o est un idéal bilatere
auto—adjoint de A alors l'involution h(U, A) — h(U, A) qui a f associe f* envoie
h(U, o) dans h(U, ), donc elle induit I'involution h(U, A/a) — h(U, A/a) qui & f
associe f*.

Formule intégrale de Poisson :

Soient U un ouvert de C, z, € U, R > 0 tels que B(z,, R) C U. Alors pour toute
application harmonique f: U — A et pour tout |z — z,| < R on a :

1 WR2— |z — 2 dY
/(z) = 211 /|z/—zo|R /&) |2 — 2?2 =z
(formule intégrale de Poisson)

Si on pose 2’ = z, + Re® 0 < 0 < 27 alors on obtlent
S AE RZ B —le ==l
T or —z? '

Remarque :

La formule intégrale de Poisson pour les applications harmoniques a valeurs dans
A découle de la formule intégrale de Poisson pour les applications harmoniques a

valeurs dans C. Ceci découle du fait que le dual topologique de A sépare les points
de A.

2 Calcul fonctionnel harmonique dans une alg  ebre de Banach
involutive quotient

Soient A/« une algebre de Banach involutive quotient, @ € A/a, U un ouvert de
C tel que :
spat C B(z0, R) C B(zo, R) C U, (2, € U, R > 0).
La proposition 2 de I met en évidence u : C\sp,a — A de classe C* tel que
@ est U'inverse de a — z dans 'algebre C*°(C\spaa, A/a), ou z désigne I'application
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qui a z associe z.

Définition :
Sous les hypotheses précédentes, soit f un élément de h(U, A/a).
On pose f ) la classe d’équivalence modulo « de
o / f(z — (a — zo)(a — zo)*]u(2)*dh, (2 = z, + Re®®,0 < 0 < 27).
iy

Remarques :

1 . f(@) a un sens car la fonction sous le signe intégrale est continue
2.Sia=0alorsu(z) = (a—2z)"" pour tout z € C\spaa et on retrouve le calcul
fonctionnel harmonique dans une algébre de Banach involutive (c¢f A.ELKINANTI /2/)

Proposition 4 :
Sous les hypotheéses précédentes, f (@) ne dépend pas du choix des représentants

a? ’U/,f:

Preuve :
Soient a’,u’, f* d’autres représentants respectivement de a, u, f.

On pose Q = U\spaa, alors a = =
Done falR® — (a - Z,)(a — Z)"]a" = f'
1nvolut1ve COO(Q A/a) Parsuite on a :

) ]u(2)*df est équivalent modulo « &

2 / f(z — (a— zo)(a — 2z,)"u(z
— [T R — (@ — 2)(@ — ) (=) do. =

U

@2 3

f f" dans Dalgebre C*(Q,A/a).
— (@' — z,)(&' — %,)*]u’" dans l'algebre

i

a’
u*

2m
Théoréme :
Soient A/« une algébre de Banach involutive quotient, a € A/a, U un ouvert de
C tel que spaa C B(20, R) C B(z,, R) C U, (2, € U, R > 0). Alors
i) I'application h(U, A/a) — A/a qui a f associe f(a) est linéaire.

ii) Si f =1 alors f(a) =
iii) Si f(z) = P(z)(a — z) avec P un polynéme a coéfficients dans A alors

f(a)=0.
iv) Si f(z) = P(z) avec P un polynéme a coéfficients dans A alors f(a)

= P(a).

Preuve :

i) Découle de la linéarité de I'intégrale.
ii) On a f(z) =1 donc f(a) est la classe d’équivalence modulo « de

1 2

— / w(2)[R? = (a— 29)(a — 2o)*ulz)"db.
7 Jo 5

En utilisant le fait que (@ —2z)u = u(a—z) = 1 dans l'algebre C*°(C\sp,a, A/a)
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et en écrivant a — z, = (a — 2) 4 (z — z,) pour tout z de C, on obtient f(a) est égal
a la classe d’équivalence modulo o de

1 1 *
Sy e L
271 |z—zo|:RU(2) - 271 |z—zo|:RU(2) -
1
Pour conclure il suffit de prouver que — u(z)dz = —1 modulo . En

271 |z—z0|=R
effet,
1 1

— dz = — / d
271 /|z—zo|RU(z) ® 271 |z—zo|:RUI(2) :

u; : C — A est de classe C* ,u; = u en dehors de supp(h) qui est contenu
dans B(z,, R) (cf proposition3). On prend R’ suffisament grand tel que R’ > R et

spa C B(z,, R'). En utilisant la formule de Stokes on aura alors :
1 1 8u1

el dz = _/ —(2)dz N d
211 /|z—zo|RUI(Z) - 2mi J|z—z,|<r OZ (2)dz N\ dz
8u1

1 0 1
/ i_l(z)di ANdz — — —(2)dz N dz.
|z—z0 | <R/

" omi 0z 211 JR<|z—2,|<R’ OZ
1 ouy 1 ou
0 —/ U NdE A dz = — L 2)dz A dz.
ha » R<|z—20|<R’ 0z (NZ) : : 211 R<|z—z0|<R’ 0z (Z) - :
Or (a —z)u = u(a — z) = 1 dans 'algebre C*(C\spaa, A/«) alors

0
< C\spaa :— « est de classe C* donc

0z
1 1 8u1
. dz= — / U )dz A dz modulo a.
27 /|z—zo|RU(z> - 271 J|z—zo|<R' OZ (2)dz A dz modulo a
L% formule deaStokes donne .
U _
— —(2)dzZ Ndz = — d
271 /|z—zo|§R/ 0z (Z) ® i 271 |z—z0|=R’ UI(z> -
1 1
- dz= — / — 2)"'dz modulo a.
omi /|Z_ZO|R/U(Z> = om |z_zo|:R/(a ?) dz modulo a
1
Or —/ (a —2)"*dz = —1, d’out le résultat cherché.
211 Jz—zo|=R'

iii) Soit f(2) = P(z)(a — 2) ot P est un polynome a coéfficients dans A. On se
ramene au cas f(z) = (z—2z,)"(a—2),n > 0. f(a) est la classe d’équivalence modulo
a de

L [ ez am R (a2 a =) =)0, Or (a-) = ia—3) —
1 dans I'algebre C**(C\spaa, A/a) , donc

/0 T = 2)"(a = 2)u(2) B2 — (@ — 2o)(a — 20) Tu(2)"d0

[R? — (a = zo)(a — 20)"]
o 2m 2

/0 (z — 2zo)"u(z)"df € «, ou encore /0 (z — 2,)"u(2)df € a, puisque o est

—_

o

27
/ (z — 2,)"u(z)*df. Tout revient a prouver que
0

auto-adjoint et 1’ involution * est continue.

2 27
/ (z = zo)"u(z)dld = R2”/ L)ndH (car |z — z,| = R)

0 0 (z2—2)

R2n
= — / %dz. Montrons alors que /
i Jz—zo=R (2 — 2,)" le—z0|=R (2 — 2o

En effet, il existe k : C — [0, 1] de classe C* telle que k = 1 sur un voisinage de z,
et supp(k) C B(z,, R). On pose :

u(z)

)n+1 dz € a.
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1—k
@:C—>Cdéﬁniepargp(2):%siz;«ézOetgo(z):()siz:zg.goest
Z— 2
de classe C™ et ¢(z) = o™ en dehors de supp(k).
u(z)
———dz = / d
/Iz—zolR (z — Z0>n+1 z |Z_ZO|:R90(Z)U1(Z) 2

0
= (SOELI) (2)dz A dz (formule de Stokes).
|z—z0|<R 0z

On prend R’ suffisament grands de sorte que R > R et R’ > ||la — 2,|| . Donc

Apur) , |
/|Z_ZO|§R e (2)dz Ndz
Apur) , | Apur) , |
- dz A dz — / dz A d
lz—zo|<R' OZ (2)dz n dz R<|z—z|<R OZ (2)dz n dz
On a % :{z| |z — 20| > R} — « est de classe C*°. Donc
Z
Apur) , |
/|Z_ZO|§R e (2)dz Ndz
d(pur)

= o en W(z)d? A dz modulo «
(a—=2)"

dz modulo a.

- (o) ()= |

|z—z0|=R’ |z—z0|=R’ (Z — ZO>n+1
En éerivant z —a = (2 — 2,) — (a — 2,) et en utilisant le fait que ||— “oll =
zZ— 2
la = zoll (a—2)" = e k-1
7<1onaura/ — —dz = —1i a— 2, / Z2—2) " de.
R/ Y (Z - z0>n+1 ];0( ) 0 ( )
2m —n—k—1 U(Z)
Or / (z — z0) df = 0,¥k > 0, donc / ——77dz = 0 modulo
0 le—z0|=R (2 — 2,)
. n

iv) Soit f(z) = P(z) avec P un polynéme a coéfficients dans A.
On pose : g(z) = f(2) — P(a). Alors g(z) = Q(2)(a — 2z) avec () un polynéme a
coéfficients dans A. Le iii) acheve la démonstration.

Proposition 5 :

Sous les hypothéses du théoreme 1 on suppose de plus que l’algébre A est
commutative, que l’algébre A/« est hermitienne et que f est harmonique a valeurs

dans C. Soit x' un caractére de Ialgébre A/a. Alors X'(f(a)) = f(X'(a)).

Preuve :

Soit X' un caractére de Palgebre A/a.
x:A—C
a — x(a) = x'(a) est un caractére de A dont le noyau contient . Comme '’
est hermitien alors x l’est aussi.

@) =[5 [ AR (0 2)a — 2)u()ds)]

Comme x est continu et hermitien alors
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@) =5 [ FEMuEDIR ~ (o)~ 2) (@) — )X (())ds

Or (a—2)u(z)+v(z) = 1,v(z) € a (cf proposition 2). Comme o« C Ker(x), alors
(@) - () =L
Do (@) = 5= [ (o) A= =2 — g = (@)

Proposition 6 :

Soient A/a une algébre de Banach involutive quotient, a € A/a, U un ouvert
de C tel que spaa C B(z, R) C B(z,R) C U, f un élément de h(U, A/a) . Si
commute avec f et f* dans I’algébre C*(U, A/a) alors f*(a) = (f(a))*.

Preuve :
) est la classe d’ equlvalence modulo « de
o / Iz — (a = zo)(a — 2,)"Ju(z)"dd
= [ / u(z >[R2 (a—20)(a—20)"u(2)" f(2)db] " car Pimvolution est continue.
7w Jo

On pose : 2 = U\spa. i est I'inverse de @ — z dans I'algebre C*(Q2, A/a). f et
f* commutent avec @ — z dans 1’algébre C>® (2, A/ a) donc f et f* commutent avec
@ dans C*(Q, A/a). Parsuite f commute avec a,a*, @, @ dans C*(Q, A/a).

Alors 4[R2 — (a—Z2,)(a—Z,)*|a" f = fu[R?—(a— 50)(51— Z,)*]i* dans C*(Q, A/a).

Donc
o ) WD = (0= 2@~ 2)ule) ()
= % /0% f()u(2)[R?* - (a — z,)(a — 2)*]u(2)*dfd modulo «.

Don f*(a) = (f(a))". .
Proposition 7 :

Soient A/« une algébre de Banach involutive quotient, a € A/« et U un ouvert
de C tel que spaa C B(z,,R) C B(2,,R) C U, (2 € U/R>0) . Soit f : U — A
holomorphe. Alors f(a) coincide avec fla] du calcul fonctionnel holomorphe défini
par L.WAELBROECK [6).

Preuve :

Il existe R' > R tel que B(z,,R) C U. f(a) est la classe d’équivalence modulo

a de —/ f(z — (a— zo)(a — z,)"u(z)"db.
Comme f est holomorphe alors f(z) = 271m /|Z i zf(_)zdz Donc
o [ SEEIR — (0 2@ =) T =5 [ Al
avec g(z') = %/o i 7 1_ Zu(z)[RQ — (a— zo)(a — z,)"|u(z)*do.
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Montrons que 2" — (2" —a)g(z") — 1 est de classe C* sur {2'| |2 — 2,| > R} a
Z—a (z’—z) (a—2) 1_a—z
4 z -z 2=z

(' —a)g(z)=1+z— —/ 2)[R? — (a — 2o)(a — 2o)*]u(2)*df avec z
est une constant de a. Tout rev1ent a prouver que Papplication qui & 2 associe

1 27 —

2—/ a/ © u(2)[R?—(a—2,)(a—2,)*Ju(z)*d0 est de classe C™ sur {2/| |2'—z,| > R}
o 2 —z

a valeurs dans a. On a (a — 2)u(z) = 1 —v(z) pour tout z € C\sp,a avec v de classe

C*> a valeurs dans «(cf proposition 2). Donc

% /0% %’U(Z)[R2 — (@ — 20)(a — zo)*|u(z)"dd =

valeurs dans «. En effet, , donc

SR = (0= z)(a = 2)"]g1(2) — ga(),

2m
avec g1(2') = /027r :( 2 df et gof =5 / ?—(a—2z,)(a—z,)"|u(2)*db.

go est holomorphe sur {2’ € C| |2/ — 2o > R} a Valeurs dans «, donc elle est de

classe C™ a valeurs dans «. Pour conclure il suffit de prouver que g; est de classe
C™ a valeurs dans .
/ 2 U Z) * : pY /
q(2") = / - df| , tout revient alors a prouver que 2’ — /
0o 2 —=z 0
est de classe C* sur {2’ € C| |2’ — 2,| > R} a valeurs dans a.

/Of ;(_)Zde _ /02” & _1 )« 21 —yu(=)d8

L= (2 — z)

2 u(z)

z—z

do

o T (2_7/%)”
= /0 7 )n—l—l

( u(z)df la convergrence est uniforme donc
2 —z
n=0 o

Too 1 27
- W/ (z - zO)”u(z)dQ], or |z — z,| = R, alors
n=0 L\Z" — %o 0

/0% uz) :f[i%)m/o%( uz) <db|

2 —z L — 2 Z— 2o)"

) u(z) J ]

R2n
nz::() [z’(z’ — 2,)" ! /|z—zo|R (2 — zo)"tt :

Il existe k : C — [0, 1] de classe C™ telle que k = 1 sur un voisinage de z, et
supp(k) C B(zo, R).

1—
On pose : p,(2) = % si 2z # 2z, et pn(z) =0 si z = z,. Donc
zZ — 20
2m u(z) = R
do = —/ n d
I Rl el

3
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avec R” suffisament grand tel que R” > R' > R et R" > |la — 2.
m&’d(Z) et £U est de
classe C*™ sur {z € C| |z — z,| > R} a valeurs dans a.

+00

3 [% /R g(gonul)(z)di A dz]

n=0 '— 2 <|z—z0|<R" 0z

+o00 R2n 1 o

= _ ————u(2)dzZ A dz] cette fonction en 2’
nz::O [z’(z’ — 2"t /R<|z—zo|§R” (2 — 2,)" T Oz (2)

étant le conjugué (pour 'involution *) d’une application holomorphe sur

{z' € C| |2' = z,] > R} a valeurs dans a.

D’autre part on a :

0
Pour tout |z — 2z, > R on a g(gonul)(z) =
z

nz::o [i(zl - Zo>n+1 /|Z_ZO|SR” 83“0 Ul)(Z) z Z]
too R2n
nz::o Li(2" = 20)" " /|Z—ZO|R//(90 u1)(z)dz| (formule de Stokes)
400 R2n
nz::O _’i(Z/ - ZO>n+1 /|Z—20|R//(g0 U)(Z) <
too R2n . 1
= —_— - . _ d :| B ,
”2::0 (2 = 2o)"" /lz—ZolR” (2 — zo)"H! (a = 2)7 dz| — g3(2) avec
P | N L e
gs3 - =0 Z(my’b-f'l |z—20|=R" (Z _ Z0>TL+1 .

1 _
Or /|Z_Z =R 7(2 . )n-l—l (a — z) 1dZ

1 _
= —/|Z_z - m((z—zg) —(a— z,)) tdz. Comme ||a — 2,|| < |z — 2| =

R, on aura

+o0 (a o Zg)k .
- _/| | Z Wdz, la convergence est uniforme donc
z2—2zo|=R" =0 \# — %o
L 1 = k dz
(a2 = = Y (- ) dr
\/|Z_ZO|RN (z - z0>n+1( ) k,‘go( 0) |Z—Zo|:R// (Z - z0>n+k+2

dz
Or/ kT2
|z—z0 =R (Z - Zo)

1
/| | W(a — 2)7'dz = 0 pour tout n > 0 d’oi
2—20|=R" (2 o

= 0 pour tout n > 0 et pour tout k& > 0), donc

—z
+o00 R2n o
> [W/I . %(gonul)(z)di A dz] = 0 pour tout z vérifiant |z —
n=0 o 2—=Zo|>

zo| > R.

g3 est le conjugué (pour l'involution *) d’une application holomorphe & valeurs
dans a.

Conclusion : 2/ — (2’ —a)g(2’) — 1 est de classe C* sur {2’ € C| |2’ —2,| > R}
a valeurs dans «.

Donc 2" — g(Z') + u(2’) est de classe C* sur {z' € C| |2’ — z,| > R} a valeurs
dans a.
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Dot f(@) est la classe d’équivalence modulo a de

1 . O / o
2mi /lz/—zo|R/ fu()d" = 20 |z —zo| =R/ f(Z)u(2)dz
1 0
=735 ; /I | f(z)2h a/l; dz' A dz' modulo «.
™ 2/ —zo|<R’
Diou f(a) = flal. )

Proposition 8 : (théoreme de J.W.M.FORD dans une algebre de Banach involutive
quotient [3], voir aussi le cas @ = 0 de A.ELKINANT [2]).

Soient A/« une algébre de Banach involutive quotient, a un élément hermitien
de A/a tel que spoa C {z € C|Re(z) > 0}. Alors il existe un élément hermitien b
de A/a tel que b* = a.

Preuve :

On pose : U = {z € C|Re(z) > 0} U est un ouvert de C contenant spya. Il
existe z, > 0, R > 0 tels que sp,a C B(2,, R) C B(z,, R) C U. Il existe une fonction
f holomorphe sur U telle que f*(z) = z pour tout z € U et f(1) = 1. On pose :
b = fla] définit par le calcul fonctionnel holomorphe (cf L.WAELBROECK [6]).
Comme f?(z) = z pour tout z € U alors é2 = a . Il reste a prouver que b est
hermitien . D’apres (la proposition 7) on a b = fla] = f(a), donc b* est la classe
d’équivalence modulo « de

27
% [ TER — (0= 20)(a = 20 ulz)dh, (= = 2 + Re®)
o _

= o [ @R ~ (@ = 200 — ) Jul=)d6 car T = (2)

Il existe 0 < R’ < R tel que spoa C B(z,, R'), on pose : Q = {z € C|Re(z) >
Oct |z — z,| > R'}.

Q) est un ouvert de C invariant par I'application z — Z.

Ona:u(z)(a—z)+v(z) = (a — 2)u(z) + w(z) = 1 pour tout z € Q donc

u(z)(a —2Z) +v(z) = (a — Z)u(z) + w(z) = 1 pour tout z € €. Ceci donne

z — u(z) —u(2)" et z — u(z)" — u(Z) sont de classe C*™ sur 2 a valeurs dans
. Donc b* est la classe d’équivalence modulo « de

[ ) (A~ (0 = 2)(a— ) Ju(z)s
= % A ’ F(u(Z)[R? — (a — z,)(a — 2,)*|u(2)dl (¢ = %)
_ % A Wf(Z)U(z)*[RQ o (a . ZO)(G, . ZO)*]u(z)dQ

a[R* — (4 — 2,)(a — %,)*]a* dans algébre C®(Q, A/a). D’oui b* = b. ]
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Soient A/« et B/ deux algebres de Banach involutives quotients.

L : A — B un morphisme d’algebres involutives unitaires et continu tel que
L(a) C B. L induit le morphisme L : A/oe — B/ d’algebres involutives unitaire
qui & @ associe L(a) = L(a).

Proposition 9 :

Sous les hypotheses précédentes, soient a € A/a et U un ouvert de C tel que :

spat C B(20,R) C B(z0,R) C U,(z, € U/ R > 0). Soit f un élément de
h(U, A/a).

On pose : g = Lof : U — B. )

Alors g est harmonique, spgL(a) C spaa et §(L(a)) = L(f(a)).

Preuve :

L est linéaire continue donc A(g) = A(Lof) = Lo A (f) = 0 d'ou g est
harmonique.

Soit z & spsa alors il existe b € A,z € a,y € « tels que : (a — 2)b+ = =
bla—2)+y =1. Donc (L(a) — 2)L(b) + L(z) = L(b)(L(a) — 2z) + L(y) = 1, or
L(o) C B donc z & spgL(a). D’ou spgL(a) C spaa. On a (@ —z)u = u(a —z) = 1

dans I'algebre C*°(C\sp,a, A/a).
On pose : v = Lou, le théoreme du graphe fermé donne L : « — (3 continue.

Donc (L(a) — 2)o = 0(L(a) — z) = 1 dans Palgebre C>°(C\spaa, A/S), parsuite
on a g(L(a)) est la classe d’équivalence modulo [ de

% /027r LQf(Z)LOu(z)[RQ _ (L(a) B ZO)(L(G) B ZO)*](LOU(Z))*dQ
= L[%/o Wf(z)u(z)[RZ — (a — z,)(a — z,)*|u(2)*df|, car L est un morphisme

d’algebres involutives continu unitaire. D’ott §(L(a)) = L(f(a)). ]
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