Sur une classe d’algebres topologiques
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Abstract

We introduce a class of topological algebras which is between the class of
Q-algebras and that of advertibly complete ones. We give some properties
of this class and characterize it in the normed and the multiplicative cases.
Some questions, in particular the boundedness of multiplicative functionals,
are discussed.

1 Introduction

Dans ce travail, nous introduisons une classe d’algebres topologiques que nous ap-
pelons A. Cette classe contient la classe Q des Q-algebres topologiques (i.e celles
dont I’ensemble des éléments inversibles est ouvert). Elle est contenue dans la classe
D des algebres ”advertibly complete”au sens de S. Warner ([13]) et A. Mallios ([8]).
Ces inclusions sont, en général, strictes. Nous montrons que dans le cas normé, la
classe A coincide avec Q. Nous montrons aussi que les algebres localement mul-
tiplicativement convexes (a.l.m.c.) qui appartiennent a A sont exactement celles
qui sont pleines dans leurs complétées. Nous en déduisons que dans ce cas A et
D coincident. La multiplicativité locale est nécessaire pour ce dernier résultat. En
fait, nous donnons un exemple d’une a.l.c. compléte qui n’appartient pas a A.

La classe A est stable par produit quelconque et par limite projective; et les
sous-algebres pleines d’éléments de A sont dans 4. Nous montrons que dans la
classe A, la convergence des séries géométriques est équivalente a celle des suites
puissances (proposition 3.7). Ceci montre que les éléments réguliers dans les algebres
de cette classe sont de spectre borné.

Received by the editors February 1995

Communicated by J. Schmets

AMS Mathematics Subject Classification : 46H20, 46H05, 46H99.

Keywords : Algébre topologique, Q-algébre, advertiblement convergente, advertiblement comple-
te, complétée, caractere, spectre, élément régulier.

Bull. Belg. Math. Soc. 8 (1996), 153-77



14 M. Akkar — A. Beddaa — M. Oudadess

Dans la partie 4, en caractérisant les a.l.m.c.(non nécessairement completes) qui
sont dans A, nous montrons que plusieurs propriétés d’a.l.m.c. completes restent
vraies pour celles-ci. Ainsi, nous retrouvons facilement, comme conséquences, des
résultats obtenus par A. Mallios dans ([8]).

Dans les algebres normées advertiblement completes (i.e qui sont des Q-al-
gebres), tout caractere est continu. Le probléme de savoir si tout caractére dans une
a.l.m.c. commutative complete est borné (probleme de Michael) est toujours ouvert.
En utilisant un travail de W. Zelazko, nous montrons que la réponse a ce probleme
est négative dans la classe des a.l.m.c. advertiblement completes.

Il est démontré dans ([1]) et dans ([11]) que dans une a.l.m.c. commuta-
tive complete dont tout élément est régulier, I’ensemble des caracteres non nuls est
équiborné. Nous étendons ce résultat aux a.l.A-convexes introduites dans ([7]).
Nous montrons aussi que ceci ne reste pas vrai dans le cas advertiblement complet.

Jusqu’a présent, on ne sait pas si une a.l.m.c. commutative complete dont tout
élément est régulier est une ”pseudo-Banach algebra” au sens de([5 ]) (i.e tout borné
est régulier). Nous donnons un exemple d’une a.l.m.c. advertiblement complete
commutative dont tout élément est régulier et admettant des bornés non réguliers.
Enfin, nous caractérisons les a.l.m.c. advertiblement completes dont tout élément
est régulier et nous donnons un théoreme de structure de ces algebres.

2 Préliminaires

Dans tout ce qui suit, les algebres considérées seront complexes, associatives et
unitaires; I'unité est notée e.

Soient A une algebre et B une sous-algebre de A. On dit que B est pleine dans A
si tout élément de B inversible dans A est inversible dans B (i.e G(A) N B=G(B)),
ou G(A) désigne I'ensemble des éléments inversibles de A. On appelle Spectre d'un
élément = € A P'ensemble Spz ={A € C| e — = ¢  G(A)}. Le rayon spectral
de z est le nombre p(z) =sup{|A\| |\ € Spzx}.

Une algebre topologique est une algebre munie d’une topologie vectorielle telle
que le produit soit séparement continu. Elle est dite A-normée si sa topologie est
définie par une seule norme d’espace vectoriel. Une algebre topologique A est dite
une Q-algebre si G(A) est ouvert. Elle est dite localement convexe (a.l.c.) si sa
topologie est définie par une famille de semi-normes (py)aea. Si (pa)a vérifie

oa(zy) < pa(x)paly) , pour tous xz,y € A et tout X € A

on dit que A est localement multiplicativement convexe (a.l.m.c.).

On dit qu'une a.l.c. est localement A-convexe (a.l.A-convexe) si sa topologie
est définie par une famille de semi-normes (py)aea vérifiant :
VAie A, VaeeA, I MANz)>0, 3N\ z) >0 tels que :
pa(zy) < M(A\ x)pa(y) et pa(yx) < N(A x)pa(y), pour tout y € A.
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Soient A une algebre topologique et x € A. On appelle rayon de régularité de z
le nombre :
B(z)= inf{a > 0 | la suite (%), soit bornée}.

o
On dit que z est régulier si 3(z) est fini. Un borné de A est dit régulier s'il
est absorbé par un disque borné idempotent. L’algebre A est dite S-réguliere si
(3 transforme tout borné de A en un borné de R*. Une a.l.c. est dite m-tonnelée si
tout tonneau (i.e disque fermé et absorbant) idempotent est un voisinage de zéro.

3 Classe A

Définition 3.1 : Soient A une algebre topologique et (z))\ une suite généralisée
dans A. On dit que (x,), est advertiblement convergente s’il existe un élément z€A
tel que les suites (xxy)et (zax)y convergent vers I’élément unité e.

Remarques 3.1 :
(1) Si (xy)x est convergente vers un élément inversible, alors elle est advert-
iblement convergente.
(2) Il existe des algebres topologiques admettant des suites advertiblement
convergentes non convergentes (cf exemple 4.1).

Définition 3.2 : On dit qu’une algebre topologique a la propriété (T) si toute
suite généralisée advertiblement convergente est convergente. On note par A la
classe des algebres ayant la propriété (T).

Commencons par donner la proposition suivante qui sera utile par la suite.

Proposition 3.1 : Soit A une algebre topologique et (x,), une suite advert-
iblement convergente.
(1) Soit z €A tel que (zz))x et (zxx)) soient convergentes vers e. Alors ()
est convergente si et seulement si z est inversible (dans ce cas liin Ty =a).

(2) Si A est séparée, alors il existe un et un seul z dans A tel que (zz))) et
(x )y soient convergentes vers e.

Preuve : Il suffit d’utiliser la continuité séparée du produit et I'unicité de la
limite dans le cas séparé.

EXEMPLES

(1) Toute algebre de Banach (A, || ||) appartient a A. En effet, si z € A et
(n)n est une suite dans A telle que (zz,,), et (z,z), convergent vers e, alors, pour
n assez grand, on aura ||zx, —e| < 1et [z, —e| < 1. D’ou z est inversible et
(n)n est convergente.

(2) Soit M][0,1]I’algebre des fonctions mesurables sur [0,1]et a valeurs com-
plexes. Considérons I’algebre quotient A=M]0,1]/N, ot N est I'idéal des fonctions
nulles presque partout. L’algebre A munie de la topologie de la convergence en
mesure est une algebre topologique métrisable complete([12]). Elle appartient a la
classe A. En effet, si f € A et (f,), une suite dans A telle que (ff,), converge
vers la fonction constante 1, alors il existe une sous-suite telle que (f f,, )x converge
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presque partout vers 1. D’ou {z | f(z) = 0} est de mesure nulle. Par suite f est
inversible dans A et (f,), converge vers f~1.

(3) Soit C(R) l'algebre des fonctions continues sur R et a valeurs dans C,
munie de la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes. Si f
€ C(R) et (f,), une suite telle que (ff,), converge vers la fonction constante 1,
alors f ne s’annule en aucun point de R. D’ou f est inversible et par suite (f,),
est convergente. Ainsi C(R) est dans la classe A. Nous verrons plus loin qu’en fait
toute a.l.m.c. complete est dans A.

Remarque 3.2 : Comme dans I’exemple 1, on montre que toute Q-algebre
topologique appartient a la classe A. On désigne par Q la classe des Q-algebres
topologiques. On a donc @ C A. Cette inclusion est, en général, stricte (Exemple
3 ci-dessus). Cependant on a la :

Proposition 3.2 : Soit A une algebre normée. Alors : A est une Q-algebre
si et seulement si A € A.

Preuve : Supposons que A € A, on va montrer que A est pleine dans sa
complétée A. Soient z€ A N G(A) et y € A tel que 2y = yx = e. Il existe donc
une suite (z,), de Cauchy dans A qui converge vers y dans A. D’ou (z,), est
advertiblement convergente donc convergente dans A. Par suite z € G(A). Ainsi

G(A) est ouvert car G(A) Dest.

Remarque 3.3 : La proposition précédente n’est pas vraie dans une algebre
A-normée quelconque (La multiplication du produit est nécessaire). En effet, con-
sidérons l'algebre A des fonctions f, mesurables sur [0,1], & valeurs complexes et
qui sont de la forme f = Y Aixa, ; avec n € N et (Aj)i<i<n une partition de
[0,1]telle que mes(A4;) > 0, pour tout i=1,2,3,....,n. Munie de la norme définie par :
[flli = Sy |f()]dt, Valgebre A est A-normée. Elle vérifie (T) carsi f € A et (fu)n
est une suite dans A telle que (ff,)n converge vers 1 dans A, alors il existe une
sous-suite (f fn, ), qui converge presque partout vers 1. D’ou flz) # 0 pour presque
tout z. Donc, A\ # 0, pour tout i € {1,2,...,n}. Par conséquent, f est inversible dans
A. Mais A n’est pas une Q-algebre, car sinon, il existerait a > 0 tel que 1+f soit
inversible dans A, pour tout f vérifiant ||f||< a. Mais si on considere la fonction
définie sur [0,1]par :

flz)=1size [0,%] et f(z) =0, siz € ]%, 1],
on aura : ||f]1 = % < a, alors que, 14+fn’est pas inversible dans A car 1+f = 0 sur
0, %] qui est de mesure strictement positive.

Nous donnons maintenant quelques propriétés de stabilité de la classe A.

Proposition 3.3
(1) Le produit d’'une famille d’algebres de la classe A (muni de la topologie
produit) est dans A.
(2) Toute sous-algebre fermée B d’une algebre A appartenant a A, appartient
a A.

(3) Toute sous-algebre pleine d'une algebre appartenant a A, appartient a A.
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Preuve : (1) Soit (A,),.; une famille d’éléments de A. Considérons I’algebre
produit A = J];c; A; munie de la topologie produit. Soit (x), une suite advertible-
ment convergente dans A. Si p; désigne la projection de A sur Aj, la suite (p;(z))x
est advertiblement convergente dans A; donc convergente. Notons y; sa limite. On
vérifie que la suite (2) est convergente vers (y;),. -

(2) Soit (zx)x une suite advertiblement convergente dans B. Elle est advert-
iblement convergente dans A donc convergente (dans A). Comme B est fermé dans
A (z))\ est convergente dans B.

(3) Soit A€ A et B une sous-algebre pleine de A. Soient € B et (1)) dans
B telle que (zz))x et (x x)y convergent vers e dans B donc dans A. D’ou z est
inversible dans A. Mais B est pleine dans A, z est alors inversible dans B et (x))»

est convergente vers .

Corollaire 3.1 : La classe A est stable par limite projective.

Preuve : La limite projective étant une sous-algebre pleine du produit, le
résultat se déduit de ce qui précede.

Corollaire 3.2 : Toute a.l.m.c. complete appartient a A.

Preuve : Une telle algebre s’écrit comme limite projective d’algebres de Ba-
nach([9]).

Proposition 3.4 : Soit A une algebre appartenant a A et I un idéal fermé dans
A. Alors A/I munie de la topologie quotient appartient a A.

Preuve : Soit s la surjection canonique de A sur A/I. Si (s(z;)); est une suite
advertiblement convergente dans A/I, alors (x;); est advertiblement convergente,
donc convergente dans A. Par suite (s(x;)); est convergente.

Remarque 3.4 : La réciproque de la proposition précédente est, en général,
fausse. En effet, si on considere 1'algebre C[X]des polynomes a coefficients dans C,
munie de la norme ||P(X)|| = sup{|P(2)| | |z] < 1}, alors C[X|n’appartient pas a
A (car ce n’est pas une Q-algebre). Mais, si on considere 'idéal I = {P | P(0) = 0},
alors A /I est algebriquement et topologiquement isomorphe a C qui appartient a A.

Proposition 3.5 : Soient (A,7T) une algebre topologique appartenant a A et
7 une topologie d’algebre plus fine que 7. Alors (A,7) appartient aussi & A.

Corollaire 3.3 : L’algebre A = C x K(R) des fonctions continues sur R, con-
stantes hors d’un compact, munie de la norme || ||« est une Q-algebre.

Preuve : La norme || || est plus fine que la topologie T' de la convergence
uniforme sur les parties compactes de R. L’algebre (A,T) appartient & A. On a
donc le résultat par la proposition précédente et la proposition 3.2.

Proposition 3.6 : Soit A une algebre topologique telle que 'ensemble des
caracteres continus non nuls M(A) soit non vide. Si la propriété :
(P) : Pour tout z de A, Spx = {x(x) | x € M(A)}
est vérifide, alors A € A.

Preuve : Soit (x,), une suite advertiblement convergente dans A. Soit z € A tel
que (xzxy)x et (xax), convergent vers I’élément unité e. Donc, pour tout x € M(A),
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(x(z)x(xx))r converge vers 1 dans C. D’ou x(z) est non nul pour tout x de M(A).
Par suite 0 ¢ Spz, ce qui veut dire que z est inversible et (x)), est convergente vers

L

Remarque 3.5 : Nous verrons que si A est une a.l.m.c. commutative appar-
tenant a A, alors (P) est vérifiée.

Il est bien connu que dans une Q-algebre normée, la série géométrique Zx”
est convergente pour tout x appartenant a la boule unité ouverte. Dans ce qui suit,
nous étendons ce résultat a la classe A.

Proposition 3.7 : Soit A € A. Alors pour tout z € A, on a :
(1) la série Y “a™ est convergente si et seulement si la suite (2™), converge vers

(2) p()< p(x); ou p et B désignent respectivement le rayon spectral et le
rayon de régularité.
(3) si, de plus, A est fortement séquentielle, alors A est une Q-algebre.

Preuve : (1) Posons S, =e+z+2*+...+2". Ona: S,(e—x) = (e—1x)S, =

e — ™. Si (™), converge vers 0, alors, par la propriété (T), (e - z) est inversible
et (S,), est convergente.

(2) 11 suffit de montrer que 3(z) < 1 entraine p(z) < 1. Soit A € C tel que ||

n

> 1. Supposons que ((z) < 1. Donc ﬁ(;) <1 D’oﬁ(f\—n) converge vers 0 dans A.

Par (1), (e — ;) est inversible dans A. D’ou A ¢ Spz. Par suite p(z)<I.
(3) Si A est fortement séquentielle, il existe un voisinage V de 0 tel que (z"),

converge vers 0, pour tout z € V. Par (1), (e — x) est inversible pour tout z € V.
D’ou A est une Q-algebre.

Corollaire 3.4 : Si A € Aetsi A est f-réguliere, alors ’ensemble des caracteres
non nuls de A est équiborné. En particulier tout caractere est borné.

Corollaire 3.5 : Si A € Aetsi A est f-réguliere bornologique, alors A est une
Q-algebre topologique. En particulier I’ensemble des caracteres est équicontinu.

4 Algebres l.m.convexes advertiblement completes

Nous nous intéressons maintenant a la classe des a.l.m.c. qui vérifient la propriété
(T). Dans [13] , S. Warner a défini les a.l.m.c. "advertibly complete”. Dans [8] , A.
Mallios a étendu cette définition aux algebres topologiques quelconques et a donné
la définition suivante :

Définition ([8]) : Une algebre topologique A non unitaire est dite ”advertibly
complete” si toute suite généralisée (), de Cauchy est convergente des qu’il existe
z € A tel que (zoxy)y et (zyoz)) convergent vers 0; oll x \ox= Tx)\ — T) — .

Dans le cas unitaire, nous donnons la définition analogue suivante :

Définition 4.1 : Une algebre topologique est dite advertiblement complete si
toute suite généralisée de Cauchy, advertiblement convergente, est convergente.
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Remarque 4.1 : Soit A une algebre topologique, non unitaire. Alors A est
"advertibly complete” au sens de A. Mallios si et seulement si I’algébre A# obtenue
par adjonction d’une unité est advertiblement complete.

Notons par D la classe des algebres topologiques advertiblement completes.
Il est clair que A C D. Cette inclusion est, en général, stricte. En fait, il
existe des algebres topologiques advertiblement completes (méme completes) qui
n’appartiennent pas a A(voir exemple 4.1). Cependant on a la :

Proposition 4.1 : Soit (A,(pa)aer) une al.m.c. Alors A est advertiblement
complete si et seulement si A vérifie la propriété (T).

Preuve : Supposons que A est advertiblement complete. Soient x € A et
(xx)x une suite généralisée dans A telle que (xxy)) converge vers e. Pour tout
a € T, (ma(r).ma(2,)), converge vers my(e) dans A,; ott A, désigne la complétée de
'algebre normée A, = A /ker p,, munie de la norme ||7,(2)||=pa(z) et 7, désigne la
surjection canonique de A sur A,. Puisque A, est une algebre de Banach, elle a la
propriété (T). Donc 74 (z) est inversible dans A,. Ceci étant vrai pour tout o € T,
donc z est inversible dans A ( [§]).

Remarque 4.2 : La multiplicativité locale est nécessaire dans la proposition
précédente, comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 4.1 : Soient C,(R) 'algebre des fonctions complexes continues et
bornées sur R et Cy(R) 'ensemble des fonctions continues, strictement positives
et tendant vers 0 a l'infini. Pour & €Cy(R), considérons la semi-norme pg(f) =
sup{®(z)|f(x)| | « € R }. L’algebre (Cy(R), (ps)s) est une a.l.c. complete qui
n’est pas multiplicativement convexe([7]). Soit fla fonction définie par :

f(z) = ﬁ siz>0et f(x)=1siz<0.

Considérons la suite(f,,),, dans C,(R) définie par :
fal@)= 1422 si0<z<n f(r)=0sil+n<zx
fo(z)=1si2<0 f, est linéaire sur [n, n+1].
On a pour tout & €Cy(R) :
Po(ffn=1) = sup{|f(z) fu(z) =1[®(2) | © € R} = sup{|f(2) fn(z) =1[®(2) | 2 = n}.
Puisque -1<f(z) fu(z) —1 < 1, pour tout z € R, po(ff,—1) < sup{P®(z) | x > n}.
Comme @ est nulle a Uinfini, pe(ff, — 1) tend vers 0 quand n tend vers U'infini.
Ainsi (f,,)n est advertiblement convergente non convergente dans Cp(R) (car fn’est
pas inversible).

Nous caractérisons maintenant les a.l.m.c. advertiblement completes. Cette

caractérisation nous permettra de retrouver facilement des résultats donnés par A.
Mallios dans ([8]).

Proposition 4.2 : Soit A une a.l.m.c. séparée. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) A est advertiblement complete.
(ii) A est pleine dans sa complétée A.

Preuve : (i)=(ii) : Soit z € A inversible dans A. Donc il existe y € A tel que
xy = yxr = e. D’ou il existe une suite généralisée (z;); de Cauchy telle que (zx;);
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et (z;x); convergent vers e. Comme A est advertiblement complete, z est inversible
dans A. D’ou (ii).

(ii)=(i) : Soit (z;); une suite généralisée de Cauchy, advertiblement conver-
gente. Il existe donc z € A tel que (xx;); et (z;2); convergent vers e. Soit y la limite
de (z;) dans A. On a donc 2y = yz = e. Par (ii), y € A. D’ot (x;); est convergente
dans A.

Remarque 6.3 : En utilisant la proposition précédente et la proposition 3.3,
on retrouve qu'une a.l.m.c. advertiblement complete appartient a la classe A.

Nous obtenons comme conséquences les résultats de A. Mallios suivants :

Corollaire 4.1([8]) : Soit (A, (pa)a) une a.l.m.c. séparée. Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) A est advertiblement complete.
(ii) Pour tout z de A, z est inversible dans A si et seulement si ,, est inversible

dans A,, ou z, désigne la classe de x modulo I'idéal N,= {z/p.(z) = 0} et A, est
'algebre quotient A /N,, munie de la norme || z, || = pa(z).

Preuve : (i) = (ii) : Supposons que A est advertiblement complete et soit =
€ A. Par la proposition précédente, on a z est inversible dans A si et seulement si z
est inversible dans A. Mais A est une a.l.m.c. compléte. Donc z est inversible dans
A si et seulement si z, est inversible dans A, ([9]). D’ou (ii).
(ii) = (i) : Par le méme raisonnement que précédemment, on montre que (ii)
entraine que A est pleine dans sa complétée A.

Corollaire 4.2([8],Theorem 6.1) : Soit (A,(pa)a) une a.l.m.c. advertiblement
complete. Alors :

(i) le rayon spectral p(z)= sup{ lim (pa (3:“))ﬁ la € F}, pour tout z € A.
n— 4o

(ii) Spz = U SPA,Ta, pour tout z € A.
ael
Preuve : (i) : Du fait que pa(z)=pj(z), pour tout z € A et que la formule est
vraie dans A qui est une a.l.m.c. complete ([9]).
(ii) : Car Spaz = Spiz, pour tout = € A et Spiz = U SPA,Ta, POuUr tout =
ael’

dans A([9]).

On sait que dans une a.l.m.c. commutative et complete, la propriété (P) est
vérifiée ([9]). En utilisant ce résultat, nous obtenons le :

Corollaire 4.3([8]) : Soit A une a.l.m.c. commutative séparée. Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est advertiblement complete.
(ii) Pour tout z de A, Spz = {x(z) | x € M(A)}.
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Continuité des caracteres dans les a.l.m.c. advertiblement completes

On a vu que les algebres normées advertiblement completes sont des Q-algebres.
Donc I’ensemble des caracteres est équicontinu. En particulier tout caractere est con-
tinu. Dans la classe des a.l.m.c. commutatives completes (qui est une sous-classe de
celle des a.l.m.c. advertiblement completes), le probleme de savoir si tout caractere
est borné (probleme de Michael) est toujours ouvert. Nous montrons que la réponse
a ce probleme est négative dans la classe des a.l.m.c. advertiblement completes. En
fait, on a le résultat suivant :

Théoreme 4.1 : Soit A une a.l.m.c commutative de Fréchet qui n’est pas
une Q-algebre. Alors, il existe une sous-algebre de A, advertiblement complete et
admettant un caractere discontinu.

Preuve : Puisque A n’est pas une Q-algebre, elle contient un idéal maximal
M de codimension infinie ([14]). Considérons B = M + Ce, munie de la topologie
induite. L’algebre B est une a.l.m.c. métrisable non complete ( sa complétée est A).
Elle est advertiblement complete. En effet, si x = m + Ae € B est inversible dans
A, alors A # 0. Soit y € A tel que (m + Ae)y=e. Donc y =—smy+ze. Or -my
€ M. D’ou y € B. Ainsi B est pleine dans sa complétée. Considérons le caractere
X de B défini par x(m+Ae)=A. Il est discontinu car kery= M n’est pas fermé dans

B (puisque M est dense dans A).

Algebres l.m.c a éléments réguliers

M. Akkar ([1]) et M. Oudadess ([11]) ont montré que dans une a.l.m.c. commu-
tative complete dont tout élément est régulier, I’ensemble des caracteres non nuls
est équiborné. Ce résultat n’est pas vrai dans les a.l.m.c. advertiblement completes

( voir exemple 4.2). Cependant, on a la généralisation suivante d’un résultat de W.
Zelazko([14]) :

Proposition 4.3 : Soit (A,7) une a.l.m.c. commutative, advertiblement com-
plete. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Le Spectre de tout élément est borné.
(2) Le Spectre de tout élément est compact.
(3) Tout élément est régulier.
(4) 11 existe sur A une topologie 7* de Q-a.l.m.c. plus fine que 7.
(5) L’ensemble M#(A) des caracteres non nuls est faiblement compact.

Preuve : (1) = (2) : Puisque A est une a.l.m.c. commutative et advertiblement
compléte, on a, Spz = { x(2)/ x €M(A)}, pour tout z € A et donc Rad A = [|{
kery, x € M(A)}, ou M(A) désigne 'ensemble des caracteéres non nuls continus de
A. Considérons 'algebre quotient

B = A /Rad A munie de la norme ||clz|| = pa(z)=sup{lx(z)|, x € M(A)}. Mais
Speclz = Spaz, donc ||clz||= pg(clz), pour tout z de A. D’ott B est une Q-algebre.
On en déduit que tout = € A est a spectre compact.

(2) = (3) : L’inverse étant continu dans A, on a Spz C o(z) C Spx, ou la
fermeture est prise dans C*= C| J{oo} (cf, [4]). Donc par l'assertion (2), o(z) =
Spz est un compact de C. Donc + oo ¢ o(z), pour tout z € A. D’ou (3).
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(3) = (1) : Comme A est une a.l.m.c. advertiblement complete, elle appartient
a A. Par la proposition 3.7, on a, pa(z) < ((z) < 400.
(2) = (4) : Considérons la topologie 7* définie par la famille de semi-normes
(o) avec :
da(7)= Max(pa(2), pa(2)).
Le rayon spectral ps est une semi-norme sous-multiplicative continue pour 7*.
D’ou (A,7%) est une Q-a.l.m.c. La topologie 7* est trivialement plus fine que 7.
(4) = (5) : Puisque (A,7*) est une Q-algebre, M#(A)=M(A) est un compact
pour la topologie faible.
(5) = (2) : Du fait que pa(z)=sup {|x(2)| | x € M*(A) }.

Proposition 4.4 : Soit (A,7) une a.l.m.c. commutative, advertiblement com-
plete. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) L’espace M#(A) des caracteres non nuls de A est équiborné.
(2) Le rayon spectral p est borné i.e I'image de tout borné est bornée.
(3) 11 existe sur A une topologie 7* de Q-a.l.m.c. plus fine que 7 et ayant les
mémes bornés que 7.

Preuve : De la méme fagon que dans ([1]).

Corollaire 4.4 : Soit (A,7) une a.l.m.c. commutative, advertiblement complete
et m-tonnelée. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) A est une Q-algebre.
(2) Pour tout z € A, p(z) <+ oo.
(3) M#(A) est équicontinu.
(4) M(A) est compact (pour la topologie faible).

Remarques 4.4

(1) Dans ([10]), M. Oudadess a défini dans toute a.l. A-convexe unitaire (A,7)
une topologie M(7") d’a.l.m.c. Si 7 est complete, alors M(7) I'est aussi et dans ce
cas 7 et M(7) ont les mémes bornés ([3]). Donc le théoréeme principal de [1] est
vrai dans toute a.l.A-convexe complete.

(2) Si (A,7) est une a.l.A-convexe, advertiblement complete, (A, M(7)) est
aussi advertiblement complete. Mais M(7) et 7 n’ont pas nécessairement les mémes
bornés. Pour voir ceci, il suffit de considérer ’algebre A de I'’exemple donné dans la
remarque 3.3.

Le probleme de savoir si une a.l.m.c. commutative et complete dont tout élément
est régulier est une ”pseudo-Banach algebra’au sens de ([5]) reste ouvert. Le
meilleur résultat dans cette direction est celui obtenu par M. Oudadess ([11] , propo-
sition 4.1, p.108). Nous montrons que dans les a.l.m.c. advertiblement completes,
la réponse a ce probleme est négative. En effet, considérons I’exemple :

Exemple 4.2 :

Considérons lalgebre C.(R™) des fonctions continues sur R, constantes a partir
d’'un certain réel positif. Munie de la topologie de la convergence uniforme sur les
parties compactes de R*, C.(R") est une a.l.m.c. métrisable non complete. Elle
est advertiblement complete (car elle est pleine dans sa complétée C(RT)). Il est
clair que tout élément est régulier. Mais les bornés ne sont pas tous réguliers; car
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sinon, C.(R") serait une Q-algebre (d’apres [6 ]). L’ensemble des caractéres n’est
pas équiborné. En fait, il existe des caracteres discontinus. Pour cela, il suffit de
considérer le caractere ¢ définie sur C.(R™) par :

p(f) = Jim_ f(z).
Nous finissons en donnant un théoreme de structure analogue a celui de M. Akkar
dans le cas complet ([2]). Plus précisement, nous avons le :

Théoreme 6.2 : Toute a.l.m.c. advertiblement complete séparée est limite
inductive bornologique d’a.l.m.c. advertiblement compléetes métrisables.
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