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Résumé
On étudie le problème aux limites à valeurs initiales pour l’équation de

Kirchhoff-Carrier moyennement dégénérée avec des termes non-linéaires dissipatifs.
Sous des conditions de taille des conditions initiales, On démontre que la
solution est globale et unique. On détermine aussi la vitesse de décroissance
de la solution.

Abstract
We study the initial-boundary value problem for mildly degenerate Kirch-

hoff-Carrier equation with nonlinear dissipative terms. We prove the existence
and uniqueness of global solution for small data and we determine the decay
rate of the solution.

1 Introduction

Soit Ω un ouvert borné avec une frontière régulière Γ, on considère le problème
aux limites à valeurs initiales

(P )


u′′ − ‖∇xu‖2γ

2 ∆xu+ g(u′) + f(u) = 0 dans Ω× [0,+∞[,
u = 0 sur Γ× [0,+∞[,
u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x) sur Ω,
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Lorsque n = 1, l’équation (P ) modélise le mouvement transversal d’une corde
vibrante. L’équation origine est :

ρ h
∂2u

∂t2
+ τ

∂u

∂t
=

P0 +
E h

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∣∂u∂x(x, t)

∣∣∣∣∣
2

ds

 ∂2u

∂x2
+ f

où 0 ≤ x ≤ L et t > 0, u(x, t) est le déplacement vertical du point x à l’instant
t, ρ la densité de masse, h la surface de la section de la corde, L la longueur de la
corde, P0 la tension initiale de la corde, τ le module de la résistance, E le module
de Young du matériel et f la force extérieure (par exemple l’action de la pesanteur).
Lorsque g = f = 0, cette équation a été proposée en 1876 par le physicien allemand
G. Kirchhoff [14].
Plusieurs auteurs ([18], [24],...) se sont attachés à l’étude systématique des problèmes
relatifs à des équations du type

(∗) utt(t, x) = Φ
(∫

P
|∇xu(t, x)|2 dx

)
∆xu

sous la condition Φ(s) ≥ m > 0 exprimant le caractère hyperbolique strict de
l’équation, et des résultats d’existence locale dans certains espaces de Sobolev ont
pu être établis. Reprenant les travaux de S. I. Pohozaev [23] , dans un cadre abstrait,
J. L. Lions a présenté une collection de problèmes liés à ces équations. Un de ces
problème consiste à considérer ces équations sous une condition d’hyperbolicité
faible (Φ(s) ≥ 0). Dans ce cadre A. Arosio-S. Spagnolo [7] et P. D’ Ancona-S.
Spagnolo [9] (voir aussi [11] et [12]) ont donné une réponse positive dans la classe
des fonctions deux fois dérivables par rapport au temps et analytiques par rapport
aux variables d’espaces x. D’autres auteurs ont étudié dans des espaces de Sobolev
le cas “moyennement dégénéré” ou le cas de “la bonne dégénérescence”, (voir H. R.
Crippa [8], Y. Ebihara-L. A. Medeiros-M. M. Miranda [10], L. A. Medeiros-M. M.
Miranda [19], Y. Yamada [25], T. Yamazaki [26], A. Arosio-S. Garavaldi [6], et
ils ont prouvé l’existence locale de la solution. Pour traiter l’existence globale des
équations de Kirchhoff moyennement dégénérées, il est naturel d’ajouter un terme
dissipatif (par exemple u′, −∆xu

′, ∆2
xu).

Dans [1] M. Aassila a étudié le problème (P ) lorsque f ≡ 0 (γ = 1). Dans [3]
M. Aassila et l’auteur ont réussi à généraliser le travail [1] au cas où le coefficient
‖∇xu‖2

2 est remplacé par Φ(‖∇xu‖2
2) avec Φ une fonction localement Lipschitzienne

(Φ ≥ 0) et ils ont prouvé que l’énergie ne tend pas en générale vers zéro et sous la
condition supplémentaire Φ(0) = 0, ils ont prouvé la stabilité asymptotique forte de
la solution.

Dans ce travail, on se propose d’étudier dans [0,+∞[×Ω le problème aux limites
à valeurs initiales (P ), avec des conditions sur la taille des conditions initiales. On
prouvera l’existence et l’unicité d’une solution globale faible dans des espaces de
Sobolev en combinant la méthode de Faedo-Galerkin et la méthode de M. Nakao
[20], qui consiste à estimer la décroissance de l’energie de la solution.
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2 Notions pr éliminaires

Lemme 2.1 (Inégalité de Sobolev-Poincaré). Soit α un nombre avec 0 ≤ α <
+∞
(N = 1, 2) ou 0 ≤ α ≤ 4

N − 2
(N ≥ 3). Alors, il existe une constante C(α,Ω) telle

que
‖u‖α+2 ≤ C(α,Ω)‖∇xu‖2 pour u ∈ H1

0 (Ω).

Lemme 2.2 (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg). Soient r, p et q des nombres
avec 1 ≤ r < p ≤ ∞ et q ≤ p. Alors, il existe une constante C > 0 telle que

‖u‖p ≤ C‖u‖θWm,q‖u‖1−θ
r pour u ∈Wm,q

⋂
Lr .

avec

θ =

(
1

r
− 1

p

)(
m

n
+

1

r
− 1

q

)−1

pourvu que 0 < θ ≤ 1 (nous supposons que 0 < θ < 1 si p =∞).

Lemme 2.3. Soit φ(t) une fonction positive décroissante dans [0, T ], T > 1, satisfaisant

φ(t)1+α ≤ C0(1 + t)r(φ(t)− φ(t+ 1)) dans [0, T ]

où C0 est une constante positive, α et r deux constantes positives. Alors, on a :
(i) Si α > 0 et 0 ≤ r < 1, alors

φ(t) ≤ (φ(0)−α/(1−r) + αC−1
0 (t− 1)+)−(1−r)/α dans [0, T ]

3 Notations et r ésultats

Soit Ω un ouvert borné de IR
n avec une frontière régulière Γ. L2(Ω) représente

l’espace des fonctions de carré intégrable sur Ω muni du produit scalaire (., .) et la
norme ‖ . ‖2, sur l’espace de Sobolev H1

0 (Ω), nous considérons la norme suivante

‖u‖2
H1

0
= ‖∇xu‖2

2 =
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣∣
2

dx

et le produit scalaire associé :

(u, v)H1
0

=
n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx.

Soit A = −∆ l’opérateur de Laplace sur L2(Ω), D(−∆) = {u ∈ H1
0 (Ω); ∆xu ∈

L2(Ω)} = H1
0 (Ω)

⋂
H2(Ω), A possède les propriétés suivantes :

(a) ∃m0 > 0 telle que (−∆xu, u) ≥ m0‖u‖2
2 ∀u ∈ H1

0

⋂
H2(Ω),

(b) (−∆xu, u) = ‖∇xu‖2
2, ∀u ∈ H1

0

⋂
H2(Ω),

(c) Il existe une suite (λj)j∈IN de nombres réels et une suite (ωj)j∈IN de L2(Ω) telle
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que : 

m0 ≤ λ2
1 ≤ λ2

2 ≤ . . . ≤ λ2
j . . .

−∆ωj = λ2
jωj, ∀j ∈ IN

lim
j→+∞

λ2
j = +∞

{ωj}j est un système orthonormal complet dans L2(Ω) et orthogonal dans H1
0 (Ω) et

dans H1
0 (Ω)

⋂
H2(Ω)

On supposera que g : IR → IR est une fonction continue croissante et vérifie les
hypothèses suivantes :

g(0) = 0, (1)

g′(x) ≥ τ > 0, (2)

|g(x)| ≤ c1|x|q, (3)

où c1 et τ sont deux constantes et q ≥ 1 telle que (n− 2)q ≤ n + 2.
f(u) satisfait l’hypothèse suivante :
f(u) est une fonction de classe C1 telle que∫

Ω
f(u)u dx ≥ k−1

0

∫
Ω
F (u) dx ≥ 0, où F (u) ≡ 2

∫ u

0
f(η) dx

|f(u)| ≤ k1|u|α+1, |f ′(u)| ≤ k2|u|α
(4)

Théorème 3.1. Supposons que N = 3, et que α et γ satisfait la relation

γ ≥ 1 et α+ 2 > 4γ. (5)

Supposons que les conditions (1), (2) et (3) sont satisfaites. Pour toute donnée
initiale (u0, u1) ∈ H2⋂H1

0 ×H1
0

⋂
L2q vérifiant

u0 6= 0, (6)

{d1E(u0, u1)
(γ−1)/2(γ+1))α−2 + (2τ − 1)α−2d2E(u0, u1)

(α+2−4γ)/2(γ+1)}2

×
{
‖∇xu1‖2

2

‖∇xu0‖2γ
2

+ ‖∆xu0‖2
2

}α−2

< (2τ−1)α−2

2
.

(7)

où

F (0) =
‖∇xu1‖2

2

‖∇xu0‖2γ
2

+ ‖∆xu0‖2
2,

et avec certaines constantes d1 et d2 qui dépendent de α, γ, k0, k2, c∗, alors, le
problème (P ) admet une solution globale unique faible

u ∈W 2,∞([0,+∞[;L2)
⋂
W 1,∞([0; +∞[;H1

0)
⋂
L∞([0; +∞[;H2

⋂
H1

0 )

et on a :

‖∇xu(t)‖2
2 > 0 dans [0,+∞[. (8)
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Théorème 3.2. En plus des hypothèses du théorème 3.1, nous supposons que

|g(x)| ≤ c2|x| si |x| ≤ 1 (qui découle de (3)), (9)

alors, l’energie de u :

E(t) = E(u(t), u′(t)) = ‖u′(t)‖2 +
1

γ + 1
‖∇xu(t)‖2(γ+1) +

∫
Ω
F (u) dx

vérifie l’estimation :

∀t ≥ 0, E(t) ≤ C(1 + t)−1− 1
γ .

Théorème 3.3. Supposons que N = 1, 2, et que α et γ satisfaisant la relation

α+ 1− (n− 1)ε > 2γ. (10)

Supposons que les conditions (1), (2) et (3) sont satisfaites. Pour toute donnée
initiale (u0, u1) ∈ H2⋂H1

0 ×H1
0

⋂
L2q vérifiant

u0 6= 0, (11)

d1E(u0, u1)
(γ−1)/2(γ+1)){F (0)(1−(n−1)ε)+

d̃2E(u0, u1)
(α+1−(n−1)ε−2γ)/(γ+1)}

1
(2(1−(n−1)ε)) < 2τ−1

2

(12)

et avec certaines constantes d1 et d2 qui dépendent de α, γ, k0, k2, c∗, alors, on a
la même conclusion que les théorèmes 3.1 et 3.2

4 Démonstration des r ésultats

Preuve du th éor ème 3.1.

On va utiliser la méthode de Faedo-Galerkin. Soient (wj) les fonctions propres
de −∆x. On cherche um(t) solution approchée du problème sous la forme

um(t) =
m∑
j=1

gjmwj

les gim étant à déterminer par les conditions :{
(u′′m(t)− (m−1 + ‖∇xum(t)‖2γ

2 )∆xum(t) + g(u′m(t)) + f(um(t)), wj) = 0,
1 ≤ j ≤ m,

(13)

um = u0m =
m∑
j=1

(u0, wj)wj → u0 dans H1
0

⋂
H2 lorsque m→ +∞, (14)

u′m = u1m =
m∑
j=1

(u1, wj)wj → u1 dans H1
0

⋂
L2q lorsque m→ +∞. (15)

D’après les résultats généraux sur les systèmes d’équations différentielles, on est
assuré de l’existence d’une solution locale de (13), (14) et (15) qui se prolonge en
un intervalle maximal [0, tm[ par le lemme de Zorn puisque les termes nonlinéaires
dans (13) sont continus localement Lipschitziens. Les estimations a priori qui suivent
montrerons que tm = T .
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i) Estimations a priori 1.

On multiplie l’équation (13) d’indice j par 2g′jm et l’on somme en j. Il vient

d

dt

(
‖u′m(t)‖2

2 +
1

m
‖∇xum(t)‖2

2 +
1

γ + 1
‖∇xum(t)‖2(γ+1)

2 + 2
∫

Ω

∫ um(t)

0
f(s) ds dx

)
+

2
∫

Ω
g(u′m(t))u′m(t) dx = 0,

d’où

‖u′m(t)‖2
2 + 1

γ+1
‖∇xum(t)‖2(γ+1)

2 + 2
∫

Ω

∫ um(t)

0
f(s) ds dx + 2

∫ t

0

∫
Ω
g(u′m)u′m dsdx

≤ ‖u1‖2
2 +

1

γ + 1
‖∇xu0‖2(γ+1)

2 + ‖∇xu0‖2
2 + 2

∫
Ω

∫ u0m

0
f(s) ds dx,

(16)
d’ici, on obtient

‖u′m(t)‖2, ‖∇xum(t)‖2 ≤ c. (17)

où c est une constante indépendante de m. On en déduit que tm = T . Utilisant (3)
et (16), on en déduit :

u′mg(u′m) demeure dans un borné de L1(Ω × [0, T ]), (18)

g(u′m) demeure dans un borné de L
q+1
q (Ω× [0, T ]). (19)

On définit l’énergie du problème (13)-(15) par

Em(t) = ‖u′m(t)‖2
2 +

1

m
‖∇xum(t)‖2

2 +
1

γ + 1
‖∇xum(t)‖2(γ+1)

2 + 2
∫

Ω

∫ um(t)

0
f(s) ds dx

(20)
En utilisant (1) et (2), on en déduit que Em(t) est décroissante et on a

Em(t) ≤ Em(0)

Ainsi, on obtient

‖∇xum(t)‖2 ≤ ((γ + 1)Em(t))
1

2(γ+1) ≤ ((γ + 1)Em(0))
1

2(γ+1) (21)

ii) Estimations a priori 2.

Lemme 4.1. Soit um(t) solution du problème (13)-(15) dans [0, T [. Alors on a

E(um(t)) ≤

Em(0)
−

γ

γ + 1 + d0(t− 1)+


−
γ + 1

γ
(22)

où d−1
0 ≡ C−1 γ

γ + 1

1 + E

2γ

2γ + 1
m (0) + E

q − 1

q + 1
× 2γ + 2

2γ + 1
m (0)


−

2γ + 1

γ + 1

dans [0, T [.
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Preuve
On multiplie l’équation (13) d’indice j par 2g′jm et l’on somme en j. Il vient

E ′m(t) + 2
∫

Ω
u′mg(u′m) dx = 0. (23)

En intégrant (23) dans [t, t+ 1], on obtient

2
∫ t+1

t

∫
Ω
g(u′m)u′m dx = Em(t)− Em(t + 1) ≡ D2

m(t). (24)

En appliquant le théorème des valeurs moyennes au terme qui se trouve à gauche
de l’inégalité ci-dessus, alors il existe deux nombres t1 ∈ [t, t+ 1

4
], t2 ∈ [t + 3

4
, t+ 1]

telles que ∫
Ω
g(u′m(ti))u

′
m(ti) dx ≤ 4D2

m(t) pour i = 1, 2

Multipliant l’équation (13) d’indice j par 2gjm et l’on somme en j, il vient après
intégration sur [t1, t2]

Im =
∫ t2

t1

(
‖∇xum‖2(γ+1)

2 +
∫

Ω
f(um)um dx

)
ds +

1

m

∫ t2

t1
‖∇xum‖ ds

=
∫ t2

t1
‖u′m‖2

2 ds + (u′m(t1), um(t1))− (u′m(t2), um(t2))−
∫ t2

t1
(g(u′m(s)), um(s)) ds

≤ CD2
m(t) + 4Dm(t) sup

t1≤s≤t2
‖um(s)‖ −

∫ t2

t1
(g(u′m(s)), um(s)) ds

∫ t2

t1

∫
Ω
g(u′m)um dx ds ≤

∫ t2

t1

∫
{|u′m|≤1}

g(u′m)um dx ds +
∫ t2

t1

∫
{|u′m|≥1}

g(u′m)um dx ds

≤
∫ t2

t1

∫
{|u′m|≤1}

C|u′m||um| dx ds +
∫ t2

t1

∫
{|u′m|≥1}

|g(u′m)||um| dx ds

on a aussi∫
{|u′m|≥1}

|umg(u′m)| dx ≤
(∫
{|u′m|≥1}

|um|q+1 dx

) 1
q+1

(∫
{|u′m|≥1}

|g(u′m)|
q+1
q dx

) q
q+1

≤ ‖um‖Lq+1

(∫
{|u′m|≥1}

|u′m||g(u′m)| dx
) q
q+1

donc ∫ t2

t1
‖um‖Lq+1

(∫
{|u′m|≥1}

|u′m||g(u′m)| dx
) q
q+1

ds

≤ sup
t∈[t1,t2]

‖um‖Lq+1

∫ t2

t1

(∫
{|u′m|≥1}

|u′m||g(u′m)| dx
) q
q+1

ds

≤ (t2 − t1)
1
q+1

(∫ t2

t1

∫
Ω
u′mg(u′m) dx ds

) q
q+1

≤ C sup
t∈[t1,t2]

‖um‖Lq+1D
2q
q+1
m

on obtient alors

Im ≤ C D2
m(t) + C ′ Dm(t) sup

t1≤s≤t2
‖um‖2

+C sup
t1≤s≤t2

‖um(s)‖Lq+1D
2q
q+1
m (t)

≤ C D2
m(t) + C ′ Dm(t)E

1
2(γ+1)
m + C ′′ D

2q
q+1
m (t)E

1
2(γ+1)
m (t)

(25)
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on obtient alors à partir de (24) et (25) :∫ t2

t1
Em(t) ds =

∫ t2

t1
‖u′m‖2

2 ds +m−1
∫ t2

t1
‖∇xum‖2

2 ds

+
1

γ + 1

∫ t2

t1
‖∇xum‖2(γ+1)

2 ds+ 2
∫ t2

t1

∫
Ω

∫ um

0
f(s) ds dx dt

≤ C
(
D2
m(t) +Dm(t)E

1
2(γ+1)
m +D

2q
q+1
m (t)E

1
2(γ+1)
m

)
.

(26)

On multiplie l’équation (13) d’indice j par 2g′jm et l’on somme en j. Il vient après
intégration sur [t1, t2]

Em(t) = Em(t2) +
∫ t2

t1

∫
Ω
g(u′m)u′m dx ds (27)

Comme t2 − t1 ≥
1

2
, on obtient que

∫ t2

t1
Em(s) ds ≥

∫ t2

t1
Em(t2) ds = (t2 − t1)Em(t2) ≥

1

2
Em(t2).

Ainsi on a

Em(t2) ≤ 2
∫ t2

t1
Em(s) ds. (28)

Il s’ensuit de (26), (27) et (28) que

Em(t) ≤ 2
∫ t2

t1
Em(s) ds+

∫ t+1

t
g(um(s))um(s) ds

≤ C
(
D2
m(t) +Dm(t)E

1
2(γ+1)
m +D

2q
q+1
m (t)E

1
2(γ+1)
m

)
.

Utilisant l’inégalité de Young, on obtient

Em(t) ≤ C

D2
m(t) +D

2γ+2
2γ+1
m (t) +

(
D

2q
q+1
m (t)

)2γ+2
2γ+1


C
(

1 + E
2− 2γ+2

2γ+1
m (0) + E

q−1
q+1

2γ+2
2γ+1

m (0)
)
D

2γ+2
2γ+1
m (t)

donc

E
1+ γ

γ+1
m (t) ≤ C

(
1 + E

2γ
2γ+1
m (0) + E

q−1
q+1

2γ+2
2γ+1

m (0)
)2γ+1

γ+1

(Em(t)− Em(t+ 1)). (29)

Alors, en appliquant le lemme 2.3 à (29), on a

Em(t) ≤ {Em(0)
−

γ

γ + 1 + d0(t− 1)+}
−
γ + 1

γ

où d−1
0 ≡ C−1 γ

γ + 1

1 + E

2γ

2γ + 1
m (0) + E

q − 1

q + 1
× 2γ + 2

2γ + 1
m (0)


−

2γ + 1

γ + 1

dans [0, T [.

Posons

Fm(t) =
‖∇xu

′
m(t)‖2

2

m−1 + ‖∇xum(t)‖2γ
2

+ ‖∆xum(t)‖2
2 := fm(t) + ‖∆xum(t)‖2

2.
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En dérivant Fm(t) par rapport à t, nous obtenons

F ′m(t) =
2(−g(u′m),−∆xu

′
m)

m−1 + ‖∇xum‖2γ
2

− 2γ(∇xum,∇xu
′
m)‖∇xu

′
m‖2

2‖∇xum‖2(γ−1)
2

(m−1 + ‖∇xum‖2γ
2 )2

−2
(∇xf(um(t)),∇xu

′
m(t))

m−1 + ‖∇xum‖2γ
2

= I1(t) + I2(t).

(30)

On suppose que N = 3, alors

I1(t) ≤ k2‖|um(t)|α∇xum(t)‖2‖∇xu
′
m(t)‖2

≤ k2‖um(t)‖αNα‖∇xum(t)‖2N/(N−2)‖∇xu
′
m(t)‖

≤ cα+1
∗ k2‖∇xum(t)‖α(1−θ)‖∆xum(t)‖αθ+1‖∇xu

′
m(t)‖

(31)

avec θ ≡ [(N − 2)α − 2]+/(2α) (0 ≤ θ < 1 si α < 2/[N − 4]+).
Puisque

fm(t) =
‖∇xu

′
m(t)‖2

2

m−1 + ‖∇xum(t)‖2γ
2

(32)

alors par (31) on a :

I2(t) ≤ 2cα+1
∗ k2‖∇xum(t)‖α(1−θ)‖∆xum(t)‖αθ+1 ‖∇xu

′
m(t)‖

m−1 + ‖∇xum(t)‖2γ

≤ 2cα+1
∗ k2‖∇xum(t)‖α(1−θ)−γ‖∆xum(t)‖αθ+1f

1
2
m(t)

≤ (cα∗k2)2‖∇xum(t)‖2(α(1−θ)−γ)‖∆xum(t)‖2(αθ+1) + fm(t)

aussi, on a par (21)

I1(t) ≤ 2γ‖∇xum(t)‖γ−1f
3
2
m(t) ≤ 2γ{(γ + 1)E(0)}(γ−1)/(2(γ+1))f

3
2
m(t).

Donc par (30) on obtient

F ′m(t) + [(2τ − 1) − d1E(0)(γ−1)/(2(γ+1))f
1
2
m(t)]fm(t)

≤ (cα+1
∗ k2)2‖∇xum(t)‖2(α(1−θ)−γ)‖∆xum(t)‖2(αθ+1)

(33)

où d1 = 2γ(γ + 1)(γ−1)/(2(γ+1)).
On va montrer que

(2τ − 1)− d1Em(0)(γ−1)/2(γ+1)f
1
2
m(t) > 0 dans [0, tm[ (34)

Supposons que (34) n’est pas vérifiée sur [0, tm[, donc il existe t∗ > 0 tel que

(2τ − 1) − d1Em(0)(γ−1)/2(γ+1)f
1
2
m(t∗) = 0. (35)

Alors, il s’ensuit de (33) que

d

dt
Fm(t) ≤ (cα+1

∗ k2)2‖∇xum‖2(α(1−θ)−γ)Fm(t)(αθ+1).

Ainsi, nous obtenons :

Fm(t)
1
2 ≤

{
Fm(0)−αθ − αθ(cα+1

∗ k2)2
∫ t

0
‖∇xum‖2(α(1−θ)−γ) ds

}
. (36)
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Ici, nous supposons que N ≥ 3 et α(1− θ) > 2γ, alors on remarque par (21) et (22)
que ∫ t

0
‖∇xum‖2(α(1−θ)−γ) ds ≤

∫ t

0
{(γ + 1)Em(s)}(α(1−θ)−γ)/(γ+1) ds

≤
∫ t

0
[(γ + 1){Em(0)−γ/(γ+1) + d−1

0 [s− 1]+}−(γ+1)/γ](α(1−θ)−γ)/(γ+1) ds

=
∫ 1

0
+
∫ t

1

≤ (γ + 1)(α(1−θ)−γ)/(γ+1)
{
Em(0)(α(1−θ)−γ)/(γ+1)+

γ

α(1− θ)− 2γ
d0Em(0)(α(1−θ)−2γ)/(γ+1)

}
≤ 2(γ + 1)(α(1−θ)−γ)/(γ+1)d0Em(0)(α(1−θ)−2γ)/(γ+1).

(37)

Puisque γ ≥ 1 et α > 2, on a θ = ((N−2)α−2)/(2α) > 0, et la relation α(1−θ) > 2γ
est équivalente à (4 − N)α + 2 > 4γ, et ainsi on peut prendre N = 3 et θ =
(α − 2)/(2α). Donc, si N = 3 et α + 2 > 4γ avec γ ≥ 1, on obtient de (36) et (37)
que

Fm(t)
1
2 ≤ {Fm(0)−

(α−2)
2 − d2Em(0)(α+2−4γ)/(2(γ+1))}−1/(α−2). (38)

Si d2Em(0)(α+2−4γ)/(2(γ+1)) < Fm(0)−
(α−2)

2 où d2 ≡ (α−2)(cα+1
∗ k2)2×(γ+1)(α+2−2γ)/(2(γ+1))d0.

Si (7) est vraie, alors on a

{(d1Em(0)(γ−1)/(2(γ+1)))α−2 + (2τ − 1)α−2d2Em(0)(α+2−4γ)/(2(γ+1))}Fm(0)
α−2

2 <
< (2τ − 1)α−2.

(39)
et

d1Em(0)(γ−1)/(2(γ+1)){Fm(0)−
(α−2)

2 − d2Em(0)(α+2−4γ)/(2(γ+1))}−1/(α−2) < (2τ − 1).
(40)

Donc, si la donnée initiale (u0, u1) vérifie la condition (7), donc par (38) et (40) on
tire que

d1Em(0)(γ−1)/(2(γ+1))fm(t)
1
2 ≤ d1Em(0)(γ−1)/(2(γ+1))Fm(t)

1
2 < (2τ − 1)

pour 0 ≤ t ≤ t∗, ce qui contredit (35), et d’ici on a

Fm(t) ≡ ‖∇xu
′
m(t)‖2

2

m−1 + ‖∇xum(t)‖2γ
2

+ ‖∆xum(t)‖2
2 < (d1Em(0)(γ−1)/(2(γ+1)))−2 (41)

pour 0 ≤ t ≤ +∞.

ii) Estimations a priori 3.

On déduit de (13) :

‖u′′m(0)‖2 ≤
(

1

m
+ ‖∇xu0m‖2γ

2

)
‖∆xu0m‖2 + ‖g(u1m)‖2

≤ (1 + ‖∇xu0m‖2γ
2 )‖∆xu0m‖2 + ‖g(u1m)‖2.

+k1‖u0m‖α∞‖u0m‖
≤ (1 + ‖∇xu0m‖2γ

2 )‖∆xu0m‖2 + ‖g(u1m)‖2 + k1‖∆xu0m‖α‖∇xu0m‖
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D’après (3), g(u1m) est borné dans L2(Ω), et donc grâce à (14) et (15) :

‖u′′m(0)‖2 ≤ C.

Dérivons (13) en t, il vient :

(u′′′m(t)− 2γ‖∇xum‖2(γ−1)
2 (∇mu

′
m(t),∇xum(t))∆xum(t)−

(
1
m

+

‖∇xum‖2γ
2

)
∆xu

′
m(t) + u′′m(t)g′(u′m) + u′mf

′(um), wj).
(42)

Multipliant par 2g′′jm(t) et sommant en j, on en déduit :

d

dt

(
‖u′′m(t)‖2

2 +
(

1

m
+ ‖∇xum(t)‖2γ

2

)
‖∇xu

′
m(t)‖2

2

)
+ 2

∫
Ω
u′′

2
mg
′(u′m(t)) dx

+2
∫

Ω
u′′mu

′
mf
′(um) = 2 γ‖∇xum‖2(γ−1)

2 (∇xu
′
m(t),∇xum(t))‖∇xu

′
m(t)‖2

2

+4γ‖∇xum‖2(γ−1)
2 (∇xu

′
m(t),∇xum(t))(∆xum(t), u′′m(t))

≤ 2γ‖∇xum‖2(γ−1)
2 ‖∇xu

′
m(t)‖3

2‖∇xum(t)‖2+

4γ‖∇xum‖2(γ−1)
2 ‖∇xu

′
m(t)‖2‖∇xum(t)‖2‖∆xum(t)‖2‖u′′m(t)‖2

≤ 2γ‖∇xum‖2(γ−1)
2 ‖∇xu

′
m(t)‖3

2‖∇xum(t)‖2

+8 γ‖∇xum‖4(γ−1)
2 ‖∇xu

′
m(t)‖2

2‖∇xum(t)‖2
2‖∆xum(t)‖2

2 +
1

2
‖u′′m(t)‖2

2

(43)

Utilisant l’inégalité suivante :

x y ≤ x2 +
1

4
y2 ∀x, y ∈ IR

donc, on obtient

2
∫

Ω
u′′mu

′
mf
′(um) dx ≤ 1

4
‖u′′m‖2

2 + 4‖u′′m‖2α
∞‖u′m‖2

2

≤ 1

4
‖u′′m‖2

2 + 4‖∆xum‖2α
2 ‖u′m‖2

2

et alors

d

dt

(
‖u′′m(t)‖2

2 +
1

m
‖∇xu

′
m(t)‖2

2 + ‖∇xum‖2γ
2 ‖∇xu

′
m(t)‖2

2

)
+

+2
∫

Ω
u′′

2
mg
′(u′m) dx ≤ gm(t) + ‖u′′m(t)‖2

2,

où
gm(t) = 2 γ‖∇xum‖2(γ−1)

2 ‖∇xu
′
m(t)‖3

2‖∇xum(t)‖2

+8 γ‖∇xum‖4(γ−1)
2 ‖∇xu

′
m(t)‖2

2‖∇xum(t)‖2
2.

+4‖∆xum‖2α
2 ‖u′m‖2

2.

Grâce au lemme de Gronwall, on déduit alors :

‖u′′m(t)‖2
2 + 1

m
‖∇xum(t)‖2

2 + ‖∇xum‖2γ
2 ‖∇xu

′
m(t)‖2

2 ≤
eT
(
‖u′′m(0)‖2

2 + 1
m
‖∇xum(0)‖2

2 + ‖∇xum(0)‖2γ
2 ‖∇xu

′
m(0)‖2

2

)
+ eT

∫ T
0 gm(s) ds

pour tout t ∈ IR+, et on obtient

u′′m(t) demeure dans un borné de L∞loc(0,+∞;L2(Ω)). (44)
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iv) Passage à la limite.

D’après le théorème de Dunford-Pettis et des informations (17), (19), (41) et
(44) on déduit que l’on peut extraire de um une suite que l’on note aussi um telle
que

um → u dans L∞loc(0,∞;H1
0 ∩H2) faible * (45)

u′m → u′ dans L∞loc(0,∞;H1
0 ) faible * (46)

u′′m → u′′ dans L∞loc(0,∞;L2) faible * (47)

u′m → u′ a.e. dans Ω × [0, T ], (48)

g(u′m)→ χ dans L
q+1
q (Ω × (0, T )) faible * (49)

‖∇xum‖2γ
2 ∆xum → ψ dans L∞loc(0,∞;L2) faible * (50)

pour des fonctions convenables u ∈ L∞(0, T ;H1
0 ∩ H2), ψ ∈ L∞(0, T ;L2) et χ ∈

L
q+1
q (Ω×(0, T )) pour tout T ≥ 0. On va montrer que u est une solution du problème

(P ). Par (45)-(47), on déduit que∫
Ω
um(0)wj dx→

∫
Ω
u(0)wj dx et

∫
Ω
u′m(0)wj dx→

∫
Ω
u′(0)wj dx

pour tout j ≥ 1 fixé. Par (14)-(15) on déduit que u(0) = u0 et u′(0) = u1. Prouvons
que ψ = ‖∇xu‖2γ

2 ∆xu i.e.,

‖∇xum‖2γ
2 ∆xum → ‖∇xu‖2γ

2 ∆xu dans L∞loc(0,+∞;L2) faible * .

Pour v ∈ L2(0, T ;L2), on a :

∫ T

0
(ψ − ‖∇xu‖2γ

2 ∆xu, v) dt =
∫ T

0
(ψ − ‖∇xum‖2γ

2 ∆xum, v) dt

+
∫ T

0
‖∇xu‖2γ

2 (∆xum −∆xu, v) dt

+
∫ T

0
(‖∇xum‖2γ

2 − ‖∇xu‖2γ
2 )(∆xum, v) dt,

(51)

le premier et le deuxième terme dans (51) tendent vers zéro lorsque m → +∞, et
pour le troisième terme on a∫ T

0
(‖∇xum‖2γ

2 − ‖∇xu‖2γ
2 )(∆xum, v) dt ≤

c
∫ T

0
(‖∇xum −∇xu‖2)(‖∇xum‖2 + ‖∇xu‖2)‖∆xum‖2‖v‖2 dt,

comme (um) est bornée dans L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) et l’injection H1

0 ↪→ L2 est compacte,
on a

um → u dans L2(0, T ;L2) fortement ,

de là ∫ T

0

∫
Ω
(u′′m − ‖∇xum‖2γ

2 ∆xum) v dx dt→
∫ T

0

∫
Ω

(u′′ − ‖∇xu‖2γ
2 ∆xu)v dx dt
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lorsque m→ +∞ pour tout v ∈ Lq+1(0, T ;H1
0 ). Montrons que∫ T

0

∫
Ω
v g(u′m) dx dt →

∫ T

0

∫
Ω
v g(u′) dx dt lorsque m→ +∞. (52)

Il vient de (18) et le lemme de Fatou que u′g(u′) ∈ L1(Ω × (0, T )), ceci donne
g(u′) ∈ L1(Ω× (0, T )). D’autre part, g(u′m)→ g(u′) presque partout dans Ω× [0, T ].
Soit E ⊂ Ω× [0, T ] et posons

E1 =

(x, t) ∈ E; g(u′m(x, t)) ≤ 1√
|E|

 , E2 = E \ E1,

où |E| est la mesure de E. Si M(r) := inf{|x|; x ∈ IR et |g(x)| ≥ r},

∫
E
|g(u′m)| dxdt ≤

√
|E|+

M(
1√
|E|

)−1 ∫
E2

|u′mg(u′m)| dxdt.

Appliquant (18) on déduit que sup
m

∫
E
|g(u′m)| dxdt → 0 lorsque |E| → 0. Par le

théorème de convergence de Vitali on déduit que g(u′m)→ g(u′) dans L1(Ω×(0, T )),
de là

g(u′m)→ g(u′) dans L
q+1
q (Ω× [0, T ])

ce qui implique (52).
Il reste à montrer que

f(um)→ f(u) dans L∞loc(0,∞;L2) faible * .

Pourvu que∫
Ω

(f(um(t))− f(u(t)))2 dx ≤ C
∫

Ω
(|um(t)|α + |u(t)|α)2|um(t)− u(t)|2 dx

≤ C(‖∆xum(t)‖α2 + ‖∆xu(t)‖α2‖∇xum(t)−∇xu(t)‖2
2.

Ainsi, on a∫ T

0
(f(um)− f(u), v) dt ≤

∫ T

0
‖f(um)− f(u)‖‖v‖ dt

≤
(∫ T

0
‖f(um)− f(u)‖2 dt

) 1
2
(∫ T

0
‖v‖2 dt

)1
2

.

On a utilisé le fait que l’injection de H1
0

⋂
H2 (resp H1

0) dans H1
0 (resp L2) est

compacte.

v) ‖∇xu(t)‖2 > 0 pour 0 ≤ t < +∞ :

Lemme 4.2. Si v : [−T, T ]→ H1
0 ∩H2 une solution faiblev′′(t)− ‖∇v(t)‖2γ

2 ∆v(t) + g(v′(t)) + f(v(t)) = 0 − T ≤ t ≤ T,
v(0) = 0, v′(0) = 0,

alors v(t) = 0 pour t ∈ [−T, T ].
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Preuve. multipliant avec 2v′(t) nous obtenons

d

dt

[
‖v′(t)‖2

2 +
1

γ + 1
‖∇v(t)‖2(γ+1)

2 + 2
∫

Ω

∫ v

0
f(η) dη dx

]
+ 2

∫
Ω
g(v′)v′ dx = 0,

et une intégration de l’identité au dessus avec (2) donne alors :

‖v′(t)‖2
2 +

1

γ + 1
‖∇v(t)‖2(γ+1)

2 + 2
∫

Ω

∫ v

0
f(η) dη dx ≤ 2|τ |

∫ |t|
0
‖v′(s)‖2

2 ds.

Grâce au lemme de Gronwall, on déduit alors v′(t) = 0 et v(t) = 0 pour t ∈ [−T, T ].�

Montrons que ‖∇xu(t)‖2 > 0, ∀t ≥ 0. Soit T un point tel que ∇xu(T ) = 0,

l’estimation (41) implique que
‖∇xu

′(t)‖2
2

‖∇xu(t)‖2γ
2

est borné, donc on déduit que ∇u′(T ) =

0. Ainsi le lemme au dessus implique que u(t) = 0 (0 ≤ t ≤ T ), ce qui contredit
u0 6= 0. Ainsi, on obtient ‖∇xu(t)‖2 > 0 pour tout t ≥ 0.

vi) Unicit é

L’unicité est assurée par un procédé classique en utilisant le fait que ‖∇xu‖2γ
2

est localement Lipschitzienne et g est monotone.

Preuve du th éor ème 3.2.

On déduit la décroissance de l’énergie par l’estimation (22), aussi puisque F (t)
est bornée, alors on a

‖∇xu
′(t)‖2

2 ≤ C‖∇xu(t)‖2γ
2

≤ C(1 + t)−1.

Preuve du th éor ème 3.3.

La démonstration du théorème se fait de la même manière que les théorèmes
3.1 et 3.2. On va estimer seulement le terme I2(t). En appliquant le lemme 2.1, on
obtient

|(∇xf(um),∇xu
′
m)| ≤ k2‖um‖α∞‖∇xum‖2‖∇xu

′
m‖2

≤ cα∗k2‖∇xum‖α+1−(n−1)ε
2 ‖∆xum‖(n−1)ε

2 ‖∇xu
′
m‖2

pour ε assez petit. Ainsi on obtient

I2(t) ≤ (cα∗k2)2‖∇xum(t)‖2(α+1−(n−1)ε−γ)
2 ‖∆xum‖(n−1)ε

2 ‖∇xu
′
m(t)‖2 + fm(t).

Donc, il s’ensuit que

F
1
2
m ≤

{
Hm(0)(1−(n−1)ε)

+(1− (n− 1)ε)(cα∗k2)2
∫ t

0
‖∇xum(s)‖2(α+1−(n−1)ε−γ)

2 ds
} 1

2(2(1−(n−1)ε))

.
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Si α+ 1− (n − 1)ε > 2γ, on remarque par (21) et (22) que

F
1
2
m(t) ≤ {F

1
2
m(0)2(1−(n−1)ε) + d̃2Em(0)

(α+1−(n−1)ε− 2γ
(γ+1)

)}
1

(2(1−(n−1)ε)) .

avec d̃2 ≡ 2(1 − (n − 1)ε)(cα∗k2)2(γ + 1)(α+1−(n−1)ε−γ)/(γ+1)d0. Ainsi, si on suppose
qu’on a (12), alors on obtient les mêmes conclusions que les théorèmes 3.1 et 3.3.
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