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Résumé

Nous mettons en évidence des propriétés géométriques de fonctions convexes
semi-continues inférieurement et nous caractérisons les espaces de Banach
ayant la propriété de Radon-Nikodym par des propriétés géométriques des
fonctions convexes qui y sont définies.

Abstract

We give geometrical properties of lower semi-continuous convex functions
and we obtain a characterization of Banach spaces with the Radon-Nikodym
property using geometrical properties of convex functions defined on Banach
spaces.

Soit X un espace de Banach de dual X'. Pour toute fonction f : X —]— o0, +00]
et tout a €] — 0o, +00], on définit les sous-ensembles

épif = {(z,\) € X x R, f(z) < A}, domf ={zx € X, f(z) < +o0}.

La conjuguée, ou polaire de f est la fonction f* définie sur X’ a valeurs dans
] — 00, +00] par

fr (") = sup{a’.x — f(x),z € X}.
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C’est une fonction convexe semi-continue inférieurement (s.c.i) lorsque X’ est muni
de la topologie de la norme ou de la topologie affaiblie o(X’, X). Si C' est une partie
non vide de X, on note classiquement o la fonction indicatrice de C', définie par
dc(z) = 0six € C et dc(x) = +oo sinon. Sa polaire 05 (z') est égale a d5(2') =
sup{a’.x, v € C}. Le sous-différentiel d'une fonction f : X —] — 0o, +0o0] en un
point x5 € X est le sous-ensemble, éventuellement vide, de X’ défini par

Of(xg) = {2/ € X' 2" xg— f(xo) > 2" — f(x),Vr € X}
{2/ € X' 2" .xg — f(xo) = [*(2)}
Le sous-différentiel a r pres, r > 0 est défini par
Onf(xo) ={a' € X', f(x) — f(xo) > a2’ x — 2 wg—r Ve X}
Une fonction f : X —] — 0o, +00] est ronde en zg € X §'il existe 2/ € X' tel que :
Ve > 0,3r > 0 tel que 2’z — f(xg) <2’z — f(x)+r = |z —xo <e.

La fonction f est faiblement ronde en xy, si pour tout € > 0, il existe r tel que
0 <r <ceta € J.f(xg) tel que ||z — xp|| < e pour tout z vérifiant z’.x —
f(x) > f*(«’) — r. Elle admet un minimum fort en xq si et seulement si i) f(zg) <
f(z),Vz € X et ii) ||z, — xo|| — O pour toute suite (x,), telle que f(x,) — f(zo).
Elle admet un minimum faible en zy € domf si et seulement s’il existe (z],), une
suite de X' telle que |f*(x)) — (x, — f)(z0)| — 0 lorsque n — 400 et ||z, — o]
converge vers 0 lorsque n tend vers +oo pour toute suite (x,), de X vérifiant
|(z!, — f)(xn) — f*(2,)] — 0 lorsque n — +o0. La suite (z/,), sera dite une suite
faiblement minimisante de f.

Il est clair que si f —2’ admet un minimum fort en x, alors f admet un minimum
faible et la suite x, = 2/, n € N est faiblement minimisante.
Soit A une partie convexe fermée non vide de X, la tranche définie par ' € X' et
a > 0 est 'ensemble T(A,2',a) = {x € A,2".x > §%(2’) — a}. Un élément e € A est
un point de dentabilité de A si pour tout £ > 0, il existe une tranche de A contenant
e de diametre plus petit que €. Un élément e € A est un point fortement exposé de
A si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée
a) Il existe ' € X' tel que le diametre de la tranche T'(A, z’, ) tend vers 0 lorsque
a—0,etecT(A 2, a).
b) Il existe 2’ € X' tel que 6% (2') =< 2’.e > et ||z, —e|| — 0 pour toute suite (x,)s,
telle que, 2'.x, — 2'.e.
On notera s-exp(A) (resp dent(A)) I'ensemble des points fortement exposés (resp.
de dentabilité) de A. Un espace X possede la propriété de Radon- Nikodym (P.R.N)
si tout convexe fermé borné de X admet un point de dentabilité. Dans [9, cor.3-2],
la P.R.N est caractérisée par une propriété quantitative sur les normes équivalentes
a la norme initiale. Notre objectif est de caractériser les espaces de Banach ayant la
P.R.N par des propriétés géométriques des fonctions convexes définies sur ’espace.
Nos démonstrations sont élémentaires et 1’aspect qualitatif du corollaire 3-2 de [9]
en est un cas particulier. Pour d’autres caractérisations de ces propriétés, on renvoie
aux ouvrages de Diestel-Uhl[6], de Bourgin[3] et de Phelps[7]. Nos premiers résultats
établissent le lien entre les trois notions, minimum fort, rotondité et fortement ex-

posé d'une part, et le lien entre les trois autres notions plus faibles, minimum faible,
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dentabilité et rotondité faible d’autre part.

Proposition 1. Soit f : X —| — 00, +00| convexe propre s.c.i. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

1) 1l existe x’ € Of (xg) tel que f — x' admet un minimum fort en x.

2) 1l existe ' € X' tel que (o, f(x0)) est fortement exposé par (x', —1) dans épif.
3) La fonction f est ronde en x.

Preuve. On montre successivement les implications 1) = 2) = 3) = 1). Pour la
premiere implication, si ' € 0f(xzg) est tel que f — 2’ admet un minimum fort en
Zg, soit € > 0 et r < min(QH‘;” ,€). D’apres la propriété ii) de la définition, il existe
0 > 0 tel que

|f(z) — 2"z — f(xo) + 2w <= ||z — x| <7

On vérifie alors que la tranche T'(epif, (2, —1),a) est de diametre inférieur a e
pourvu que o < min(5,d). Si maintenant (g, f(zo)) est fortement exposé par
(', —1) dans épif, fixons € > 0 et soit a > 0 tel que la tranche T'(epif, (', —1), @)
soit de diametre inférieur & . Comme tout couple (x, f(x)) tel que f(z) < o’.x —
f(zo) — 2".xg + « est dans T'(epif, (', —1),a), on en déduit que ||z — xo|| < €, ce
qui prouve la rotondité de f en xy. Enfin, pour la troisieme implication, remarquons
que 1’élément x’ qui intervient dans la définition de la rotondité est dans 0 f(x¢). La

condition ii) se déduit ensuite d’une simple écriture de la rotondité.

Proposition 2. Soit f une fonction convexe propre s.c.i définie de X —]— o0, +00],
alors les assertions suivantes sont équivalentes.

1) f admet un minimum faible en xg.

2) le point (zo, f(x0)) est un point de dentabilité dans épif.

3) f est faiblement ronde en xy.

Preuve. Commencons par ’équivalence de 2) et 3). Supposons que f est faible-
ment ronde en xy et soit € > 0 fixé. Puisque f est continue en xy, il existe 6 > 0 tel
que |f(z) — f(zo)] < § pour tout x tel que ||z — zo]| < 0, et en utilisant la faible
rotondité en xy pour £; = min(d, §), on démontre que le diametre de la tranche
T(epif,(z',—1),r) est inférieur a € pourvu que r < e et 2’ € 0, f(xy).
Réciproquement si (xg, f(z9)) est un point de dentabilité dans épif, alors pour tout
e > 0 il existe ' € X' et r < ¢ tels que T'(epif, (x',—1),r) contient (xq, f(zo)) et
est de diametre inférieur a . On vérifie facilement que x’ € 0, f(z) et si « est tel
que z'.x — f(x) > f*(2') — r alors (z, f(x)) € T'(epif, (2',—1),7) et par conséquent
|z — xo]| < €, ce qui implique que f est faiblement ronde en z,. Montrons que 1)
est équivalente a 3). Supposons que f est faiblement ronde en xy. Alors pour tout n
€ N il existe x/, € 01 f(xg) tel que pour tout x € X, (2!, — f)(x) > f*(z)) —1/n =
|z — zo|| < 1/n. Comme xl, € 01f(xg), onainfx(f — ) < (f —al)(xg) <
infx(f —x)) + 1/n. Ce qui impliqrile que |(f —x})(zo) — infx(f — )| — 0. Si
maintenant (z,), est une suite dans X telle que |infx(f —x!) — (f —2!)(x,)| — 0,

n
alors pour n assez grand, on a f(z,) — 2.z, < infx(f —2!,) + % C’est a dire que
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(@) — £ < al,.x, — f(z,). Ce qui implique que ||z, — zo|| <

Réciproquement, supposons que f admet un minimum faible en zy et soit ¢ > 0
et (), une suite faiblement minimisante de f. Fixons n assez grand tel que
L < eetal € 0-f(x) et soit z € X tel que a).x — f(z) > f*(«},) — e. Comme
J*(xl) > who—f(x), on a|(w)—f)(x)—f*(x})] < e ce qui implique que [lo—o|| < =
par définition du minimum faible.

Dans I’étude des points fortement exposés, on peut se restreindre a une classe par-
ticuliere de formes linéaires sur X x R qui sont exposantes. De fagon plus précise on
a le lemme ci-dessous. Introduisons auparavant le sous-ensemble de 1’épigraphe de
f défini par S(f,a) = {(z,7) € epif, f(x) < r}. Remarquons que si a = +oo alors
S(f,a) = epif.

Lemme 3. Soit f : X —] — 00, +00] une fonction conveze, a €] — 00, +00| et x¢ €
domf tel que f(xg) < a. Le couple (xq, f(xo)) est fortement exposé dans S(f,a) si
et seulement s’il existe ' € Of (xg) tel que (', —1) expose fortement (o, f(xo)) dans

S(f, ).
Preuve. Elle Tepose sur le fait que si (y', A) € X’ x R expose fortement un point
de épif, alors (— —1) lexpose fortement également, ainsi que sur le lemme suivant.

Lemme 4. Avec les mémes données que dans le lemme 3, si @' € X' est tel que
x'.xg — f(xo) > 2'.x — r pour tout (x,r) € S(f, ) avec (x,r) # (o, f(z0)), alors
¥y — f(xog) > o'.x —r pour tout (x,r) € épif avec (z,1) # (zo, f(x0)) €t on a
z' € 0f (o).

La proposition suivante joue un role clé dans la démonstration du résultat prin-
cipal de cette note. Il est clair que si zp € A C B est fortement exposé dans B, il
I'est également dans A. La réciproque est vraie dans les épigraphes.

Proposition 5. Soit f : X —] — oo, +o0], convexe propre s.c.i, et xo un point
de lintérieur de domf. Alors (xo, f(xq)) est fortement exposé (resp. de dentabilité)
dans épif si et seulement si Vo > f(xo)( ou Ja > f(xg)) on a (xo, f(z0)) est forte-
ment exposé (resp. de dentabilité) dans S(f, «).

Indications sur la démonstration. Si (x¢, f(xo)) est fortement exposé dans S(f, «)
il existe ' € Of(zo) tel que (2',—1) expose fortement (xg, f(zo)) dans S(f, a)
(Lemme 3). Soit (z,,7,), une suite dans épif telle que lim[z' .z, —r,] = 2’20 — f(x¢)
et M > 0 tel que « < Met|r,] < M, Vn € N. Utilisant la convexité de
f, une suite (&,,t,), dans S(f, ) telle que lim,[2'.&, — t,] = 2'.xg — f(xg) et la
suite (Yn, Sp)n avec Y, = px, + (1 — )&y et s, = aury, + (1 — ay)t, on oy, =
(a—t,) /(M —t,), on montre qu’ a partir d'un certain rang on a (z,,r,), € S(f, @).
On conclut alors en faisant appel a la deuxieme caractérisation (b) des points forte-
ment exposés.
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Il est bien connu qu’un espace de Banach est d’Asplund si et seulement si son
dual a la propriété de Radon-Nikodym [3] et [7]. En d’autres termes, la propriété de
Radon-Nikodym du dual d'un espace de Banach peut se caractériser par une pro-
priété de différentiabilité des fonctions convexes définies sur le Banach. Notre résultat
principal a pour objet de caractériser la PRN par une propriété de régularité des
fonctions convexes définies sur I’espace et non pas sur le prédual.

Théoreme 6. Un espace de Banach X posséde la propriété de Radon Nikodym
si et seulement si toute fonction f : X —| — 0o, 400] convexe propre s.c.i bornée
inférieurement vérifie l'une des propriétés suivantes

1) f admet un point de rotondité.

2) Il existe o« € R tel que S(f, ) admet un point fortement exposé.

3) 1l existe ' € X' tel que f — x' admet un minimum fort.

4) f admet un point de rotondité faible.

5) Il existe v € R tel que S(f, ) admet un point de dentabilité.

6)f admet un minimum faible.

Preuve. Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit de montrer que 4)
implique la P.R.N, puisque chacune des conditions entraine 4). Soit C' un convexe
fermé borné de X. Sa fonction indicatrice d¢ est convexe propre s.c.i et inf-bornée.
Supposons qu’elle admet un point de rotondité faible en x¢. D’apres la proposition 2,
(20, 0c(x0)) = (x0,0) est un point de dentabilité de epidc = C x [0, +00[. On vérifie
facilement que si le diametre d’une tranche T'(C' x [0, +o00[, (z/, —1),a) ot @ > 0 et
(', —1) € X’ x R est plus petit que ¢ > 0 donné, alors la tranche T'(C, 2, ) l'est
aussi et ainsi 2y € Dent(C). Donc X est de Radon Nikodym . La nécessité fait appel
aux résultats que nous avons établis plus haut. Soit f : X —] — oo, +00] convexe
propre s.c.i et inf-bornée et soit a > inf{f(z),z € X}. Montrons que ’ensemble
{(z,\), f(x) <X < a} admet un point fortement exposé (o, f(xo)) avec f(zg) < @,
et on conclut en faisant appel successivement aux propositions 4) et 1). D’apres les
hypotheses faites sur f, ’ensemble S(f, ) est une partie convexe fermée bornée non
vide de X x R. Comme X x R est de Radon Nikodym, 'ensemble s — exp[S(f, )]
est non vide et on a S(f,a) = co[s — exp(S(f,a)], (Bourgin[3], Phelps[7]) ou co
désigne I'enveloppe fermée convexe. Si tous les éléments (x, f(z)) de s —exp[S(f, )]
sont tels que f(z) = a, on aura S(f,a) C co[(z, ), f(z) = o] = {(z, @), f(z) < a}
ce qui est absurde car d’apres le choix de «, il existe z € X tel que f(x) < . Par
conséquent épif admet un point fortement exposé, et d’apres les propositions 1) et
2), les six assertions du théoreme sont vérifiées.
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