The Annals of Probability
1975, Vol. 3, No. 2, 365-370

DEUX INEGALITES CONCERNANT LES OPERATEURS
DE BURKHOLDER SUR LES MARTINGALES

PAR MAURIZIO PRATELLI

Scuola Normale Superiore, Pisa

In this paper the following two theorems are shown: if UV are
Burkholder type operators on martingales and if the inequality E[U(X)] =
¢ - E[V(X)] holds for every martingale X, then the inequality E[F o U(X)] =
C - E[F o V(X)] holds, for F concave if V is “predictable,” for F convex if
U is “‘predictable.”’

Le but de cet article est de montrer que, si U, V sont deux opérateurs sur les
martingales, du genre étudiée par Burkholder et Gundy dans [1], vérifiant une
inégalité de la forme

E[U(X)] < ¢ - E[V(X)]
(ol ¢ est une constante réelle indépendant de la martingale X)), alors, pour toute
fonction F, convexe ou concave, satisfaisant 4 des conditions convenables, on
a une inégalité de la forme
E[F o UX)] < C - E[F o V(X)] .

Le résultat concernant une fonction F concave (Théoréme 1) est pratiquement
déja démontré dans [2] (méme s’il n’y figure pas de fagon explicite). Par contre,
le cas d’une fonction F convexe (Théoréme 2) est démontré ici pour la premiére
fois. On se sert, & cet effet, d’un lemme de Neveu, que I’on démontre sous une
forme légerment modifiée (Lemme 2).

0. Notations et terminologie. Conformément aux convéntions établies dans
[5], on se donne, sur un espace probabilis¢ (Q, .5, P), une suite croissante
(F 1)z de sous tribus de &, et on ne considére que des martingales de la forme
X = (X,),5; adaptées 4 la suite (F,),2:-

Pour tout temps d’arrét T, relatif a la suite (=7 ,),..,, on note X7 la martingale
obtenue en arrétand X a 'instant 7. On pose en outre

o(X) = (E[X’|.5] + E[(Xa — X)) + )b
On considére des opérateurs U qui transforment toute martingale X en une
v.a. positive U(X), et qui possédent les proprietés suivantes:

(a) Pour toute martingale X, on a U(—X) = U(X).
(b) 1l existe une constante réelle a = 1, telle que I’on ait
UX + Y) < a[U(X) + U(Y)]
pour tout couple X, Y de martingales.

Received June 6, 1974.
AMS 1970 subject classifications. Primary 60G45; Secondary 47H99.
Key words and phrases. Martingales, Burkholder operators, inequalities, convex functions,
stopping times.
365

Institute of Mathematical Statistics is collaborating with JSTOR to digitize, preserve, and extend access to

The Annals of Probability. ®
Www.jstor.org




366 MAURIZIO PRATELLI

(c) Pour toute martingale X, la v.a. U(X) est p.s. nulle sur I’ensemble
{e(X) = 0}. .

(d) Pour toute martingale X, et pour tout entier n > 0, la v.a. U(X™) est
mesurable par rapport a la tribu & .

Si U est un opérateur possédant ces proprietés, il en est de méme, pour tout
temps d’arrét T, des opérateurs U,, U* définis par:

Up(X) = Ynew Lipen UX™)
U*(X) = sup,ex UX™) = sup,ey U, (X) .
On a les relations suivantes (cf. [5], Lemmes 1 et 2):
UX— X"y =0 ps.sur {T = oo} UXT) < aUy(X) .

On dit que I’opérateur U est prévisible si, pour toute martingale X et pour tout
entier n > 1, la v.a. U(X") est mesurable par rapport & la tribu & ,_,.

On ne considére, dans la suite, que des opérateurs U tels que U* = U. Cela
revient a ajouter aux conditions (a), (b), (c), (d) ci-dessus la condition suivante:

(e) Pour toute martingale X, on a U(X) = sup, U(X™).

REMARQUE. Si U est un opérateur possédant les proprietés (a)—(e), il en est
de méme, pour tout nombre réel p > 0, de ’opérateur U? défini par:
U?(X) = [UX)]* .
Gréice a I’inégalité
(x4yp = @7V DE+ )
valable pour tout couple x, y de nombres positifs, I’opérateur U? vérifie la con-
dition (b) avec la constante a?(2°~' V 1).

ConveNTION. Chaque fois que I’on considére, dans la suite, un couple U, V
d’opérateurs jouissant des proprietés (a)—(e), on désigne par a une constante
réelle telle que ’on ait @ > 1 et

UX + Y) = a[U(X) + U(Y)]
X+ Y) < aV(X)+ (Y)]
pour tout couple X, Y de martingales.

1. Cas d’une fonction concave. Soit F une application croissante et continue
de [0, + o] dans [0, + o], telle que ’on ait F(0) = 0 et que la restriction de
F a [0, + o] soit finie et concave.

Pour tout nombre réel ¢ strictement positif, on désigne par f(r) la dérivée
gauche de F au point . On pose en outre

f(4o0) = lim,,,o f(7) -

Fu) = (3 f() dt

est vraie pour tout élément u de [0, +oco]. Il n’est pas difficile d’en déduire le

On sait que la relation
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lemme suivant (qui est contenu dans la démonstration du Théoréme 20.1 de [2]
pages 38-39).

LEMME 1. Pour toute v.a. positive Z, on a
E[F o Z] = f(+o0)E[Z] + § E[Z A f]dp(t)
oiL p est la mesure positive sur 10, 4 oo[ déterminée par la condition:

w[a, b)) = fla) — f(b)  powr 0< a< b= +oo.
A partir de ce lemme il est trés facile de démontrer le théoréme suivant:
THEOREME 1. Soient U, V deux opérateurs jouissant des propriétés (a)—(e). On
suppose qu’il existe une constante réelle c telle que I’on ait
E[U(X)] = ¢ - E[V(X)]

pour toute martingale X. On suppose en outre V prévisible.
Dans ces conditions, il existe une constante réelle C (dépendant seulement de a et
de c) telle que I’on ait

E[F o UX)] < C - E[F o V(X)]

pour toute martingale X et pour toute fonction F possédant les propriétés énoncées
ci-dessus.

DEMONSTRATION. En vertu du lemme précédent, il suffit de prouver qu’il
existe une constante réelle ¢’ telle que I’on ait

(1) E[UX) A ] < ¢ - E[V(X) A 1]

pour tout nombre réel ¢+ > 0 et pour toute martingale X.
Introduisons, a cet effet, le temps d’arrét
T=inf{n:neN, V,(X) > 1t}.
La relation
U(X) < aUXT") + aU(X — X7)
entraine alors
U(X) < aU(XT) sur {T = oo},
et par suite .
UX) Nt = alU(XT) + 1t Tipca -
On a d’autre part:

E[U(X™)] £ cE[V(X")] < caE[V,(X)] < caE[V(X) A 1],
E[t - Ipce] =1t PV(X) >t} S E[V(X)A1].
Il en résulte »
E[UX) A t] £ (ca® + 1) - E[V(X) A 1],
¢’ est-d-dire la relation (1) avec ¢’ = ca® + 1.

2. Cas d’une fonction convexe. Soit maintenant F une application croissante
et continue de [0, 4 oo] dans [0, +oo], telle que I’on ait F(0) = 0 et que la
restriction de F & [0, + oo soit finite et convexe.



368 MAURIZIO PRATELLI

Pour tout nombre réel ¢ strictement positif, on désigne par f(7) la dérivée gauche
de F au point . On pose en outre

f0) =0,  f+oo) =lim,_,.f(7).
On sait que la relation
Fu) = §§ f(r) dt
est vraie pour tout élément u de [0, 4 co]. Sion désigne par y la mesure positive
sur [0, 4 oo déterminée par la condition

([a, 8]) = f(b) — fla)  pour 0=a< b= +oo,

la relation précedente peut s’écrire sous la forme équivalente:

) Fu) = §po,ur (4 — 1) dp(t) -
On suppose qu’il existe une constante réelle 4 = 1 telle que I’on ait
3) F(2t) £ A - F(¥) pour tout 7.

Neveu a montré ([4] pages 194-195) qu’il est possible, dans ces conditions,
d’associer a tout ¢ > 0 une constante réelle C, (dépendant seulement de ¢ et de
A), de sorte que I’on ait
*) fluy < eF(u) + C,F(v)
pour tout couple #, v d’¢éléments de [0, +oco].

Nous aurons besoin aussi du résultat suivant, qui constitue une 1égére extension
d’un lemme de Neveu (cf. [3] Theorem 52, page 55):

LEMME 2. Soient b, ¢ deux nombres réels, tels que b = 1, ¢ = 0, et soient Y, Z
deux variables aléatoires positives, vérifiant I'inégalité

%) Spsey (Y — AP = ¢ § 45y ZdP pour toutt > 0.

1l existe alors une constante réelle C (dépendant seulement de b, c et de la constante
A qui figure dans (3)), telle que I'on ait:
E[Fo Y] C-.E[FoZ].
DEMONSTRATION. Par un argument de troncature on peut se ramener au cas
ol la v.a. Y est bornée.
En applicant la relation (2), le théoréme de Fubini et I’hypothése (5), on
trouve:
E[FoY] = {dP (o (Y — 1)dp(2)
= d/*‘(t) S(Y>t) (Y — )] dP=<c § dﬂ(t) S(bY>t) Zdp
= ¢ {dP Z §jyp dp = cE[f(bY)Z] .
Pour tout ¢ > 0, la relation (4) entraine alors
E[FoY] < c.E[eFo(bY)+ C.Fo Z].

On a d’autre part
Fo (bY)é A"F o Y
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dés que I’entier n vérifie la condition 4 < 2*. Un tel n étant fixé, choisissons
un ¢ > 0 assez petit pour que I’inégalité 1 — cA" > 0 soit vérifiée. On a alors

E[Fo Y] < ¢C(l — cAm)E[F o Z],
ce qui établit le lemme.

Pour une fonction F possédant les propriétés énoncées ci-dessus, nous allons
maintenant démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 2. Soient U, V deux opérateurs jouissant des propriétés (a)—(e). On
suppose qu’il existe une constante réelle c, telle que I’on ait

E[UX)] < ¢ - E[V(X)]

pour toute martingale X. On suppose en outre U prévisible.
Dans ces conditions, il existe une constante réelle C (dépendant seulement de a, de
c et de la constante A qui figure dans (3)), telle que I’on ait

E[F o UX)] < C . E[F o V(X)]
pour toute martingale X.

DEMONSTRATION. En vertu du Lemme 2, il suffit de trouver deux constantes
réelles b = 1, ¢/ = 0, telles que I’on ait

(6) Siwansa (UX) = 0dP < ¢ Sppamnsy V(X)) dP

pour tout nombre réel 1 > 0 et pour toute martingale X.
Introduisons, a cet effet, le temps d’arrét

T =inf{n:neN, U, (X) > t}.
La relation

U(X) £ @®Uy(X) + aU(X — X7) £ @t + aU(X — X7)
entraine alors les deux relations suivantes:
(M Viwonso (UX) — @) dP < aE[UX — X7)],
(8) t-PUX) >2a} <t - PUX — XT) > at} < a'E[UX — X7)].
On a d’autre part
E[U(X — X7)] £ cE[V(X — XT)] = ¢ §ya>n V(X — XT)dP,

ol la derniére égalité est due au fait que la v.a. V(X — XT) est p.s. nulle sur le
complémentaire de I’ensemble {U(X) > t}, c’est-a-dire sur I’ensemble {T' = + co}.
Puisque la v.a. V(X — X7) est, en méme temps, majorée par a(a + 1)V(X), on
peut aussi écrire
E[U(X - XT)] = Ca(a + 1) S{U(X)>t) V(X) dp.
En introduisant cette majoration dans (7) et (8), on trouve, respectivement:

®) Swansa (UX) —at)dP < ca'(a 4 1) Spasy V(X)) dP,
P{UX) > 2a°t} < c(a + 1) ponsy V(X) dP .
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Si I’on écrive la derniére relation sous la forme équivalente
 2eMPUX) > 20} < 26a%(@ + 1) §pgsnrsaan V(X) P,

et si I’on remplace 24’ par ¢, on trouve

(10) PUX) > 1} < 2¢a(a + 1) {papimsn V(X) dP.

En utilisant les relations (9) et (10), on obtient finalement:

S{U(X)>t) (U(X) - t‘) ap ’
= Swaosy (UX) — @) dP + (a® — 1)P{U(X) > t}
< @@+ 1) Sy V(X)dP + 2¢a’(a + 1) (@ — 1) §paagins>e V(X) dP .

La relation (6) est donc vraie pour b = 2a* et ¢’ = ca’(a + 1)(2a* — 1). (On
remarquera que l’ensemble {U(X) > ¢} est contenu dans {2¢°U(X) > t} car
2a* > 1.)
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