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PRINCIPES D’'INVARIANCE PAR MOYENNISATION
LOGARITHMIQUE POUR LES PROCESSUS DE MARKOV

PAR FAizA MAAOUIA

Equipe d’Analyse Stochastique et de Modélisation Statistique

On généralise le théoréme de la limite centrale presque-siire aux mar-
tingales fonctionnelles additives d’'un processus de Markov récurrent. Et
dans le cas de la récurrence positive, on dégage deux principes d’'invariance
analogues au théoréme de la limite centrale et a la loi du logarithme itéré.

We extend the almost-sure central limit theorem to martingale additive
functionals of a recurrent Markov process. In the particular case of positive
recurrence, we also derive two invariance principles similar to the central
limit theorem and the law of the iterated logarithm.

1. Introduction.

1.1. But de larticle. Ce travail s’articule autour de deux thémes, dont
le premier est relatif a la généralisation du théoreme de la limite centrale
presque-stire aux martingales fonctionnelles additives d’'un processus de
Markov (a temps discret ou continu) récurrent. Et dont le second, sous ja-
cent au premier, vise 'obtention des vitesses de convergence en loi et au sens
presque-sir dune loi forte de grands nombres associée de maniere naturelle a
ce théoréme de la limite centrale presque-siire pour les martingales fonction-
nelles additives.

S’agissant du premier theme, les résultats obtenus constituent un prolonge-
ment naturel aux travaux de Brosamler [6], Schatte [33], Lacey et Philipp
[23], Berkes et Dehling [3], Berkes [2], Rodzik et Rychlik [32] et Touati [37],
qui donnent des versions fortes du théoréme de la limite centrale presque-
stire pour des marches aléatoires de variables aléatoires (v. a.) réelles. Ils
ont également un lien avec ceux obtenus par Peligard et Shao [31] et Hurel-
baatar [22] pour des v.a. satisfaisant a des propriétés de mélange. Quant aux
résultats relatifs au second theme, ils généralisent en particulier ceux obtenus
par Csorgo et Horvath [14] et Berkes, Horvath et Khoshnevian [4] pour des
marches aléatoires de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées.

Dans [8] Chaabane propose des résultats semblables aux nétres pour des
martingales unidimensionnelles discretes. On reviendra plus loin sur la com-
paraison de nos approches fondées toutes deux sur une approximation forte
d’'une martingale discréte par une trajectoire brownienne.

Les applications aux modeles statistiques markoviens des principaux résul-
tats sont examinées dans [12].
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Lutilisation des chaines atomiques et la technique de fission des chaines
de Markov ayant un petit ensemble présentent 'avantage ici de batir une
approche incluant le cas ou le processus de Markov est a temps continu.

Les principaux résultats sont énoncés au paragraphe 2 et démontrés aux
paragraphes 4 et 5. Pour alléger leurs preuves, les outils techniques ont été
rassemblés au paragraphe 3. Les preuves de ces outils sont reportées au
paragraphe 6.

1.2. Données et notations. On donne X = {Q,7, (P, F = (%H)iars
(X,);c1} une version canonique d'un processus de Markov homogéne, indexé
par | = N (cas discret) ou | = R, (cas continu), a valeurs dans un espace
mesurable (E, &); F étant sa filtration naturelle, P, sa loi partant de x.

Dans le cas continu, on ajoute les hypothéses suivantes:

1. (E, &) est un espace localement compact a base dénombrable muni de sa
tribu borélienne;

2. F est convenablement complétée et rendue continue a droite;

3. X est fortement markovien et continu a droite.

On désigne par II ou (11,),.( la transition de X ou son semi-groupe et par
(R)),~0 sa résolvante:

Ex(Z eAkl{XkeA}> =Y e M, (x, A) (cas discret),
R,(x, A) = k=1 k=1

o oo
[Ex</0 e Mg cay dt) =/0 e M, (x, A)dt  (cas continu).

1.3. Notions de récurrence pour X.

1.3.1. Récurrence au sens de Harris. Cette notion est familiere en théorie
des processus de Markov. Elle signifie ’'existence d'une mesure u, o-finie, non
nulle, invariante par 11 ou (II,),., et telle que:

(1) Vx e E,VA € & chargé par p, P. <1im sup(X, € A)) =1.
tel

On montre alors l'unicité d’'une telle mesure u a la multiplication par une
constante positive pres.

Le processus X est dit récurrent nul ou récurrent positif selon que w(E) =
+00 ou u(E) < co. Dans le second cas, on peut choisir u telle que u(E) = 1.

1.8.2. Petit ensemble récurrent de la résolvante de X et lien avec la récurrence
au sens de Harris. Une condition suffisante pour la récurrence au sens de
Harris de X est que sa résolvante possede un petit ensemble C, fermé dans le
cas continu, vérifiant la propriété suivante:

P.(limsup(X, €C)) = P, (Z 1ix,ccy :+OO) =1  VxeE (cas discret);
(ii) k=0

P, (limsup(X,€C)) = P, ( /O 1 {Xtec}dt:—i-oo) —1  VxeE (cas continu).
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Suivant Duflo [18], Meyn et Tweedie [27, 28] et Nummelin [30], C € & est un
petit ensemble pour la résolvante de la chaine ou du processus de Markov X,
s’il existe une loi de probabilité v sur &, concentrée sur C, et deux constantes
Ao > 0, b €]0, 1], pour lesquelles on a

V(x,A)e Ex &, ARy, (%, A) > b1p(x)v(A).

Cette condition est automatiquement réalisée dans le cas discret des que C
est un petit ensemble de la transition Il de X, c’est-a-dire

V(x,A)eEx &, I(x,A)> blo(x)w(A).

Un petit ensemble C de I1 tel que la fonction x — II(x, -) soit constante sur C
s’appelle atome. L'exemple le plus courant d’atome récurrent [i.e., satisfaisant
(i1)] est celui de point récurrent.

Notons que la condition (ii) est aussi nécessaire pour la récurrence au sens
de Harris de X, a condition de supposer que dans le cas discret la tribu & est
dénombrablement engendrée (cf. [18, 29]), ce qui est fréquemment le cas.

Sous la condition (ii), la récurrence de X est positive des que:

(1i1)
supE,(T¢) < o0
xeC

ou

T.— inf{k >1,X, € C} (cas discret),
€7 | Te(8) =inf{t > §,X,€C}, pouruné >0 (cas continu).

La condition (iii) est également nécessaire, pourvu que dans le cas discret la
tribu & soit dénombrablement engendrée (cf. [18, 27]).

Désormais, la phrase “le processus X est récurrent” signifie pour nous que
la condition (ii) est réalisée.

1.4. Fonctionnelles additives et martingales fonctionnelles additives de X.
Soient (6,),. les opérateurs de translation sur (), 7). Une fonctionnelle ad-
ditive (FA), A = (A,),q, de X est un processus F-adapté (cad-lag dans le cas
continu), nul en 0 et tel que

A=A +A 00, P, ps.V(ts)el?

pour toute mesure initiale v.
Une martingale fonctionnelle additive (MFA), M = (M, )., de X est une FA
qui est, en outre, une (F, P,) martingale pour toute loi initiale v, c’est-a-dire:

E.(M,)=0 Viel,Vx e E.

Sila MFA M est localement de carré intégrable, sa variation quadratique et
sa variation quadratique prévisible sont des FA notées respectivement [M] =

(IM]p)ter et (M) = ((M));e-
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2. Enoncés des principaux résultats.

2.1. Hypotheses et notations complémentaires.

2.1.1. Hypotheses. Nos résultats portent sur des MFA, M = (M,),, du
processus de Markov X récurrent et de mesure invariante u, qui selon le cas
vérifient ou bien les hypotheses (H1) et (H') ou bien les hypotheses (H1) et
(H”) ou bien (Ha) et (R-R) explicitées ci-dessous:

(Ha) —[Ex(M?) < 00 Vtel,Vx e E; [EM(M%) =05 €0, 00;
—E,(IM;*) <oc0, ae[l,2]

(H') Il existe un processus positif V.= (V,);q, continu & droite dans le cas
continu, croissant vers linfini et tel que

vxeE, V. 2M),— 1, P,-ps. t— oo.

Dans le cas de la récurrence nulle (resp. positive) V2 = (M), (resp. V2 = o-f,lt)
convient.

(H") Cest hypothese (H') avec un processus V [F-prévisible dans le cas
discret et continu dans le cas continu.

Dans le cas de la récurrence positive, V2 = gt convient. Et dans le cas de
la récurrence nulle V7 = E,((M°);)"'E,((M);)(M°), convient, pourvu que la
partie martingale continue M de M ne soit pas nulle.

Dans le cas ou le processus X est récurrent positif, pour affiner 'approxim-
ation des MFA par des sommes aléatoires de variables aléatoires indépendan-
tes, on ajoute I’hypothése suivante sur la résolvante de X:

(R-R) Il existe une fonction positive f, p-intégrable, [ fodu > 0, telle que
pour tout x € C, la fonction X — (AR, fo(x) — [ fodur) admette une limite
finie lorsque A tend vers 0.

Cette hypothese signifie que pour tout x € C, la fonction

AR, fo(%), siA>0,
(2.1) A {

lim AR, fo() = / fodu, siA=0,

est dérivable a droite en 0. Elle implique que la récurrence de X est positive
et que £,(T¢) < oo (cf. le théoréme F du sous paragraphe 3.4). En outre, elle
permet de dégager un résultat précieux sur le comportement asymptotique
des fonctionnelles additives et intégrables sur X [cf. remarque (b) du sous
paragraphe 2.3].

Le sigle (R-R) est justifié par le fait que si C est un atome pour la chaine X,
alors la condition (R-R) signifie que la récurrence de X est riemanienne d’ordre
2 cest-a-dire E,(T%) < oo, Vx € C [cf. 1a partie (i) du théoreme F].
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2.1.2. Notations complémentaires. A toute MFA M, on associe:

1. {¥,}, la suite de processus a valeurs dans £([0,1]) (espace des fonctions
continues de [0,1] dans R) définis par

1 n—1 tVZ
V,(t)= o v > Mk+—2(Mk+1 Mp) 11wz vz vz, w2 (6),
(2.2) n k=0 Vk+1 V
1
v (1)= —M_;
n( ) Vn ns

2. {W,}, la suite des mesures moyennes empiriques logarithmiques associées
aux processus {V,}, et a léchelle V définies par

2
1 AL Via—Vi ey
V2 e}

" In Viis Via '

(2.3) W, ()

3. {1 }ar 1a suite des mesures moyennes empiriques logarithmiques associées
aux v.a. (V;*M,) et a Uéchelle V définies par

1 V2 V2
(2.4) () = 2 k41— VE
1 n k=1 Vk+1

S v Mye } (cas discret),

1 T dv?
2.5 )= — 6 _ t .
(2.5) pr(-) V2 /1 VMe ) a v (cas continu)

G, ou .#(0, 0?) désignera la loi gaussienne centrée et de variance o2 et

G = G,. La convergence en loi sera abrégée par “—” et la convergence étroite
par « ”»

2.2. Un théoreme de la limite centrale presque-siire fonctionnel et une loi
forte logarithmique des grands nombres pour les martingales fonctionnelles
additives.

THEOREME 2.1. Soit X ={Q, 7, (P,) k> F = (%)ic1> (X ;)1 } un processus
de Markov récurrent indexé par | =N ou | = R,. Et soit M une MFA de X.

(i) Sous les hypotheéses (H1) et (H'), du sous paragraphe 2.1.1, M vérifie un
théoréeme de la limite centrale presque-stire fonctionnel (TLCPSF) par rapport &
Uéchelle V = (V,),o sous P, pour tout état initial x, a savoir: presque-siirement,
{W,}, converge étroitement vers la mesure de Wiener W sur €([0, 1]).

(ii) Sous les hypothéeses (H1) et (H") et en ajoutant la condition

Vx eE, V;Z(AM)? -0, P,ps, t—o0
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dans le cas continu, M vérifie une loi forte quadratique des grands nombres
(LFQ) par rapport a Uéchelle V = (V,),q, @ savoir pour tout état initial x:

1 2 (Vi - Vi\M;
1V22< V2 >V2_>1’ e
N Ve k=1 k+1 k
1 T M24V?
ou / —LZ_t 1, P,-p.s., T — co.
InVZ /1 V2 V2

Dans ces conditions, M vérifie aussi une loi forte logarithmique des grands
nombres (LFL), & savoir: presque-siirement,

/fd,uR—>/fdG pour toute f € G, R — oo

ou G désigne la classe des fonctions f: R — R, presque partout continues
et vérifiant sup,.g x 2|f(x)| < 0o et G dénote la loi normale centrée réduite
47(0,1).

Si le processus X est récurrent positif, il convient plutét de considérer les
mesures empiriques
n

~ 1 1
(26 WnO) = o 2 1 O

associées aux processus (\Tfn)n,
1
Jn

ou les mesures empiriques

2.7) V(1) = —={Mppy + (¢ — [nt])(Mppis1 — Mo}

, 1 (Tdr
(2.8) ()= ﬁ/l — ey T22
associées aux processus (V),,

1
(2.9) W (t) = M 0stslr>o.

COROLLAIRE 2.2. Dans le cadre du théoréme précédent, supposons que la
récurrence du processus ou de la chaine de Markov X est positive. Alors, pour
toute MFA M de X satisfaisant Uhypothese (H1), les mesures aléatoires (W),
et (Wy)p, définies respectivement par (2.6) et (2.8) convergent étroitement vers
Wo ou W, est la mesure définie sur €([0,1]) par W, () = W(oy), W
étant la mesure de Wiener sur €([0, 1]). Cette propriété est valable P, -presque-
stirement pour tout état initial x.
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2.3. Un théoréme de la limite centrale et une loi du logarithme itéré avec
poids logarithmique. Quelles sont les vitesses de convergence en loi et au
sens (p.s.) associées a cette LFL? Pour répondre a cette question, on introduit
les ensembles suivants:

L%(G,) = {f mesurable;/deGU < oo},

L3(G,) = |f e LAG,); [ f dG, =0}

et
Lo ={ €L§(G,):¥(x,y) e Rx R, |f(x)— f(y)]

< const. |x — y|(1+ |x|® + | y| )}

oul0<b<1l
Pour une MFA, M = (M,),.; de X et une fonction quelconque f de L%(G,),
on pose

XI::% (7%) (cas discret)

(2.10)
M,\ dt
ou /1 f(7;> - (cas continu)
et
(2.11) KY = K%I’ " dans le cas particulier ot f(x) = x2.

THEOREME 2.3. On suppose que le processus de Markov X vérifie ’hypotheése
(R-R) du sous paragraphe 2.1.1. Alors toute MFA M de X satisfaisant Uhypoth-
ese (Ha) pour un a €]1, 2], vérifie un théoréeme de la limite centrale avec poids
logarithmique (TLCL) et une loi du logarithme itéré avec poids logarithmique
(LLIL) sous P, pour tout x € E, a savoir, pour toute fonction [ de Ly 4:

@) TLCL: (In R)"2Ky" % 4/(0, 02), R — oo;

(ii) LLIL: limsupg_,..(2In RInlnln R)"2|KKy /| = oy p.s.
Dans (i) et (ii), la variance 0'% est lie a f par la relation cr? =-2[fg dG,y,
ot g est une fonction de LZ(G(,M) telle que f = fg et L désigne lextension a
L2(G,,,) de lopérateur L = oy £ —1xd,

REMARQUES. (a) Vu que ¥4, 0 est un sous-espace de L3(G, ) on a la

version multidimensionnelle sulvante du TLCL:

V(fla"'a fd) € (jo'M,b)d7

(nR) Y2 (1 " W) S (0, Ty),
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avec

T= (= [(Fig;+ 1,2 4G, et fi=Lg, 1<i=zd.

1<i, j<d

(b) On montrera, grace au théoreme F (signalé ci-dessus), que 'hypothese
(R-R) implique la suivante portant sur la variation quadratique prévisible de
toute MFA M vérifiant (Ha) pour un « €]1, 2]:

1
(212) M), — 0% = o(t g, (1), P,-ps., VxeE, Vo> "‘; ,

o

ol g, 5(¢) = t+9/2¢(In¢)o.

Une hypothese semblable permet a Chaédbane (cf. [8], théoreme 2.2) de mon-
trer les propriétés TLCL et LLIL (avec pondération aléatoire) pour une mar-
tingale discrete ou a trajectoires continues.

(c) Pour la fonction f(x) = x*> — o7, ona o? =4 et comme (Y, ; —InR)
est une suite bornée, les propriétés (i) et (ii) du théoreme précédent s’écrivent
respectivement

M

: [ InR 1M 2 2

2.3.1. Méthodologie des preuves. Pour prouver les théoremes 2.1, 2.3 et le
corollaire 2.2, on distingue les étapes suivantes.

(In R)1/2{(1n R)'KY — o2 ] L r(0,40t), R oo,

et

ETAPE 1. On suppose que X est une chaine de Markov possédant un atome
récurrent A tel que tout point x de E conduise P,-p.s. vers A.

ETAPE 2. On suppose que X est une chaine de Markov dont la transition
IT posséde un petit ensemble récurrent C. On se raméne au cadre de I'étape 1
en associant a X, par la technique de fission, une chaine de Markov atomique
X (voir le sous paragraphe 4.2).

ETAPE 3. On suppose que X est une chaine ou un processus de Markov dont
la résolvante possede un petit ensemble récurrent C. On se raméne au cadre
de I'étape 2 en associant a X, par une technique de discrétisation aléatoire,
une chaine de Markov X dont la transition admet C comme petit ensemble.

3. Outils des démonstrations. Dans ce paragraphe, on donne une série
d’outils techniques pour mener a bien les démonstrations des principaux résul-
tats du paragraphe précédent. Les preuves de ces outils figurent au para-
graphe 6.
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3.1. TLCPSE, LFL, TLCL et LLIL pour le mouvement brownien. On sait
que si B = (B;);»0 est un mouvement brownien standard, alors le processus
Y = (Y, = e7¥/2B,),~¢ est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, vérifiant les
propriétés suivantes:

1. Y est solution forte de I’équation différentielle stochastique
(EDS) dY, = —%Yt dt+dp,

t .
ou B = (B0 = (] % dB,),-( est encore un mouvement brownien stan-

dard;
2. Y est un processus de Markov récurrent positif de mesure invariante G =
47(0,1).

Le résultat suivant, du a Brosamler [6], est une transcription au mouve-
ment brownien du théoréme ergodique vérifié par le processus Y. Une démonst-
ration, basée sur le calcul stochastique, de ce résultat est proposée par
Touati [37].

THEOREME A. Soit B = (B,);.o un mouvement brownien standard, alors on
a les deux propriétés suivantes:
TLCPSF—presque-siirement les mesures aléatoires

"1 R dr
—1 -1
<(1I‘1 n) kgl %B{kl/zB[k,]}> ou ((h’l R) /; S{rl/ZBr.}T)

convergent étroitement vers la mesure de Wiener sur €([0, 1]).

3. Soit (P;);~o le semi-groupe du processus d’Ornstein—Uhlenbeck Y. Alors
(P,);=0 est fortement continu sur L?(G):

2 . _ -
VFelXG),  lm|f—Pfl;=0.

Son générateur infinitésimal (restreint a ’espace des fonctions réelles deux fois

continiment dérivables et a supports compacts sur R) est: L = —%x% + %j—;;
il admet une extension L a L2(G): V g € L3(G), L(g) = lim, , Pi8-8 au sens
de L2(G).

En outre, sup {||P,Ally; & € L3(G), |h|y = 1} = e %/2 (cf. [14]).
Par suite, pour toute fonction f € L%(G), la fonction g = — f(fo P,f dt vérifie

lela = ([ e de )17 = 211,

. Pg—g . 1/ o _T( o)
L L
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autrement dit I'image de L coincide avec L%(G). Par conséquent, pour toute
fonction f dans L2(G), on a

-~ +00
f=Lg avecg:—/ P,f dt.
0
Dans ces conditions, on notera
[Var(f)] 0¥ = -2 / gf dG = -2 / gLgdG.

Il est a remarquer que a}% = [(Vg)?dG ou le gradient de g est considéré au
sens faible dans L?(G). Et comme nous I'avons déja signalé, pour f(x) = x2—1,
2
of =4.
Le résultat suivant est une transcription au mouvement brownien du

théoreme de la limite centrale et de la loi du logarithme itéré qui sont valables
pour Y (cf. [2, 35, 36]).

THEOREME B. Soit B = (B,),.o un mouvement brownien standard. On a
les propriétés suivantes:
(i) TLCL,
T
(In T)—1/2/ f(t—l/th)% £ (0, o,%), T — o0;
1

(i) LLIL,

limsup(2In T'Inlnln 7)~1/2

T dt
/ f(t-”ZB»ﬂ:of ps;

out [ est une fonction quelconque de L%(G) et oy est la constante définie par la
relation [Var(f)]. Plus généralement, ces deux propriétés sont vraies en substi-
tuant a la variable déterministe T, un processus croissant, positif, continu a
droite, N = (Ng)p-, vérifiant % — 1p.s., R — oo

3.2. Traduction des théorémes A et B pour une marche aléatoire avec ou sans
renouvellement. Une approximation adéquate d'une marche aléatoire de v.a.
i.i.d. par une trajectoire brownienne permet d’obtenir les deux transcriptions
suivantes des théoréemes A et B.

THEOREME C. On donne une suite (&, 7;) ;-1 de variables aléatoires a vale-
urs dans R x R, indépendantes, identiquement distribuées et on pose

SOZTOZOa Snzzgka TnZZTka
(3.1 k=1 k=1

S, =Sk, N, =inf{k >0,T;,,; > t}.
Supposons que la suite des v.a. (£),-1 Vérifie les propriétés suivantes:

(3.2) E(¢&) =0, E(&) = o7 > 0;
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et considérons pour une suite croissante V = (V,), de v.a. positives vérifiant

A%
V, - 00, n— oo, " 51, n— oo,
(33) Vn+1
. V—?‘eaj n— oo imax|S*—S* | >0 ps,n— o0
Nn & ’ Vn F<n k k-1 Bt 4

les mesures moyennes empiriques logarithmiques {W?}, et {u}}, définies com-
me dans (2.3) et (2.4) en changeant la suite (M,,) par la suite (S}).

Alors la suite S* = (S}) vérifie un TLCPSF a savoir, presque-stirement:

TLCPSF—W?i — W, n — oo, o W est la mesure de Wiener sur ¢([0, 1]);
donc u}, = G, n — oo.

REMARQUES. (i) Prenons 7, = 1, V2 = [(S2) et supposons que les (£;) sont
indépendantes mais non nécessairement de méme loi. Alors la premiere partie
du théoréme C est encore vraie deés que sup, E(|&,|2?) < oo, pour un § > 0. En
outre, s’il existe des réels 6 et B vérifiant 6 > B> let >, V;2B[E(|§n|25) < 00,
alors (S,,) vérifie les propriétés TLCL et LLIL.

(i1) Si on renforce la derniere propriété de (3.3) comme suit

1
3.4 — max max |Sy —S -0 ps.,n—> o0
3.4) V, k<n k71§t§k| N; Nk’1| p
alors la suite S* = (S}) vérifie une LFQ et une LFL, & savoir, presque-
strement:

1 2 V2. V2 g \2
5 kil 5 k (—k> — 0'?, n — oo,
In Vn h=1 Vk Vk

et
/fd/uz:ffdG pour toute f € G, n — oc.

Le théoréeme suivant généralise les résultats de Csorgé et Horvath établis
dans [14].

THEOREME D. On se place dans le cadre du théoreme C en supposant que
les v.a. (&, Tp) =1 Vérifient les hypotheses suivantes:

E(¢,) =0, E(£2) = 0'? >0,
E(|&:12In(]&;]| + 1)*) < o0, pour un « €]1,2];

(3.5)

(3.6) E(ry) =m, > 0, E(7}) < o0, pour un § €]1,2].
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Alors ¥ f € 4, ={f e L§(G,)V(x,y) e Rx R, [f(x) = f(y)| = ¢*|x — y|(1+
|x[* + |yI°)}, on a:

(i) TLCL,
(Inn)~12 2 %f(i) % (0, 0f07),  n— oo
ik \VE
(ii) LLIL,
lim sup(2In7zInlnlnn)~1/2 2 %f(ﬂ)' =ofo; p.s;
n—ee k=1 vk

ou a’? =-2[gfdG=-2] gLg dG, L étant Pextension & L2(G) de l'opérateur
2

3.3. LFQ pour les MFA de X. Un résultat semblable au suivant est établi
dans [8] (resp. [9]) pour les martingales a temps discret (resp. continu).

THEOREME E. Soit X = {Q, 7, (Py) ek, F = ()i (X,);a1} un processus
de Markov récurrent indexé par | = N ou | = R,. Alors toute MFA M de
X satisfaisant aux hypothéses (H1) et (H") du sous paragraphe 2.1.1 et a la
condition supplémentaire

(3.7 VvxeE, V;2(AM)? -0, P,-ps.,t— oo,

dans le cas continu, vérifie une LFQ par rapport a Uéchelle V.= (V,),¢ sous P,
pour tout état initial x, a savoir:

1 A /Vi, —Va\ M2
LF +1 k)_k
(LFQ) ()

— 1, n — oo,
InV, .2

ou

1 T M24V?
T~ /1 V_zt Vzt -1 ps.,T— co.
T t t

3.4. Conséquences de la condition (R-R). Le résultat suivant est essentiel
pour la preuve du théoréme 2.3 et permet de justifier la remarque (b) du sous
paragraphe 2.3.

THEOREME F. Soit X une chaine ou un processus de Markov récurrent et de
mesure invariante w. Alors on a les résultats suivants:
(i) La condition (R-R) suivante:

Il existe une fonction positive f, p-intégrable, [ fodu > 0,
telle que pour tout x € C, la fonction A +— %()\R)\fo(x)—ffodu)
admette une limite finie lorsque A tend vers 0;
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implique que E,(T¢) < oo. L'implication inverse a lieu lorsque X est une
chaine atomique.

(i1) Si la condition (R-R) est réalisée, alors, pour toute FA A de X vérifiant
E,(A]) < oo pour un vy €]1,2], on a

A, —tE, (A1) = o(g,,,(t)) avec

(3.8) 1
gy n(t) =tV (Int) et y > y2+ , P,-ps. VxeE.
Y

3.5. Outils de contiguité pour les preuves des théoremes C, D, 2.1, 2.3 et du
corollaire 2.2.

3.5.1. Lemmes de contiguité pour des fonctionnelles de MFA. Pour démon-
trer le théoréme 2.1 et le corollaire 2.2 dans le cadre 1 ou 3, on a besoin du
résultat suivant établi au sous paragraphe 6.5.

LEMME 3.1. Si Xest une chaine ou un processus de Markov récurrent positif
et st M = (M,),; vérifie Chypothése (H1), du sous paragraphe 2.1.1, alors posant

v, (t) = %M[nt], on a les propriétés suivantes pour les processus (‘T’n) et (V)
définis respectivement par (2.7) et (2.9):

@)
sup ﬁ’n(t) —@n(t)i -0, P,p.s.,n— oo
0<t<1

(ii)
sup |W,.(¢) — $[,](t)| — 0, P,-p.s.,r— oco.
0<t<1

Le lemme suivant est important pour la preuve du théoréme 2.1 et du
corollaire 2.2 dans le cadre 3. Il a déja été utilisé dans [36]. Pour la com-
modité du lecteur, sa preuve est réécrite au sous paragraphe 6.5. Pour les
besoins de ce lemme on désigne par F la loi géométrique sur N* de parametre
po = 1 — e (resp. la loi exponentielle sur R* de paramétre \,) et par
T = {0, 7, P, (T,),=0} une version canonique de la marche aléatoire as-
sociée a F et partant de 0. A toute famille Z = (Z,), de v.a. sur (Q, .7, P,),
on associe la suite Z = (Z )nen de vaa. sur (A x OV, 7 ® 7/, [P’ =P, ®F)
définies par

(3.9) Z,(0, 0') = Zy ()().

LEMME 3.2. Soit M = (M,), une MFA de X vérifiant les hypothéses (H1)
et (H”) du sous paragraphe 2.1.1, avec un processus V = (V,);q. Soient

(M Ynens V (V )neN les suites associées par (3.9). Alors les propriétés
suivantes sont valables P -bresque-stirement pour tout x € K:
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@)

(ii)
2
Vv, V. —-1, n — oo.

En conséquence V;Q(M)n —1,n — oo.
(iii) Posant

n—1 2
-V
M) = 3 Mt Mg 0, 8,V = M,
k=0 k+1 T Vk
~ nole u — V% ~ ~ 9 ~
S =Y i+ s g 0 B =T,
k=0 R+1 7 VE
on a
1 -
— sup |A,(w)—A,(u)| =0, n — oo.
Vi O<u<V?

3.5.2. Lemmes de contiguité pour les preuves des théorémes C, D et 2.3.
Les trois premiers lemmes suivants ont été élaborés en collaboration avec F.
Chaabane [8].

LEMME 3.3. Soit V = (V,,),, une suite croissante de v.a. positives et telle que

— 1, n — oo.
n+1

Si (X)), et (Y,,), sont deux suites de 2 = 2([0, 1]) (espace des fonctions con-
tinues a droites et limitées a gauches de [0,1] dans R), telles que

”Xn _Yn”oo = sup |Xn(t) - Yn(t)| — 0, n — oo,
0<t<1

alors pour toute fonction f uniformément continue et bornée sur 9, on a

12 iviﬂ_

InV; .5 V%e+1

V2

SUCOESIAEN RS

LEMME 3.4. Soit B = {B(t)};~¢ un processus cad-lag, a valeurs réelles et
soit (V,,) une suite croissante de v.a. positives, telles que

n

Vn+1

— 1 p.s.,n— oo.
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On pose
I(r)=inf{n >0,Vi ,>r},  F(r)=Viy,
1 ~
] _— ¢ (r) — gF(r)
B {ﬁﬁ(r )} , B =",

0<t<1

, 1 Tdr ~ 1 Tdr
rO= g [, om0 W0 =g [ 5 o0e
Et on note W la mesure de Wiener sur €([0, 1]):
(i) Si, presque-sirement, (W) converge étroitement vers W et on a

sup [B7) - B >0, r— oo,
te[0, 1]

alors
VNV/T(~) =W ps.,T— cc.

(i) Si, presque-siirement, (VNV’T) converge vers W, alors

1 “ V%H B Vlze 5

= W ps,n— oo
V2
n k=1 k+1

TAGES!

Pour les besoins du lemme suivant, on considére sur 'espace de Skorokhod
2 = 2([0,1],R) une famille d’applications («,), (I = R,, resp. [ = N),
croissantes, nulles en 0 telles que

vtel0,1], a.(t) —>t, r— oo, et supa,(1) < co.
rel

Notant ¢7, = €([0, L], R) I'espace des fonctions continues de [0, L] dans R
avec L > sup, «,.(1), alors on a

(3.10) sup |a,(¢) —t| — 0, r — oo
0<¢<1
(3.11) VX e<, sup | X(e,(2)) — X(t)] — O, r — oo.
0<t<1

LEMME 3.5. Soit {v(r, )}, une famille de noyaux positifs sur €y, uni-
formément bornés et dont les moyennes logarithmiques (vp)pe, définies par

[l o] (1) S i)

convergent étroitement vers la mesure v(-).
Si .7 est la projection canonique de €}, sur 9 et si {.£.}, est la famille des
applications de ¢}, dans 9 définies par

£:X() e €, > X(a,() € 2,
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alors, la famille des moyennes logarithmiques des noyaux images des
{v(r,-)},o par les applications { £}, converge étroitement vers la mesure
image de v(-) par la projection /.

LEMME 3.6. Soit B = {B(t)};.¢ un processus brownien standard et (V,) une
suite croissante de v.a. comme dans le lemme 3.4. On pose, pour tout r > 0,

” 1 ~(r) r
B = {ﬁB(rt)}OStsl’ B =B avec F(r) = V%(r)’
I(r) =inf{n > 0,V2 ; > rk

et on note W la mesure de Wiener sur C([0, 1]). Alors, presque-siirement, les
moyennes empiriques logarithmiques

o 1 (Tdr 4 " Vi, —V;
T(')_ﬁfl 7 0@0ey o Wal)= an%kZl Vi Ohey

convergent étroitement vers W.
LEMME 3.7. Soit T = (T,),cn une suite de v.a. a valeurs dans N* ou R
et a = (a;)iep> B = (B,)nen deux familles de v.a. On suppose que:
L T,—nm= 0(\/%), m consta_nte > 0;
(i) supy,<sor,,, lay = Bul = o(\/55);
. a -1/2 , .
(iii) pour toute fonction g € G, les v.a. (K% %) et (I B’g) définies par

| R dt
gzkiz:lzg(%> (cas discret) ou Ag(%)T (cas continu)

et

vérifient une loi forte logarithmzque:

(LFL) (In R) K% ¢ — C(g), R — oo,
(In n)*lKnmil/ZB’g — C'(g) p.s.,n— oo,

o C(g) et C'(g) sont des constantes indépendantes de « et B.

Alors, quelle que soit f € 4 3, 0n a

(3.12) sup |(InR)"2K% — (Inn)2K™"*A/| 5 0 ps.,n— oo.
T,<R<T,

4. Preuves du théoreme 2.1 et du corollaire 2.2. Ce paragraphe est
une section de mise en ceuvre markovienne de divers outils donnés dans le
paragraphe précédent afin de prouver le théoreme 2.1 et son corollaire 2.2.
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4.1. Cadre 1: cas d’une chaine de Markov dont la transition posséde un
atome récurrent. On suppose ici que X est la version canonique d’'une chaine
de Markov ayant un atome récurrent A tel que tout point de E conduise
presque-sirement a A. Cela signifie que d’une part la probabilité de transition
I1(8, -) de X est la méme pour tout & € A et que d’autre part

(4.1) Vx eE, P.(limsup{X, € A}) =1.
Soit T =T, le premier temps de retour de X dans A:

(4.2) T =inf{n > 1,X, € A}.

Alors la mesure invariante de X est donnée par la formule

T-1

k=0

E, étant I'opérateur d’espérance sous P, = Pg, V6 € A.
Dorénavant (T,),., désignera la suite des temps de retour de X dans A,
définie par

(4.4) To=0, T;=T et T, ;=T,+To0y.

PREUVE DU THEOREME 2.1. Elle s’appuie sur le théoréme C.

(i) Pour une MFA, M = (M,,),,cn, de X satisfaisant a ’hypothese (H1), la
propriété forte de Markov implique que les v.a. {(&, 71, 1) }z>2, définies par

Epy1 =Mrp, , — My, = Myo 6p,,
(45) Tk+1=Tk+1_Tk=TO HTk’
Npy1 = (M)r, , — (M), = (M)g 0 0r,,

sont P, -indépendantes et identiquement distribuées selon la loi de la v.a.
My, T, (M)7) sous . En outre

(4.6)  E(¢) =Es(Mp) =0, E(&]) = Ex(M7) = Ex((M)q) = E,(M}) = o3.

Ainsi les va. (§;) vérifient les hypotheéses (3.2) du théoreme C.
(i1) Montrons maintenant que si de plus M vérifie I’hypothese
(H): M)y -1, P,ps.,n— oo,

2
Va

alors les hypotheses (3.3) du théoreme C sont vérifiées par les suites S* = (S}),,
et (V,), ou

S, =Sy, avecS,=) & =My —Mypet
(4.7 k=2

N, =inf{k > 0,T;,; > t}.
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En effet, grace au théoréme ergodique quotient, on a (l(vIN)[,)LL — 1P,-ps,

n — oo (cf. preuve du lemme 3.2); d’ou

Via Vi, (M), (M)
=k £ 1, P,ps
V2T (M), (M), vz TxPEenmee

n

pour toute échelle (V,,) satisfaisant 'hypothese (H'). Par ailleurs, les propriétés

(M), 9
N — Oy, n — 0o, et TNn =n< TNnJrl P.-p.s.
impliquent
M
<Ni” — o5, Pyps.,n— o
donc
_ = —— X —_ — -p.S. .
V2T, Ve Ty

Pour montrer que
1 *
— sup|AS;| > 0, P,-ps.,n— oo,
Vn k<n

® 0 Qx * __ -
on remarque, comme dans [36], que AS} , =S}, —S} = MTN]Hl - MTNk vérifie

'ASZ+1| = ‘MTNk+1 - MTNk

< sup )Mn — MTN
k
Ty, <n=Ty,

OSnSTNk+1— Ny

—MT = YNk

Np, Nk

avec Y, = SUP,<T,.,-T, |M,l+Tp _MTp|' Or, sous P,, la suite (Y ) - est i.i.d.
selon la loi de Y, sous P, et grace a I'inégalité de Doob, on a

Ea(Y5) < [EA< sup |Mn|2> < 4E,(M2) = 4033
0<n<T

par conséquent la loi forte des grands nombres s’applique aux v.a. (Y,),-; et
il en résulte que

n Y2 -0 P,ps.,n— oo.
Cette propriété implique les suivantes:

n! squ,ze — 0, n — oo, N;l/z sup Y, — O, n — oo,
k<n k<N,

N, /2 iquNk -0, P,ps.,n— oo
<n
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d’ou 'on déduit

1
——supYy, > 0, P,-ps.,n— oo

Nu
Vr2; \/Nn k=<n

D’apres le théoreme C la suite S* vérifie un TLCPSF par rapport a I’échelle V.
(111) Posons

1 *
v ?'SIEMSIHII <

= £V2 V2

V()= > {Mk + n—kAMk+l}1[V2/V2,V2 vef(t),
Vn e’ V]2e+1 _ V% DIAFTAYISVA S
1

v.(1)= \TM”

n

Vu que M,, = 5} + (M,, — My )+ Mr, les processus (¥7}), associés a la suite
(S:), par (2.2) vérifient

sup |¥i(t) - ¥,(t)| > 0, P,-ps.,n— oo,
tel0, 1]

car
* 3 *
sup |V, (¢) — ¥, (¢)| < v Sup M}, — S|
t€[0,1] n k<n+l
et on a
M, = S;] = M, — My, |+ Mq| = Yy, + Myl
donc

1 1 M
—SuPle - SZI = v supYy, + [My| -0, P,ps.,n— oo

Vn k=<n n k=<n Vn
Grace a la partie (ii) de la preuve et au lemme 3.3, on peut donc affirmer que M
vérifie un TLCPSF par rapport a I’échelle V. La partie (i) du théoreme 2.2 est
donc établie dans le cadre 1. Quant a la partie (ii), elle résulte manifestement
du théoreme E et du TLCPSF vérifié par le couple (M, V) lorsque celui-ci
satisfait aux hypotheses (H1) et (H”).
Le théoreme 2.1 est prouvé dans le cadre 1. O

PREUVE DU COROLLAIRE 2.2. Sil’atome A est récurrent positif, on peut pre-
ndre V2 = no; et remplacer p par

p = (Es(T)) ', car |uf = w(E) = Ex(T) < oo,

Alors la propriété (i) du lemme 3.1 permet de justifier le transfert du TL-
CPSF des mesures (W,) aux mesures (W), cest-a-dire le résultat du corol-
laire 2.2.

Le corollaire 2.2 est établi dans le cadre 1 envisagé. O
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4.2. Cadre 2: cas d’'une chaine de Markov dont la transition possede un petit
ensemble récurrent. On rapelle que la transition II de la chaine de Markov
X posseéde un petit ensemble C, si

(4.8) V(x,A)e Ex &, (x, A) = b1c(x)v(A).
Dans ce cas, pour une probabilité de transition Q, on a

(4.9) M=bl,®v+(1-bl)Q.

PREUVES DU THEOREME 2.1 ET DU COROLLAIRE 2.2 DANS LE CADRE 2. Onse
ramene au cadre 1 grace a la technique classique suivante consistant a grossir
Pespace (E, &) pour construire une chaine atomique. Précisons briévement les
étapes de cette construction. Pour les détails on peut consulter [18, 28, 30, 36].

Dorénavant, on note

E=E x{0,1}, QO=E"x{0,1}N=0Qx
(4.10) &=¢{d,{0},{1},{0,1}} =¢ ¢,
F=N@&N,

et {6,}, les opérateurs de translation sur Q.
Si A est une mesure positive, A(f) dénote I'intégrale par rapport a A. A toute

mesure A sur E, on associe une mesure A sur E, définie par
V(A,B)e & x &,
(4.11) _
A(A x B) = M{(b1lc1,4)80(B) + ((1 — b1¢)1,4)61(B)}-

Toute fonction &-mesurable f définie sur E peut étre prolongée en une
fonction #-mesurable f définie sur E, en posant f(x,0) = f(x,1) = f(x),
Vx eE.

De méme, toute v.a. Y sur ({2, %) peut étre considérée comme une v.a. Y
sur (Q, .7) définie par Y(w, o') = Y(w); d'ot1, en particulier

Yo60,=Y00, et Ey(Y)=E,(Y) pour toute mesure initiale A.

A la probabilité de transition II on associe la probabilité de transition II
définie, pour tout x € E et tout A x Be & x &', par

T{(x, 0); A x B} = v{(b1c14)80(B) + (1 - b1c)14)8:(B)}
(412)  T{(x, 1A x B} = [ Q(x, dy)}{(b1c14)()50(B)
+((1=b10)14)()8:(B)}-

Et on considere la chaine de Markov canonique X sur O, de probabilité de
transition II:

4.13) VneN,Yo=(0,0)ecl, X, (@) =X, (0),X,(0))=(0, o).
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Alors A = C x {0} est un atome de X. Plus précisément, si T = inf {n>1,X, €
A}, on a

P:(T<oo)=1 VxieEetul)= [E(a,o){ > IF(X)},Va cE, VI €E,
k=0

est une mesure o-finie sur E, invariante par II et telle que pour tout x dans E,
Ex,0)(T) = A(E) = p(E).

Si Z est une FA ou une MFA de X, Z est une FA ou une MFA de X. Si
= (M,,) ey est une MFA de X vérifiant les hypotheses (H1) et (H'1), alors
= (M,,),.c [resp. (M) = ((M),),cn] est aussi une MFA de X vérifiant (H1)

et (H'1) (resp. une FA de X); de plus on a

01\271 :E—L(l\_/ﬁ) = [EM(Mi) = 0'1%[.

A la lumiere de ce qui précede et du sous paragraphe 4.1, on peut affirmer
que le théoreme 2.1 et le corollaire 2.2 restent vrais dans le cadre 2. O

4.3. Cadre 3: cas d’une chaine ou d’un processus dont la résolvante posséde
un petit ensemble récurrent. On exploite ici un schéma classique permettant
de passer d'une chaine ou d’'un processus de Markov X dont la résolvante
possede un petit ensemble a une chaine de Markov X dont la probabilité de
transition possede elle aussi un petit ensemble.

4.3.1. Construction de la chaine de Markov X. Dans le cas discret (resp.
continu), on désigne par F la loi géométrique sur N* de parametre p, =
1 — e % (resp. la loi exponentielle sur R* de parameétre A,) et par T =
{V, 7, P, (T,),=0} une version canonique de la marche aléatoire associée
a F et partant de 0. Ensuite, on pose

Q=0xQ, =9I, I =9I,
(4.14) o R
F= (971)@0’ P.=P.®F,
Xn(w7 @) =Xy (o)(@) = @,y 5
(4.15) (@) n

0, w0, 0) = ((thrw’ )tel]’ (“)Ik+n - o )keN)

[(0 )n sont les operateurs de translation sur Q] (cf. [36]). Alors le processus

X = {Q F. ([P’ )ers F (X )ns0) est une chaine de Markov a valeurs dans (E,
&), de probablhte de transition

M=(1- e ")eMR, ~dans le cas discret
(4.16) N
(resp. I = AgR, , dans le cas continu),
et satisfaisant I’hypothese du cadre 2:

(4.17) V(x,A)eEx¢&, T(x, A) > blg(x)p(A).
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A toute famille Z = (Z,),., de v.a. sur O associons la suite 7= (zn)ne,\, sur
Q définie par Z,(o, 0') = Zy ().

Si Z est une FA ou une MFA de X, alors Z est une FA ou une MFA de X.
En particulier, si M = (M,),.; est une MFA de X vérifiant I’hypothese (H1), il
en est de méme pour la MFA M = (M )nen de X qui lui est associée et on a

E,(M0) = E,(M2) = o2
o 1 1% 1 M-

PREUVE DU THEOREME 2.1 ET DH COROLLAIRE 2.2 DANS LE CADRE 3. On as-
socie au processus X la chaine X considérée plus haut, dont la transition
possede un petit ensemble comme au sous paragraphe 4.2:

(i) Si M = (M,),; une MFA de X vérifiant les hypotheses (H1) et (H'), du
sous paragraphe 2.1.1, on vient de voir que la MFA M = (1\7[ Jnen de X qui
1u1 est associée vérifie également ces hypotheses. On peut donc affirmer que
M vérifie un TLCPSF par rapport a I’échelle V sous IP pour tout x € E. Plus
précisément, notons

- 1~ , o 1~ V2V 2
‘Pn(t) = ‘TnAn(tVn) = \Tn kX:%) Mk+mAMk+l 1[V2 V2 (tVn),
0<t<l,
15 1~ . 1 Ve -V
v, (1 Vi) =_—M, et W,()= Ml 25 s
( ) Vn ( ) Vn " © n() ani k=1 k+1 {q,kE}

alors, @x-presque—sﬁrement, les mesures aléatoires (Wn)n convergent étroi-
tement vers la mesure de Wiener W sur €([0, 1], R). Mais compte tenu de la
partie (iii) du lemme 3.2, posant

1 1 ol tV2 V2
W, (¢) = \TAn(tVi) = o L AMp+ A —EAM, {12 2 (EV2),
n Va0 k+1 Vi
0<t<l,
1 1

n

on a

sup |V, (t) = ¥,(t)] - 0, P,-ps.,n— oco.
0<t<1

On en déduit, grace au lemme 3.3, que M vérifie un TLCPSF avec la
pondération V, sous P, pour tout x dans E. Le fait que M vérifie la propriété
LFL découle du résultat précédent et de la propriété LFQ qui est valable pour
M, en vertu du théoréme E. Le théoréme 2.1 est établi.

(i) Si la récurrence de la chaine ou du processus de Markov X est positive,
I'hypothése (H') est automatiquement vérifiée en prenant V? = tod, ¢ € .

Lassertion du corollaire 2.2 relative aux mesures aléatoires (W,) est donc
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une transcription de la partie (i) du théoréme 2.1. On en déduit la convergence
étroite 7, -p.s. des mesures aléatoires (W) vers W, grace a la partie (i) du
lemme 3.1. Le corollaire 2.2 est établi. O

5. Preuve du théoreme 2.3. On procede en trois étapes comme au para-
graphe précédent.

ETAPE 1 (Cas d’'une chaine atomique). On se place dans le cadre 1 du sous
paragraphe 4.1 en supposant en plus que X vérifie la condition (R-R) du sous
paragraphe 2.1.1:

(1) Soit M = (M,,),, une MFA de X satisfaisant ’hypothese (Ha) pour un a €
11, 2] et (&, 73,) la suite de v.a. i.i.d. qui lui est associée par les formules (4.5).
On sait déja que cette suite satisfait aux propriétés suivantes:

Ex(€1) = Ea(Mp) = 0;

[EA(S%) = [EA(M%) =E\((M)p) = lEM(M%) = (71%/1;

et que d’apres le théoréme F, la condition (R-R) équivaut a Ey(77) < co. Dot
la propriété suivante:

T,=nm+ O(vnlnlnn)
(5.1) T
=nm+ 0(\/m>, P.-p.s. avecm = E,(7q).
Montrons maintenant que 'hypothese (Ha) implique la suivante:

2a
a+1

Ea(1€1]%7) = Eo(IMp[*?) < 00 avec B = €]1, 2[.

En effet, le théoreme de Rosenthal (cf. [21], Théoreme 2.12, page 23) implique

que E,((M)7) < oo; d'ou 'on déduit par le calcul suivant que [EA((M)g) < o0:

T-1 B
Ey((M)F) = [E(( 3 (M),q — <M>k) )

k=0

n—1 B/a
< Y (Py(T = n)><a—ﬁ>/‘*([EA(1{T:n} (M) s — <M>k)“))
k=0

n>1

< Y (PA(T = n))@Plappla-b/a

n>1

n—1 B/a
x ([EA(l{T_n} S (M), — <M>k>“)) :
k=0
c’est-a-dire

Es((M)F) = (E5(T%) "™ (E,(M))7"" < o0
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Une nouvelle application du théoréme de Rosenthal permet de déduire que
Eo(IMz[?#) < oo.

Ainsi, les conditions (3.5) du théoreme D sont vérifiées par la suite (&;). 11
s’en suit que les propriétés TLCL et LLIL sont vraies pour (S,) avec S, =
Y1 €r =Mq — M.

(ii) Par ailleurs, les v.a. a, =M, et B, =S, = My — My vérifient

sup |ap —B,l < sup M, — My |+ M| =Y,06p + [Mq
TnsksTrH»l TnSkSTnJrl

avec Y, = supg-,<r |M,[; et on peut affirmer que

_ 8.1 = o(nl/B) = n .
sup g — Bl = o) = o[- ). Puops

Tn 5ksTnJrl

car d’apres I'inégalité de Doob [EA(Y(%B ) < oo; donc

1 1 1
Y,=Yyo00p = o(nl/ﬁ) = o<\/ﬁ> P,-p.s, puisque E = a;;( € }5, 1[.

Vu que les suites («,,) et (B,,) vérifient aussi la propriété LFL, le lemme 3.7
nous permet d’affirmer que pour toute fonction f € &£,

s,
|1 1/2 _ 1 1/2
G2 o | Z f(f) (In p)” Z f(Jr[EAm)' — 0

P.-p.s., p — oo.

Grace a cette propriété et a la partie (i) de la preuve, on peut conclure que le
théoréme 2.3 est vrai dans le cadre 1.

ETAPE 2 (Cas d’une chaine de Markov dont la transition possede un petit
ensemble récurrent). Si la chaine de Markov X satisfait 'hypothese (R-R),
alors la chaine atomique X satisfait aussi cette hypothese (R-R) (voir la preuve
du théoréme F au sous paragraphe 6.4). Par suite le temps de retour T de
X dans l'atome A est tel que EA(T‘Z) < oo. Par ailleurs, toute MFA M de X
vérifiant ’hypothése (Ha) pour un a €]1, 2] peut étre considérée comme une
MFA de X vérifiant la méme hypothése. Ainsi, grace a la premiere étape de
la démonstration, M satisfait aux propriétés TLCL et LLIL sous P, pour tout
x € E.

ETAPE 3 (Cas d’une chaine ou d'un processus de Markov X dont la résol-
vante posséde un petit ensemble récurrent). On associe au processus de

Markov X la chaine X construite au sous paragraphe 4.3 et dont la transi-
tion possede un petit ensemble récurrent.

(i) Il est immédiat de voir que la propriété (R-R) est vraie pour X si et
seulement si elle ’est pour X. Par ailleurs, si M est une MFA de X vérifiant
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I’hypothése (Ha), a €]1, 2], alors M est aussi une MFA de X satisfaisant la
méme hypothese, car

(5.3) EL<M ) = E(T,)od, E#(|1\711|2a) < const. [EM(|M1|2“) < 0.

D’apres la seconde étape de la preuve, M vérifie les propriétés TLCL et LLIL
sous P, pour tout x € E.
(ii) En remarquant maintenant que le lemme 3.7 s’applique aux v.a. («;) =

(M,),q; et (B,) = (Mn)neN, on déduit la propriété suivante:

Vfe ng,b, sup (lnR)—l/ZK%Lf (In p)~ 1/2K[E(T) w281, £

(5.4) T,<R<T).

— 0,

o~

Ipx'p's'a D — o0,

qui implique, grace a la premiére partie de la preuve, que le théoreme 2.3 est
établi dans le cadre 3. O

6. Preuves des outils.

6.1. Preuve du théoreme C. La preuve du théoréme C repose sur le théor-
éme A et les lemmes 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6 qui seront établis au sous para-
graphe 6.5.

ETAPE 1. On utilise d abord la représentation de Skorokhod. Il existe un
espace probabilisé (Q 2 [P’) une v.a. B: Q — €y([0, oo[) (espace des fonctions
continues et nulles en 0 de [0, oo[ dans R) et des temps d’arréts 0 = RO < Rl
Rz < [P’—p.s. finis tels que

(6.1a) B soit un mouvement brownien;

(6.1b) la suite (ﬁﬁ, — Eﬁ_ ) N est de méme loi que (&;);cne;
i i—1 1eN*

(6.1c) R, — R;_; sont indépendantes avec [E(f{i - f{i,l) = o2

(Voir [20], Chapitre 1, thNéoréme 117, et [6], page 570.)
Soit maintenant Q) = O x RY', 7 la o-algébre produit correspondante et P
la probabilité définie par

62 PAxA;x--xA, xRx--)= /A I1 ni(ﬁﬁi —EﬁH,Ai) dp,

ou 7;(t, -) désigne une version réguliére de la distribution conditionnelle P(r; €
& = t). Sion pose B(&, (t,),ene) = B(&), R(, (¢,)pen) = R(), alors les pro-
priétés (6.1a)—(6.1.c) restent vraies en remplacant le mouvement brownien B
par le mouvement brownien B et les temps d’arrét (ﬁl) par la marche aléatoire
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(R;). Autrement dit, on vient de construire un nouvel espace probabilisé [noté
encore (), 7, P)] sur lequel les v.a. (&3, 71,), sont définies simultanément avec
un mouvement brownien réel standard B = (B,),.o telque S, = >7;_; £, = Bg_

ou (R,) est une marche aléatoire sur R, avec E(R;) = o%. Par conséquent
S;kl = SNn = BHn ou Hn = RNn'

ETAPE 2. On exploite ensuite les 4 lemmes 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6 comme suit.
On remarque que

=1 ps,n— oo,

H, Ry, N, s 1
— x =2 =

— = — o X
V2 N,

ce qui implique que pour I'(r) = inf{n > 0, V2 ; > r} et H") = {Hrgy /T o<t<1s

on a

sup [H?(t) —t| > 0 p.s.,r— oo.
tel0, 1]

Par conséquent

sup |H(F('"))(t) —t—-0 ps,r—o0, ouF(r)= V%(r)-
te[0,1]

Remarquons maintenant que d’apres le lemme 3.6, les moyennes logarith-

miques des noyaux »(r, -) = 8., avec B = BFOD of B = {%Brt}oggl’

a savoir, Wy, = 1= IT #V(r, -) vérifient W, = r_ W p.s.,, T — o0. On en
déduit en appliquant le lemme 3.5 au noyaux (v(r, -)) et aux changements de

temps (a,) = (HF")) que
1 (Tdr
lnT/l 78{5“)6-} == W ps,T — oo,

ou B = B et B = {%B(rt)}0§t§1 avec B(u) = BHW> pour u > 0.
Par ailleurs, les processus

2
u _VF(u)

63 W={Zyr0]  avee vw=pa+ | |87

2 2
0<t<1 VF(u)+1 _VI‘(u)
vérifient la propriété

sup |y(r)(t) — B(’)(t)| -0 p.s.,r— o0,
tel0, 1]

en vertu de ’hypothese \% max;_,,1|AS;| - 0 p.s., n — oco.
Donc on a également

sup |77(t) — BO(t) - 0 p.s. n — oo,
t€[0,1]
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en posant ) = y(F(")) Combinée avec le TLCPSF vérifié par les processus
(B") et le lemme 3.3, la derniére propriété implique que

1 Tdr
m/; 76{7“)6}@‘]" p.s., T — oo.
D’ou 'on déduit gréce ala partie (i1) du lemme 3.4,

n 2
W#() _ Z k+1 V )
" In Vi k=1 Vk+1 { Ve

= W ps., T — oo.

On conclut en remarquant que W#(-) = W¥(-), car yVi)(¢) = W (¢), V¢ € [0, 1].
O

6.2. Preuve du théoréeme D. La preuve repose sur le théoreme B et le
lemme 3.7 qui sera démontré au sous paragraphe 6.5.
On rappelle que si b € [0, 1],

oo =1 €L§(G,):V (2, 5) € Rx R, |f(x) — f(y)|
< const. |x — y|(1+ |x[* +[y[")}

et que G désigne la classe des fonctions f: R — R sous-quadratique et presque
partout continue (par rapport a la mesure de Lebesgue).

Quitte a remplacer (¢, 7;) par (aglgk, m;17,) on peut supposer que m, =
O-r_f,: = 1.

ETAPE 1. On suppose que 7, = 1,Vn € N*. D’apres le théoreme 2 de
Einmahl (cf. [18]), on peut construire un espace de probabilité sur lequel la
suite (&) est définie conjointement avec un mouvement brownien standard
B = (B})=0, tel que S;;; — B, = 0((11%)1/2) p.s.

En appliquant le lemme 3.7 a o, = B,, B,, =S, et T, = n, il vient

(6.4) n§§3112+1i(1n Ry flR f(ﬁ) Cit nn)~'/? Z f<\/_)| -0

p.-S., n — 00.

Les propriétés TLCL et LLIL valables pour B (cf. théoréeme B), sont donc vraies
pour la marche aléatoire S.

ETAPE 2. Si la suite (7;,) admet un moment d’ordre &, alors le théoréeme de
Chow permet d’affirmer que presque-siirement

1
(6.5) T, —n=o(n?(Inn)”) pour tout y > 5

Comme supy _;or,  [S; —S,| =0, le lemme 3.7 assure que

n+l

R /s "1 ./8S
orr e E () £ ()]
66 1o |nR)TEY FA(p) WY A )|

p.s., n —> 00.
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En conséquence:

AR R

(InR)- —f(
(6.7) ik
p.s., R — oo.

Compte tenu de cette propriété, de I'étape 1 de la preuve et du fait que % -1
p.s., R — o0, le théoreme D est établi. O

6.3. Preuve du théoreme E. On la donne d’abord dans le cas discret, car
celle du cas continu est tout a fait semblable. On a

Z %(V_k) = Z(sz - Vki1)M%
k=1 E+1 k k=1

V32 (M} — M) - V25 M;

I
M=

£
Il

1

V,2(AM,)? + 2 3 V;°M,,_,AM,, — V, 2, M2
k=1

Il
M=

B
Il
—

=G,+2Z,+R,
ou:
1. Z, =Y}_1Vy*M;_;AM, est une martingale dont la variation quadratique
prévisible vaut (Z), = 7, Vi *M;_; (M), — (M);_1);
2. G, = Y4 (Vi = ViZ)IM], = X5y Vi 2(AM,)? =V, 21 [M],.;

Prenant V2 = (M),, on a également

(M) = (M) 1)M} = G, + 27, + R,

M=

k=1

= > ((M)" — (M) 1) [M],
k=1

+2 3 (M), "M, 1AM, — (M), 1, (M5, — [M],).
k=1

Vu que

n

(Z), = Y (M)*M;_,((M);, — (M),_;)
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et

n

(Z), = Z(VZZ<M>k)(Vlggl<M>k—1)(VEZV?e—l)M?e—l((M}iEl — (M),
r=1

il est clair que (Z), ~ (Z'), ~ Y F_; M2 (M)}, — (M), 1) P,-p.s. pour n — oo,
car lim,_, (M), = oo P,-p.s. et donc lim,,_, . ,(M);'M, = 0 P,-p.s.
Par ailleurs, on a lim,_, . (InV2)"1G, = lim,_ . (InV2?)"1G, = 1 P,-p.s.

grace a ’hypothese (H”) et au théoréeme ergodique quotient. On a également

lim (InV?) 'R, = lim (InV?) 'R, =0, P,-ps.,

n—oo n—oo

en vertu de la loi du logarithme itéré qui est valable pour la martingale M
(cf. [36]). En conséquence, on peut affirmer que lim,_, (Z'),, = co P,-p.s. et
que la propriété suivante a lieu:

(G;z)_l{«M);}rlMi) + Z M%—1(<M>Z}1 - (M)Zl)} -1, P,-p.s., n — oo.
k=1

D’ou les propriétés:

lim (In V%) 1(Z), = lim (In V) "(Z), =1,  P,-ps.

n—oo n—oo

et

Tim (In(M) )" 3 Mz_y (M), — (M) )
k=1

n
: 2\—1 —2 -2 2
= }LIgo(ann) kX_:l(Vk ~Vin)Mi =1, P.ps.
La loi forte quadratique est établie pour la martingale M dans le cas discret.
On l'obtient exactement de la méme maniére dans le cas continu en exploitant
d’une part les deux formules d’intégration par parties suivantes (qui ont lieu
parce que le processus V est supposé continu):

d(M) A M2 A(VH) _ M, dO) | d(M)) M2 (V)

V2 V2 v:ov2 o V2 V2 v: o ov2 oo
d(M],) . ([M]q [M],_d(VZ) /[M], [M], d(V2) = (AM,)? d(V?).
V2 =d v: ) v V2 =d V) v v T e e

et d’autre part la condition

vxeE, V2AM)? -0, P,ps.,t— . O
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6.4. Preuve du théoréeme F. On suit la méthodologie des sous paragraphes
4.1, 4.2 et 4.3.

PREUVE DE LA PREMIERE ASSERTION DU THEOREME F.
Etape 1. Cadre 1. Pour toute fonction f positive de L'(u) et pour tout & dans
A, on a

00 -1 T-1
(68) R,/f(5)= [EA<Z e“ﬂxk)) = (1-E(e™D) [EA(Z e”f<xk>).
k=1 k=0
Comme
T
w(f)= [ fdu= <[EA<T>>1[EA<Z f(xk>),
k=1
alors un calcul immédiat montre que
SORF@) — ()} = w(HAE(L — e T) By (e~ 14AT)

= S E) (),

Vu que

k=0

Ty—1
E.(Ty) = ([EA(TA))_I[EA< > [EXk(TA)>

T,—1
= ([EA(TA))_I[EA< > (Ta— k))

k=0

= (Ea(T) s (5T + D),

la partie (i) du lemme est établie dans le cas atomique.

Etape 2. Cadre2. On suppose que X est une chaine de Markov dont la tran-
sition posseéde un petit ensemble C récurrent, soit u sa mesure invariante.
Alors la chaine fissurée X associée & X posséde A = C x {0} comme atome
récurrent. Soient

6.9 To=inf{k>1,X,eCx{0,1}} et T,=inf{k>1,X,eCx{0}}.

Vu que E,(T¢) = Eﬁ(TC) < E—L(’T‘A), d’apres I'étape 1 de la preuve il suffit de
montrer que la chaine X vérifie la condition (R-R).
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Or, pour toute fonction f positive de L'(u) et pour tout x dans E, on a
R,/ (x) = bR, f(x,0) + (1 — b)R, f(x, 1),

- Ty—1
(1B R0 =B £ )
(6.10) =

Ty .
E)\f(x’ 1) :E(x, 1)(2 e_Akf(Xk)>
k=1
+F . 1y(e ™R, f(x, 0).

D’ou 'on déduit que
1, — — .
X{)\R)\fo(xa 0) — i(fo)}

oo
61D = LOR @) ~ alfo)l ~ (1= b)) (2 e“fo(xw)
k=1

7)LTA) _ 1

e 1y(e
1By
(1)~

AR, fo(x,0) VxeC.

Comme AR, fo(x, 0) - wu(fy), t - oo,Vx e C, la condition (R-R) sera
vérifiée par la chaine X si la propriété suivante a lieu

T,

(6.12) Ex’l) (Zf_o(ik)) +Ex,1)('f1~‘A) <oo pour u presque tout xeC.
k=1

Pour montrer cette propriété, on remarque, comme dans [35] que pour toute
fonction g positive de L!(2), 'ensemble

T,
(6.13) r,= {x € E x {0, 1},@(2 g(Xk)> < oo}

k=1

est tel que (') = 0. En effet, si TF; =inf{k>1,X, ¢ I's} alors

T,
(6.14) o(x) =E(Z g(Xk)) v e E x {0,1},

k=1
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vérifie

NA _ _ TA _
(g)EA(Ty) ZEA<Z g(Xk)> >k, (1{@1 EXDD g(Xk)>
k=1 ¢ k=1

> A<1@1§<TA B (Z g(Xk))>
g

k=1
=E, (1{Tr§ <TA}€"(XTFC>) .

Comme 1(g) < oo et go(ifré) = 00, on a nécessairement ﬁA(’Trg < ’T‘A) = 0; d’ou

T
a(Ts) =Ey(Ty) 'Es (Z lrfg(}_(k)> =0.

k=1

On en déduit que ’ensemble

T,
Ag = ix € C/E(x,l)<z g(Xk)> < OO}
k=1

vérifie u(A,) = u(C), car
w(Ay) = (1 b a(A, x {1})
et
Ay x {1}) = &(C x {1} NT) = &(C x {1}) = (1 - B)u(C).

La propriété (6.12) a donc lieu pour tout x € A, +Fo En conséquence, la partie
(i) du lemme est étabie dans le cadre envisagé.

Etape 3. Cadre 3. On suppose que X est une chaine ou un processus de
Markov dont la résolvante possede un petit ensemble C récurrent et qui vérifie
la condition (R-R) du sous paragraphe 2.1.1, soit u sa mesure invariante. Alors
C est un petit ensemble récurrent de la transition 11 de la chaine X = (Xr ) qui
vérifie également la condition (R-R). Compte tenu de I'étape 2 de la preuve,
on aEM(U) < 00 avec

(6.15) U =inf{k>1,X, € C} =inf{k > 1, Xy € C}.
Vu que Ty; > T¢, on a E,(T¢) < EM(T}]) = [E/(T’I)EM(U) grace au théoreme de

Wald.
La partie (i) du lemme est donc établie dans le cadre envisagé. O
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PREUVE DE LA PARTIE (II) DU THEOREME F.

Etape 1. Cadre 1. Dans ce cadre atomique, la partie (ii) du lemme est
conséquence du théoréeme de Chow. En effet, la suite (T,) des instants de
retour de la chaine X dans 'atome A vérifie

(6.16) E,(T)"'T, =n+ 0<

), P,-p.s. pour tout x € E.
Inn

En appliquant le théoreme de Chow puis le lemme de Kronecker a la martin-
gale Z = (Z,),

Zy=3 8y (k) o —Es(AD)},  pp=Ar, —Arq, . g, () =P (Ine)
k=2

et 1 > (y+ 1)/2v, on obtient la propriété suivante:
Ap, —nEy(Ar) = o(g, ,(n)) et Ap  —Ap =o(g,,(n)), P.ps.
Vu que n € [Ty , Ty 41[, il vient

A, - n[E;L(Al) = (A, — N,Ey(Ar)) + (Nn - nEA(T)_l)[EA(AT)

= 0(&y,1(n)),
car, d’apres la loi du logarithme itéré (cf. [16]),

N, — n(E,(T))' = O(vnlnlnn) = o(g,, ,(n)) ps.

La partie (ii) du lemme est donc établie dans le cas atomique.

Etape 2. Cadre 2. En remarquant que toute FA A de X vérifiant 'hypothese,
E,(A]) < oo, pour un y € [1,2], peut étre considérée comme une FA de
X vérifiant la méme hypothese, on conclut que la partie (ii) du lemme est

également vraie dans le cadre 2.
Etape 3. Cadre 3. Si A est une FA de X vérifiant 'hypothese E,(A]) < oo

pour un vy € [1, 2], alors A est également une FA de X satisfaisant la méme
hypothese car

(6.17)

EM(KI) < const. E,(A]) < oo.

Et d’apres 1’étape 2, A vérifie la propriété ;‘:t — t[EM(Kl) =o(g, ,(?)) ps.
Vu les propriétés
A —tE,(A) = (A, - Ay,) + (Ay, - NE,RD) + (¢ — E(T)N)E, (A)),

A,= sup |A,—A,|=000,= o(n%), P.-ps.,
T;5t<T,n+1
N, — (E(T}))) ' = O(vtInInt) = o(g, ,(t) ps.,
ou N} =inf{k > 0, T}, > t}; on peut affirmer que
A, —tE,(Ar) = o(g,,,(1), P.ps.
Le théoréme F est donc établi. O
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6.5. Preuves des lemmes

PREUVE DU LEMME 3.1. Pour établir ce lemme, montrons d’abord les deux
propriétés:

(6.18) sup sup |M,—M,|— 0, P,-p.s., n = o0,
\/— k<n k<s<k+1
(6.19) r=3% sup |M,| < sup|s**M,| — 0, P.-p.s., 7 — oo.
s<r s<r

La propriété (6.19) résulte de la loi du logarithme itéré établie dans [36]. On
obtient la propriété (6.18) en posant

Z,= sup |[M;-M,|= sup M

p —Mp| =Z00 01)’
p<s<p+1 0<s<l1

s+p

n—1
An = Z Z2 , n > 1,
p=0
et en remarquant que [,(A;) < 4[EM(M%) < 00. Dongc, grace au théoreme er-

godique, on a % — E,(A1), Py-p.s., n — oo, et par suite %supkgn 72 - 0P,-
p.s., n — oo.
La partie (i) du lemme résulte alors de l'inégalité

[T~ T = sup [T() - Fo0)] = = sup (M| 0,
P,-p.s., n — oo.

Tandis que la partie (ii) s'obtient en exploitant les inégalités suivantes et les
propriétés (6.18) et (6. 19)

05
< sup |M, —M4|+ sup [AMg 4|
\/ ]0<s<[r]+1 ¥ Ls] \/[T‘ O<s<[r] [sh+1
1 1
+< _——) sup |M;|
JIrT vr)oss=in °
1
<—— sup Z,+ —= sup |M,|—>0 P,-p.s.,r— oo.
\/r] 0<k<[r] g [r]3/2 05s5[r]| o *

Le lemme 3.1 est établi. O

PREUVE DU LEMME 3.2. Ce lemme est établi dans [36]. Pour la commodité
du lecteur on réécrit sa preuve. Soit f une fonction positive, bornée, u-intégra-

ble, u(f) > 0. Posant A} = Y2 £(X,) on a
0<(ANAL  —1=(A) N AL —AD) < (AD) | flle = 0, Pps.,n— oo
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Le théoreme ergodique quotient implique alors que P,-p.s. (A,’Z)‘l(M)n —

w(f)tog, n — oo, et par suite: (M), 1;(M), — 1, n — oc.

De méme, on montre que (M);!, (M), - 1 P,-p.s., n — oo.

On sait que dans le cas de la récurrence positive, presque-siirement,

o~

n

— OM» n — oo, n —T—)O'M, n — oo,

(M), 2 (M>n _ <1\7[>T’ 2

“I(M), - 1, n — oo.
Dans le cas de la récurrence nulle, cette derniére propriété est une conséque-
nce de la variante suivante du théoreme ergodique quotient:

et alors (M)

THEOREME. Pour tout couple de FA (A, B) de X tel que E,(A;) < oo, E,(B;) <

oo et pour tous réels y > 0, 6 > 0 les convergences suivantes:
( ) (an)_lAm — 8_13/([EM(B1));1[E(A1), n — oo (cas continu),
6.20

(B[ms])’lA[ny] — 6’17([EM(B1))’1[EM(A1), n — oo (cas discret),

ont lieu P,-p.s. quelque soit x € E.

Soit £ €]0, 1[. Vu que %‘ — 1, P'-p.s., n — oo, les inégalités suivantes ont

lieu ﬁi’x-p.s. pour n assez grand:
<M>n = <M>n =< (M>[(1+s)n] (cas diSCI‘et),
(M)n(kg) = (1\7I)n < <M>(1+€)n (cas continu).

Dot 1 — & < liminf (M) (M), <limsup(M)-}(M), <1+¢ P _-ps. Ve €]0, 1[.
La partie (i) du lemme est établie. La partie (ii) en résulte grace a I’hypoth-
ése (H').
Pour montrer la partie (iii), on remarque que pour tout u tel que

Vi§u<Vi+1, 0<k<n-—1, ouu=V>
on a
sup |An(u) - An(u)| = SuPiMk - Mk|
O<u<V? k=n
Soit
Y,= sup ‘Mk —Mrp | = sup ‘Mk+T' — My ‘ =Yj060,,
T,<k<T),,; P 0<k<T,,;-T, P P

d’apres l'inégalité de Doob appliquée d’abord sous @x, on a [EM(Yg) <
4F, (M7, ) = 4oy

Le théoreme ergodique quotient étant valable pour la chaine X, donc @x—p.s.
N —1

pour tout x € E: (M);1 >0 _, Y2 — 0y°E,(Y5), n — oc.
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Vu que

n -1n+1 R
(Z Yi) > Y2 -1, P,ps.,n— oo,
p= p=0

on en déduit

YA” — 0, n— oo et — supY, — 0, @x-p.s., n — oo.
(8), J (8, 7=
Compte tenu de ce qui précede et des propriétés
<1:;I%al,n—)oo et %njool’ n— oo,
n n
il vient

1 -~ 1 —~
— sup [A,(u)—A,(w)| < v supY, — 0, P,-p.s.,n — oo.

n 0<u<V? n k<n

Le lemme 3.2 est établi. O

PREUVE DU LEMME 3.3. Soit d, la distance de Skorokhod sur 2. Grace a
I'uniforme continuité de f, pour tout & > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout
X,Y dans 2 satisfaisant d,(X,Y) < 6 on a |[f(X) — f(Y)| < &. Comme
IX,—Y,ls — 0,n — oo, il existe n, € N tel que pour tout n > ny, d,(X,,Y,) <
§ et alors |f(X,) — f(Y,)| < e. Par suite:

|1 " Vi — Vi |

lim Supl V2 (f(Xp) — f(Yk))|
n k=1 Vk+1 |
nog— 1 V V2 n V2
< lim sup ——1 Y AL+ 3 ’”l—e
nmee In k=1 Vk+1 k=n, Vk+1
<e Ve>0
autrement dit,
‘ 1 V2 V2
lim —— > L k(A(X,) - £(Y,)) = 0. D

= InVy 5 Vk+1

PREUVE DU LEMME 3.4. (i) Grace aux propriétés W, — W, T — oo,
Vn

v = 1,n— 00, supyo, 1 18VEn) — ()| = 0, p.s., r — 00, on peut affirmer,
n+ 3

grace au lemme 3.3, que \TV/T — Wps, T - .
En particulier

1 dr
In V2 /vz (Vi) =W ps,T— oo,

avec v(r, ) = S0
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(i1) Vu que
Vi, -V2 a dr
2\ () — k1l — 2 ar )
(nVHWIO = 2 R\ > /Vz (Vi)
n+1 dl‘ 2 ~/
~ s TV(VF(r), )~ (hlvn)WV,zHl p.s.,
1

on a la propriété
2
1 2 Via-Vi
2
InV2 5 Vig

Le lemme 3.4 est donc établi. O

(6.21) v(Vy,:) = W(-) ps.,n— oo

PREUVE DU LEMME 3.5. Notons 7 la mesure image de la mesure v par la
fonction ., v(r, ) le noyau image du noyau »(r, ) par la fonction .7, et enfin
(?r) les moyennes logarithmiques de ces noyaux images.

Soient 2 = 2(]0, 1], R) I’espace des fonctions continues a droite et limitées a
gauche de [0, 1] dans R muni de la distance de Skorokhod d, €7, = €([0, 1], R)
l'espace des fonctions continues de [0, L] dans R muni de la norme | X|,, =
sup;cpo, ) | X (¢)] et € = €.

Pour toute fonction ®: 2 — R, uniformément continue et bornée par | ®||. =
|®|| > 0, posons

Dp(®) = /6 O(X)pp(dX) — fg B(X)H(dX)

_ f O(X)pp(dX) — / Do /(X)(dX)
. e,

et montrons que: limp_, Dp(®) =0. On a
Dr(@)] < [Ar(@)|+ | [ @0 A(X)ip(dX) = [ ®oA(X)(dX)
avec
Ap(®) = [ D(X)ip(dX) — [ Do A(X)ip(dX)
& JL
et il est clair que
(6.22) )/ ® o A (X)ip(dX) _/ do ./(X)v(dX)’ -0, T- oo,
& &

donc pour conclure il reste a prouver que AT(CD)T—> 0, T — oo. A cet ef-
—00

fet, montrons que I'inégalité suivante a lieu pour tout compact K de ¢; et
tout r €]1, R]:

Ar(@)] = 2§00 (K + (supr(r. 4,))

(6.23) 2” ”
x{ sup sup |[Po A (X)—-Po ./(X)|+
ro<r<T XeK

T (n 0+1)}.
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(a) Cas discret. On a

T -1 T
8@ =|(Z7) 1/ @A) -0 LOn(rax)

r=1

620) = 2|®ip(K°) + (su§ o(r, 4))

T -1 rg
x{ sup sup | o £(X) - ®o /(X)) +2[0l( T ) 21]-

ro<r<T XeK r=1 r=1T

(b) Cas continu. On a

|Ar(P)] =

(InT)" / {/ (Do L(X) - Do L(X))w(r, dX)}I

< 2 (K°) + (sup u(r, fL))
r>1

2||P
x{ sup sup [®Po £(X)—-Do f(X)H' ” ”
ro<r<T XeK

e anrol

L'inégalité annoncée est donc établie. Par ailleurs, tenant compte de la ten-
sion des mesures {v;(-)} 1o, pour tout € > 0 donné, il existe un compact K de
¢r tel que limy_, o vp(K¢) < e. Orpour X,Y € 67, on a || £(X) — Z£(Y)|, <
X =Y, et |[£(X)—-A((Y)|l, - 0, r - oo, ce qui implique grace a
l'uniforme continuité de # sur K: supyx.x [|-£(X) — Z(X)|, — 0, r — o0;
donc supy.x d,(-£(X), £(X)),—0, r - co. Comme l'application ® est uni-
formément continue de 2 dans R, il existe n > 0 tel que pour u, v € & vérifiant
dy(u,v) < m, on ait |P(u) — ®(v)| < e. Il existe aussi ry > 0 tel que pour tous
r>roet X € K, d(/£(X), /(X)) < n; doit sup,. g |B((x))~D(L(x))] < &
pour tout r > ry. En conclusion:

71im sup |Ap(P)| < e(sup v(r, €1) + 2||<I>||> Ve>0,

— rel

ce qui signifie que limp_,  |Ap(®)| = 0. Le lemme 3.5 est donc établi. O
PREUVE DU LEMME 3.6. Lapplication définie sur ¢£([0,1]) par X ~

| X0 = supg<,<1 | X(¢)| étant continue, le TLCPSF vérifié par le mouvement
brownien, permet de déduire que

. 1 Tdr .
(6.25) vp() = ﬁfl — B0y = V() P8, T > oo,
ou v* est la loi de la v.a.

1
Bi = sup |B,| et B(’)z{—B,} ., r>0.
1 t \/— t 0<s1

0<t<1 r
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Cette propriété et la suivante,
1 1
_Brt rt
NG Ve I(r)

impliquent que le processus (E D (W1 /Vr(r))B(’)),>0 vérifie le TLCPSF suiv-
ant:

(6.26) sup

Jr :
o | =o(IB”ll.) ps.
te[0,1]

I(r)

||B<’>||oo|

~ 1 T dr
(6.27) Wi(-) = ﬁfl 850, =1 W P, T = 0.

En effet, pour toute application lipschitzienne et bornée ® de 2 dans R et
pour tout A > 0 on a

|[ (@) Wr(dx) — [ D(x)W(dx)| < ﬁ / ! ﬂ)cp(ﬁ(’)) ~ 0B

+7 / —CD(B(’"))— / d(x)W(dx)

1 T dl‘ A(r) (r)
(6.28) < ﬁ/ —“D(B )~ ®(B ))1{||B<f>||st}

2l [ a0y o) s

(lnT/ B ”o<>1{||B<’>||x<A}>

2l [ a0 o) s

La propriété annoncée découle du fait que si A est un point de continuité
de v*,

li T dr XX N . .
lmlnT/ Loy = VX | X > A} +o(1) > 0 ps. A oo,

T—oo

Tlgfgo nT/ —||B ||ool{||B(’)H(x<A} =v{X;[X|o <A} =1 ps.

La premiere assertion du lemme résulte de 'application du lemme 3.5 aux
noyaux (v(r,-)) = (6 50, ) et aux changements de temps («,) = {F(r)

ot F(r) =V, car B =BF) =B o a,.

La seconde assertion du lemme est une conséquence de la partie (ii) du
lemme 3.4. Le lemme 3.6 est établi. O

t}Ogtsl

PREUVE DU LEMME 3.7. Pour tout R > 0, on pose

NR = lnf{r > O, Tr+1 > R},
(6.29)
Ag=|(In R) V2K  — (InNg)-v2uy 7).
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Ecrivant N au lieu de N pour simplifier, on a

A = |0 By 2 (K5 " — 10|

(6.30) i
+|an By 12 — anN) 2| P = A+ A
Or
” — — m~12B, |f]
A =|(InR)"V2 — (InN)~12|KZ "
(6.31) R N

= o((InN)"Y2)(InN) 1K= A 5 0 ps., R — oo

Etudions maintenant le comportement de A, = (In R)~1/2|Kj f_ KII\’IH/ZB 1,

Dans le cas continu, on a

iy < 3 [ (%) - (L)

NI Tea dt Tldt
@12 2l -l (Gl )
R 4 B
U 7wl (el

Le terme général de la premiere somme du membre de droite de (6.32), soit

=G (%) ()

est majoré par la somme des deux termes suivants:

- [ %)

et
o : ) ( 7 )'
(2) k k
A = — == - .
k /I‘k t f(«/z f A km
De plus:
Tier dt |a, — B oy B
1) % — Pk Pr
A}’ < const. 1+ |— +
: wotl v { VARG }

=o</Tk“ 4 10 gy 1/2<1+

k

Tri1 t ds
_ -1/2
_o<frk (Int) d([rl - {1+

b w1 dt B
>)+°<Ak 70 e )

a, | 1{ B b
s | 0 n 1/2 Pk
D) elomeril )




P. I. PAR MOYENNISATION LOGARITHMIQUE 1899

VuqueInT, ; —InT), ~ L,ET’“ ~ %, on en déduit la propriété

(6.33) Z /Tk“ dtt|f(\/_> f('j;)l = o((InTy,1)"?) = o((In R)*?)

en procédant comme suit.
Par intégration par parties, la propriété LFL vérifiée par la famille «,
(In R)‘lKO};’f — C(f), R — oo, implique que
| }>

/TN“(ln t)_1/2d</ ds{1 n
T, T
b TN+
[ ),

1 (™Na dt e 1t ds
- - -1/2_— ki
+2/1‘1 ;(n0) 1nt/T {1

|
— 0((InTy.1)").

De méme l'usage de la transformation d’Abel et de la propriété LFL pour la
-1/2
famille 8, (Inn) 'K, RN C'(f), n — oo, implique que

7

T

7

b
(6.34) 2(1 g2l \/BL — O((In N)2).

D’ou la propriété (6.33). Par ailleurs

T,. s = | b b
A? < const. " ﬂ vt kml' Pr 1+ Iﬁ —i—l P
Ty, 4 I\/E v km

=o</Tk’““ 9 n ey 1/2)|\/B"_{1+2|\/i’“_m

|

b
:o(%(lnk)1/2>dﬁk;{l+2¢% }

On en déduit comme pour la propriété (6.32):

(6.35) kZl /T T dt ( f/’%) ~ f(%)' = o((InTy;1)"?) = o((In N)/?).

Le terme général de la deuxiéme somme du membre de la droite de (6.31)

vérifie
) -l o)

AP
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carInT),; —InT), -1 = 0(%(ln k)"z) (k > o). [C’est & ce niveau de la preuve
qu’intervient 'hypothése faite sur la vitesse de convergence de la suite (n~'T,,)
vers m.]

Quant au dernier terme du membre de droite de (6.32), il est majoré par

o5 - wllr (AL )| = o g () = o2y

™ t N|'\VNm vNm
d’ou
N Twa det 11l B )I | R dt 1] B |
| R | LT | B LR | <_N>|
(6.36) QELAk t ka(kal IAN N | LA W=

Gréace aux propriétés (6.30)—(6.36), le lemme est établi dans le cas continu.
Ces propriétés sont également valables dans le cas discret a condition de rem-

placer les intégrales
L)
Ty, 4 Vit

par les sommes
Tyir—1
™ lf(21>
r=T,, r \/F
dans Pexpression de Ap pour R € N*. O
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