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FAMILLES SÉLECTANTES

Paul Deguire — Marc Lassonde

Dédié à Ky Fan, en témoignage de notre profonde admiration

Les théorèmes de sélection constituent un outil de base pour aborder les pro-
blèmes décrits par une application multivoque : inclusions différentielles, contrôle
optimal, théorie du point fixe, . . . Essentiellement, les sélections permettent de
ramener le problème multivoque à un problème univoque plus facile à traiter.

Dans cette note, nous proposons une extension de la notion de sélection,
appelée famille sélectante, afin de pouvoir aborder de la même façon les pro-
blèmes décrits par une famille d’applications multivoques : systèmes d’inclusions
différentielles, systèmes d’inégalités minimax, théorie de l’équilibre économique.
Nous montrons que cette notion est bien adaptée, en particulier, au traitement
des familles d’applications à valeurs convexes et à fibres ouvertes. Comme illus-
tration, nous présentons des généralisations à des systèmes éventuellement infinis
du théorème de point fixe de Ky Fan–Browder, de l’inégalité minimax de Ky Fan
et de l’égalité minimax de von Neumann–Sion.

1. Familles sélectantes

Dans la suite, le terme espace signifie espace topologique non vide et le terme
espace convexe signifie sous-espace convexe non vide d’un espace vectoriel réel
topologique séparé.
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Soit A : X → Y une application multivoque entre deux espaces X et Y . On
appelle valeurs de A les ensembles A(x), x ∈ X, et fibres de A les ensembles
A−1(y) = {x ∈ X | y ∈ A(x)}, y ∈ Y . Si X0 ⊂ X et Y0 ⊂ Y sont deux sous-
espaces, on note Ã : X0 → Y0 l’application définie par Ã(x) = A(x) ∩ Y0 pour
tout x ∈ X0. Les applications multivoques sont notées par des lettres majuscules
et les applications univoques par des lettres minuscules.

Définition 1. Soient X un espace et {Yi | i ∈ I} une famille d’espaces, où
I est un ensemble d’indices arbitraire. Une famille sélectante pour une famille
d’applications multivoques {Ai : X → Yi | i ∈ I} est une famille d’applications
univoques continues {fi : X → Yi | i ∈ I} vérifiant : pour tout x ∈ X il existe
i ∈ I tel que fi(x) ∈ Ai(x).

Lorsque I est un singleton, la notion de famille sélectante se réduit à celle de
sélection (univoque) continue. La classe la plus simple de famille d’applications
admettant une famille sélectante est la classe des familles de type KF :

Définition 2. Soient X un espace et {Yi | i ∈ I} une famille d’espaces
convexes. On dit que la famille d’applications {Ai : X → Yi | i ∈ I} est de type
KF (pour Ky Fan) si chaque Ai est à valeurs convexes et à fibres ouvertes, et si
pour tout x ∈ X il existe i ∈ I tel que Ai(x) 6= ∅.

Lorsque I est un singleton, une notion similaire a été considérée par Borglin
et Keiding [2] et Ben El Mechäıekh et al. [1]. Le théorème de base sur l’existence
de familles sélectantes pour les familles de type KF généralise un théorème de
sélection bien connu (voir Michael [13, Lemma 4.1], Browder [3, Theorem 1], Ben
El Mechäıekh et al. [1, Lemme]) :

Théorème 1. Soient X un espace paracompact et {Yi | i ∈ I} une famille
d’espaces convexes. Toute famille {Ai : X → Yi | i ∈ I} de type KF possède une
famille sélectante.

Démonstration. Il résulte de la définition de famille de type KF que les
ensembles dom(Ai) = {x ∈ X | Ai(x) 6= ∅} sont ouverts et forment un recou-
vrement de X. Comme X est paracompact, il existe une famille {Fi | i ∈ I} de
sous-ensembles fermés recouvrant X telle que Fi ⊂ dom(Ai) pour tout i ∈ I (voir
par exemple Engelking [4, p. 374]). Pour chaque i ∈ I l’application Bi : X → Yi,
définie par Bi(x) = Ai(x) si x ∈ Fi et Bi(x) = Yi si x 6∈ Fi, est à valeurs convexes
non vides et à fibres ouvertes, donc possède une sélection continue fi : X → Yi

d’après le résultat classique. Puisque pour tout x ∈ X il existe i ∈ I tel que
x ∈ Fi, ce qui entrâıne fi(x) ∈ Bi(x) = Ai(x), on voit que {fi : X → Yi | i ∈ I}
est famille sélectante de {Ai : X → Yi | i ∈ I}. �

Il est clair que le même argument permet d’obtenir une version “famille
sélectante” du théorème de sélection de Michael [13, Theorem 3.2′′] :
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Théorème 2. Soient X un espace paracompact, {Yi | i ∈ I} une famille de
sous-ensembles convexes fermés d’espaces localement convexes métrisables com-
plets et {Ai : X → Yi | i ∈ I} une famille d’applications multivoques semi-
continue inférieurement à valeurs convexes fermées vérifiant la propriété : pour
tout x ∈ X il existe i ∈ I tel que Ai(x) 6= ∅. Alors la famille {Ai : X → Yi |
i ∈ I} possède une famille sélectante.

Dans le reste de cette note, nous présentons uniquement quelques applications
du théorème 1.

2. Quelques applications

Le théorème de point fixe de Ky Fan–Browder et le théorème de cöıncidence
de Ky Fan, versions géométriques respectives de l’inégalité minimax de Ky Fan et
de l’inégalité minimax de von Neumann–Sion–Liu, peuvent se démontrer simple-
ment en combinant théorème de sélection et théorème de point fixe de Brouwer.
L’objet de cette section est de montrer que si l’on remplace sélection par famille
sélectante, on obtient tout aussi simplement une généralisation de ces résultats
à des systèmes quelconques.

L’utilisation du théorème de Brouwer nécessite une réduction des problèmes
à la dimension finie : le premier paragraphe décrit un moyen de réaliser cette
réduction. Le second paragraphe traite des systèmes d’inégalités minimax de type
point fixe, le troisième des systèmes d’inégalités minimax de type cöıncidence
dans le cadre compact. Le dernier paragraphe indique comment relaxer les hy-
pothèses de compacité.

2.1. Réduction à la dimension finie. Soient X un espace, {Yi | i ∈ I}
une famille d’espaces convexes et {Ai : X → Yi | i ∈ I} une famille d’applications
de type KF. On appelle polytope l’enveloppe convexe d’une famille finie de
points dans un espace vectoriel. La proposition suivante dit que si X est com-
pact, on peut supposer que les Yi sont des polytopes et que leur produit Y est
homéomorphe à un convexe compact de dimension finie :

Proposition 1. Supposons X compact. Alors il existe des polytopes Pi ⊂
Yi, tous réduits à un point sauf un nombre fini d’entre eux, tels que la famille
d’applications {Ãi : X → Pi | i ∈ I} soit de type KF.

Démonstration. Les ensembles A−1
i (yi), i ∈ I, yi ∈ Yi, forment un recou-

vrement ouvert du compact X. Par suite, il existe une partie finie J ⊂ I et, pour
chaque j ∈ J , un ensemble fini {y1

j , . . . , y
nj

j } ⊂ Yj tels que

X =
⋃
j∈J

nj⋃
k=1

A−1
j (yk

j ).



264 P. Deguire — M. Lassonde

Pour j ∈ J , notons Pj l’enveloppe convexe des points y1
j , . . . , y

nj

j , et pour i 6∈ J ,
notons Pi un singleton arbitraire dans Yi. On vérifie aisément que la famille
d’applications {Ãi : X → Pi | i ∈ I} est de type KF. �

2.2. Points fixes. Dans ce paragraphe, {Xi | i ∈ I} désigne une famille
d’espaces convexes compacts et X =

∏
{Xi | i ∈ I} l’espace produit. Lorsque I

est un singleton, le théorème suivant est le théorème de point fixe de Ky Fan–
Browder [5, 3] :

Théorème 3a. Soit {Ai : X → Xi | i ∈ I} une famille d’applications de
type KF. Alors il existe x ∈ X et i ∈ I tels que xi ∈ Ai(x).

Démonstration. Comme X est compact, d’après la proposition 1 il existe
des polytopes Pi ⊂ Xi dont le produit P est homéomorphe à un convexe compact
de dimension finie et tels que la famille {Ãi : P → Pi | i ∈ I} soit de type KF.
En vertu du théorème 1, la famille {Ãi : P → Pi | i ∈ I} possède une famille
sélectante {fi : P → Pi | i ∈ I}. D’après le théorème de point fixe de Brouwer,
il existe x ∈ P tel que fi(x) = xi pour tout i ∈ I, et par définition de famille
sélectante il existe i ∈ I tel que xi = fi(x) ∈ Ãi(x) ⊂ Ai(x). Le théorème est
démontré. �

Remarque. Le théorème 3a est un cas particulier d’un résultat de Toussaint
[16, Theorem 2.4] obtenu par une autre méthode. Lorsque I est fini, le premier
théorème de ce type est dû à Gale et Mas-Colell [8].

Rappelons qu’une fonction numérique f : C → R définie sur un espace con-
vexe C est dite quasi-concave (respectivement semi-continue inférieurement) si
pour tout λ ∈ R l’ensemble {x ∈ C | f(x) > λ} est convexe (respectivement ou-
vert); f est dite quasi-convexe (respectivement semi-continue supérieurement) si
la fonction −f est quasi-concave (respectivement semi-continue inférieurement).
Comme dans le cas classique, le théorème 3a admet une formulation analytique
équivalente, qui se réduit à l’inégalité minimax de Ky Fan [7] lorsque I est un
singleton :

Théorème 3b. Soit {fi : X × Xi → R | i ∈ I} une famille de fonctions
numériques possédant les propriétés suivantes :

(1) pour tout x ∈ X, yi 7→ fi(x, yi) est quasi-concave,
(2) pour tout yi ∈ Xi, x 7→ fi(x, yi) est semi-continue inférieurement.

Il existe alors x̃ ∈ X vérifiant le système d’inégalités

sup
yi∈Xi

fi(x̃, yi) ≤ sup
x∈X

fi(x, xi) pour tout i ∈ I.
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Démonstration. Pour chaque i ∈ I, posons λi = supx∈X fi(x, xi). Les
applications Ai : X → Xi, définies par

Ai(x) = {yi ∈ Xi | fi(x, yi) > λi} pour x ∈ X,

sont à valeurs convexes et à fibres ouvertes, mais la famille {Ai : X → Xi | i ∈ I}
ne satisfait pas à la conclusion du théorème 3a vu le choix des λi. Il existe donc
nécessairement x̃ ∈ X vérifiant Ai(x̃) = ∅ pour tout i ∈ I, c’est-à-dire vérifiant
le système d’inégalités à démontrer. �

Remarque. Lorsque I est fini, le théorème 3b a été démontré par Marchi
et Mart́ınez-Legaz [12] dans un contexte plus abstrait.

Pour x ∈ X, i ∈ I et yi ∈ Xi, on note (xi, yi) le point de X ayant les mêmes
composantes que x sauf la i-ème qui est remplacée par yi. Le théorème sur les
équilibres de Nash (voir Nash [14] et Ma [11]) est une conséquence directe du
théorème 3b :

Corollaire. Soit {gi : X → R | i ∈ I} une famille de fonctions continues
telles que, pour tout x ∈ X, yi 7→ gi(xi, yi) est quasi-concave. Il existe alors
x̃ ∈ X vérifiant

gi(x̃) = sup
yi∈Xi

gi(x̃i, yi) pour tout i ∈ I.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème 3b à la famille de fonc-
tions {fi : X×Xi → R | i ∈ I} définie par fi(x, yi) = gi(xi, yi)− gi(x) pour tout
x ∈ X et yi ∈ Xi. �

2.3. Cöıncidences. Soient {Xi | i ∈ I} et {Yj | j ∈ J} deux familles
d’espaces convexes compacts, X et Y leurs produits respectifs. Lorsque I et J

sont des singletons, le théorème suivant est le théorème de cöıncidence de Ky
Fan [6] :

Théorème 4a. Soient {Aj : X → Yj | j ∈ J} et {Bi : Y → Xi | i ∈ I} deux
familles d’applications de type KF. Alors il existe (x, y) ∈ X×Y et (i, j) ∈ I×J

tels que yj ∈ Aj(x) et xi ∈ Bi(y).

Démonstration. En procédant comme dans le théorème 3a, on se ramène
au cas où les espaces Xi et Yj sont des polytopes et X et Y sont homéomorphes
à des convexes compacts de dimension finie. On considère alors {fj : X → Yj |
j ∈ J} et {gi : Y → Xi | i ∈ I}, familles sélectantes de {Aj : X → Yj | j ∈ J} et
{Bi : Y → Xi | i ∈ I} respectivement. L’application h : X ×Y → X ×Y , définie
par

h(x, y) = (gi(y))i∈I × (fj(x))j∈J pour (x, y) ∈ X × Y,

étant continue, elle admet un point fixe d’après le théorème de Brouwer. Ainsi,
il existe (x, y) ∈ X × Y tel que xi = gi(y) et yj = fj(x) pour tout (i, j) ∈ I × J ,
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et, par définition de famille sélectante, il existe (i, j) ∈ I×J tel que yj = fj(x) ∈
Aj(x) et xi = gi(y) ∈ Bi(y). �

Lorsque I et J sont des singletons, la formulation analytique du théorème 4a
est l’inégalité minimax de Liu [10], généralisation de l’égalité minimax de von
Neumann–Sion [15] :

Théorème 4b. Soient {fj : X×Yj → R | j ∈ J} et {gi : Xi×Y → R | i ∈ I}
deux familles de fonctions numériques possédant les propriétés suivantes :

(1) pour tout (x, y) ∈ X × Y , supj∈J fj(x, yj) ≤ infi∈I gi(xi, y),
(2) pour tout x ∈ X, yj 7→ fj(x, yj) est quasi-concave,
(3) pour tout yj ∈ Yj, x 7→ fj(x, yj) est semi-continue inférieurement,
(4) pour tout y ∈ Y , xi 7→ gi(xi, y) est quasi-convexe,
(5) pour tout xi ∈ Xi, y 7→ gi(xi, y) est semi-continue supérieurement.

Alors l’inégalité suivante est vérifiée :

inf
x∈X

sup
y∈Y

sup
j∈J

fj(x, yj) ≤ sup
y∈Y

inf
x∈X

inf
i∈I

gi(xi, y).

Démonstration. Supposons que cette assertion soit fausse, c’est-à-dire qu’il
existe λ ∈ R tel que

inf
x∈X

sup
j∈J

sup
yj∈Yj

fj(x, yj) > λ > sup
y∈Y

inf
i∈I

inf
xi∈Xi

gi(xi, y).

Les familles d’applications {Aj : X → Yj | j ∈ J} et {Bi : Y → Xi | i ∈ I}
définies par

Aj(x) = {yj ∈ Yj | fj(x, yj) > λ} et Bi(y) = {xi ∈ Xi | gi(xi, y) < λ}

vérifient alors les hypothèses du théorème 4a. Par suite, il existe (x, y) ∈ X × Y

et (i, j) ∈ I × J tels que yj ∈ Aj(x) et xi ∈ Bi(y), ce qui contredit l’hypothèse
(1) et achève la démonstration. �

Remarque. Compte tenu de la compacité des espaces X et Y et des hy-
pothèses de semi-continuité (3) et (5), la conclusion du théorème 4b peut aussi
s’écrire : il existe (x̃, ỹ) ∈ X × Y vérifiant le système d’inégalités

sup
yj∈Yj

fj(x̃, yj) ≤ inf
xi∈Xi

gi(xi, ỹ) pour tout (i, j) ∈ I × J.

2.4. Relaxation de la compacité. Dans ce dernier paragraphe, nous si-
gnalons que les hypothèses de compacité sur les espaces dans les théorèmes 3 et
4 peuvent être remplacées par des hypothèses plus faibles de coercivité sur les
familles d’applications.
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Définition 3. Soient X un espace et {Yi | i ∈ I} une famille d’espaces
convexes. On dit qu’une famille d’applications {Ai : X → Yi | i ∈ I} est coercive
s’il existe un sous-ensemble compact D ⊂ X et des sous-ensembles convexes
compacts Ci ⊂ Yi tels que pour tout x 6∈ D il existe i ∈ I vérifiant Ai(x)∩Ci 6= ∅.

Si X est compact ou si les Yi sont compacts, toute famille {Ai : X → Yi |
i ∈ I} de type KF est évidemment coercive. Inversement, la proposition suivante
dit que si une famille de type KF est coercive, on peut supposer que les Yi sont
des espaces convexes compacts :

Proposition 2. Soient X un espace, {Yi | i ∈ I} une famille d’espaces
convexes et {Ai : X → Yi | i ∈ I} une famille d’applications de type KF

coercive. Alors il existe des convexes compacts Ki ⊂ Yi tels que la famille {Ãi :
X → Ki | i ∈ I} soit de type KF.

Démonstration. D’après la proposition 1 et la définition de famille co-
ercive, il existe un compact D ⊂ X, des polytopes Pi ⊂ Yi et des convexes
compacts Ci ⊂ Yi tels que

(1) pour tout x ∈ D il existe i ∈ I tel que Ai(x) ∩ Pi 6= ∅,
(2) pour tout x 6∈ D il existe i ∈ I tel que Ai(x) ∩ Ci 6= ∅.

Pour chaque i ∈ I, notons alors Ki l’enveloppe convexe de Pi ∪ Ci, qui est un
espace convexe compact. Il est clair que chaque Ãi : X → Ki est à valeurs
convexes et à fibres ouvertes, et que, d’après (1) et (2), pour tout x ∈ X il existe
i ∈ I tel que Ãi(x) 6= ∅. �

Compte tenu de cette proposition, les généralisations suivantes des théorèmes
3a et 4a se ramènent en fait à une application de ces mêmes théorèmes :

Théorème 3a′. Soient {Xi | i ∈ I} une famille d’espaces convexes, X leur
produit et {Ai : X → Xi | i ∈ I} une famille d’applications de type KF coercive.
Alors il existe x ∈ X et i ∈ I tels que xi ∈ Ai(x).

Démonstration. D’après la proposition 2, il existe des convexes compacts
Ki ⊂ Yi tels que la famille {Ãi : X → Ki | i ∈ I} soit de type KF. Il suffit
dès lors de poser K =

∏
{Ki | i ∈ I} et d’appliquer le théorème 3a à la famille

{Ãi : K → Ki | i ∈ I} pour conclure. �

Théorème 4a′. Soient {Xi | i ∈ I} et {Yj | j ∈ J} deux familles d’espaces
convexes, X et Y leurs produits respectifs, et {Aj : X → Yj | j ∈ J} et {Bi :
Y → Xi | i ∈ I} deux familles d’applications de type KF dont l’une est coercive.
Alors il existe (x, y) ∈ X × Y et (i, j) ∈ I × J tels que yj ∈ Aj(x) et xi ∈ Bi(y).

Démonstration. Supposons la famille {Aj : X → Yj | j ∈ J} coercive.
Grâce à la proposition 2 on trouve d’abord des convexes compacts Kj ⊂ Yj tels
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que la famille {Ãj : X → Kj | j ∈ J} soit de type KF. Puis en appliquant
la proposition 1 à {B̃i : K → Xi | i ∈ I}, où K =

∏
{Kj | j ∈ J} ⊂ Y , on

trouve des polytopes Qi ⊂ Xi tels que la famille {B̃i : K → Qi | i ∈ I} soit
de type KF. Il ne reste plus alors qu’à appliquer le théorème 4a aux familles
{Ãj : Q → Kj | j ∈ J}, où Q =

∏
{Qi | i ∈ I} ⊂ X, et {B̃i : K → Qi | i ∈ I}

pour obtenir le résultat. �

Grâce aux théorèmes 3a′ et 4a′, on peut améliorer les théorèmes analytiques
3b et 4b. Rappelons qu’une fonction numérique f : X → R définie sur un espace
topologique X est dite inf-compacte si pour tout λ ∈ R l’ensemble {x ∈ X |
f(x) ≤ λ} est compact.

Théorème 3b′. Le théorème 3b reste vrai si l’hypothèse de compacité sur
les Xi est remplacée par la condition de coercivité suivante :

(C) quel que soit i ∈ I il existe un convexe compact Ci ⊂ Xi tel que la
fonction x 7→ supyi∈Ci

fi(x, yi) est inf-compacte.

Théorème 4b′. Le théorème 4b reste vrai si l’hypothèse de compacité sur
les Xi et les Yj est remplacée par la condition de coercivité suivante :

(C) quel que soit j ∈ J il existe un convexe compact Cj ⊂ Yj tel que la
fonction x 7→ supyj∈Cj

fj(x, yj) est inf-compacte.

Remarque. Lorsque les familles d’applications ne comportent qu’un seul
élément, les théorèmes de ce paragraphe redonnent des résultats connus (voir
par exemple Lassonde [9]).
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Mathématiques

Université des Antilles et de la Guyane
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