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RESOLUTION DE PROBLEMES DE RAFLE
ET APPLICATION A UN PROBLEME DE FROTTEMENT

MoOHAMED CHRAIBI KAADOUD

ABSTRACT. In this paper we study the sweeping processes by convex sets
depending on time and the solution. We do some application to a dry
friction’s problem.

RESUME. Dans ce travail, nous étudions des problémes de rafle par des
multifonctions qui dépendent du temps et de la solution. Nous donnons
une application & un probléme de frottement.

1. Introduction

Soit ¢ une application & variation bornée de I = [0,7] dans un hilbertien
réel H, sa mesure différentielle définie au sens de Stieltjes est dg. Si ¢ est ab-
solument continue, cette mesure admet une densité ¢’ par rapport a la mesure
de Lebesgue dt. Cette densité coincide presque partout avec la dérivée de gq.
On désignera par h la distance de Hausdorfl et par J(H), respectivement I(H),
I’ensemble de tous les convexes fermés non vides de H, respectivement d’intérieur
non vide. Etant donnée une multifonction F de I x H dans I(H), le cdne normal
Ng,q))(a(t)) & F(t,q(t)) au point q(t), q(t) appartenant a F'(t,q(t)), est défini
par

NF(t,q(t)) = {p € H*a <p75 - q(t)> < 0, pour tout s € F(t7q(t))}
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90 M. CHRAIBI KAADOUD

Une application a variation bornée q de I dans H est dite solution du probleme
de rafle (Qp) pour la position initiale gy appartenant a F'(0,qo), s’il existe une
mesure positive du sur I et une application ¢’ € £{__(du, H) vérifiant dg = ¢'dpu

Loc
et
q(0) = qo,
(Qr) q(t) € F(t,q(t)) pour tout ¢ € I,
dgq

@(t) € Np(tqe)q(t) dp p.p.

Nous étudierons ce probleme au paragraphe 2 pour H = R | respectivement
au paragraphe 3 pour H de dimension finie.

Dans le cas de la dimension 1, nous montrons dans un premier temps que s’il
existe K € [0, 1], tel que

h(F(t,w),F(t,e)) < K|w —¢|, pour tout t € I et pour tout w, ¢ € R,

et si pour tout w de R, lapplication E, = F(-,w) de I dans I(R), est continue
respectivement semi-continue inférieurement & droite (on dira que ﬁw est s.c.i.
a droite) sur I alors le probleme (Qr) admet une solution unique a variation
bornée, continue respectivement continue a droite.

Ensuite, et toujours pour H = R soit F' & valeurs dans J(R) vérifiant
h(F(t,u), F(s,v)) < d(a(t),a(s)) + N|u—v|,

pour tout t,s € I, et pour tout u,v € H, avec a une application absolument
continue de I dans un espace métrique (Y,0) et N € [0,1]. Nous établissons que
le probleme (Qr) admet une solution unique absolument continue sur I.

Au paragraphe 3, nous reprenons le cas précédent avec H de dimension finie.
Nous montrons que si a est absolument continue, respectivement continue et a
variation bornée, alors le probleme (Qp) admet une solution absolument continue
respectivement continue et a variation bornée. De méme si a est continue a droite
et & variation bornée sur I, alors (Qr) possede une solution continue & droite et
a variation bornée sur I.

Le cas ot F,, est absolument, continue a été étudié dans [2] pour un probléme
de frottement. Pour H un hilbertien réel et F' vérifiant

h(F(t,u), F(s,v)) < Li]t — s| + La||u — v||,

pour tout t,s € I et pour tout uw,v € H, avec L1 > 0 et Ly < 1, le Théoreme 3.3

de [3] affirme P’existance d’une solution absolument continue sur I de (Qp).
Dans [4], si la multifonction F est de I a valeurs dans I(H), continue re-

spectivement s.c.i. a droite, alors le probleme de rafle admet une solution unique

a variation bornée continue, respectivement continue & droite. Dans [5], si la
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multifonction F est de I & valeurs dans J(H) est absolument continue alors on
obtient une solution unique absolument continue.

Enfin nous donnons une application du probleme de rafle dans le cas d’un
frottement sec de type Coulomb et selon la formulation de J. J. Moreau [6].

2. Cas de la dimension 1

THEOREME 1. Soient F une multifonction de I xR dans I(R) et K € [0,1]
telles que F,, soit Hausdorff continue et

h(F(t,w),F(t,e)) < K|w — ¢,

pour tout t € I et pour tout w,e € R. Alors pour tout qo dans F(0,qq), il existe
une application unique continue a variation bornée q de I dans R qui est solution
du probléme (Qr) avec dp = |dg|.

La démonstration de ce théoréeme nécessite les deux lemmes suivants.

LEMME 2. Soient r une application continue de I dans R, F,. la multifonction
définie sur I par F.(t) = F(t,r(t)), et qo dans F.(0). Le probléeme de rafle (Py)
suivant:

q(0) = qo
(P,) q(t) € F.(t) pour tout t € I,
dgq
*@(t) € Np,,,q(t) |dg| p.p.

avec du = |dq| admet une solution unique continue et & variation bornée de I
dans R.

PREUVE. Le lecteur peut vérifier facilement que F, est continue. Par [4]
Théoréme 3.1, (P,.) admet une solution unique continue et & variation bornée de
I dans R. g

LEMME 3. Soient I, J deux intervalles fermés de Rx{0}, X et Y étant deux
points de R?, alors

[Proj(X. 1) — proj(¥, J)| < max(|X — Y1,h(Z,.J).

PREUVE. Soient X’ la projection de X et Y celle de Y sur Rx{0}. Posons
D = |proj(X’,I) — proj(Y’, J)|. On voit que

D = |proj(X, I) — proj(Y, J)|.
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Dans cette démonstration, nous traitons le cas I = [a,b] et J = [¢,d]. Nous
avons h(I,J) = max(ja —¢|,|b—d|) et
asi X' <a, (1) csiY' <e (1)
proj(X',I) =< bsi X' >b, (2) proj(X',I)=<¢ dsiY' >d, (2)
X'siX' €I, (3) Y'siX'ed (3)
La symétrie des couples (X, I) et (Y,J) dans l'inégalité cherchée, nous ramene
a discuter seulement les six situations (1)—(1’), (1)—(2’),...,(2)—(3’). Supposons
dans la suite que a < ¢, quitte & changer les roles de I et J. Si on a (1)—(1"),
(2)—(2) ou (3)—(3’) le résultat est immédiat.
Siona (1)—(2") alors D = |a —d| < | X' —Y"|.
Pour (1)—(3’), nous avons D = |a = Y'| < | X' = Y’|.
Dans le cas de (2)-(3’) on a D = |b—Y'| < max(|b—d|, | X' —Y'|).
Soit C' un convexe fermé d’un hilbertien, la projection proj(-,C) est lips-
chitzienne de rapport 1, d’otu le résultat. O

Le lemme précédent n’est plus valable si on n’est pas en dimension un. En
effet, si H =R?, Y = (1,1), I = [(0,0), (1,0)] et J = [(0,0), (0,1)] alors

Iproj(X, I) — proj(Y,J)| = V2 et max(|X — Y|, h(I,J)) = 1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Soit E I’ensemble des applications con-
tinues de I dans R prenant la valeur gg en ¢ = 0. On munit E de la distance
de la convergence uniforme notée d. On a (E,d) un espace métrique complet.
Soient la partition de I suivante:

IA
IN
3

)
tn,i = 7T,
n

IN
IN
S

In,i = [tn,iv tn7i+1[7

et les n + 1 éléments de R:
q(n,r),0 = 40,
d(n,r),i = pr0j<q(n,r),i71aFr<tn,i)>‘
On définit la suite de fonctions de I dans R par
Gnr(t) = qnyryi it € 1,3,0<i<n.

Par le Théoreme 3.1 dans [4]), (¢n.r)n converge uniformément vers une solution
gr du probleme de rafle (P,.) qui est continue et & variation bornée sur I.
Soient r et v deux éléments de E et (q(n,r))ns (¢(n,v))n les suites de fonctions

associées a r et a v définies comme précédemment. D’apres le Lemme 3, on a

‘Q(n,r),i - q(n,v),i| < ma‘X(|q(n,7‘),i,1 —d(nv),i_y |a h(Fr(tn,z)a F, (tn,z)))
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Par itération, les hypotheses sur F' et vu que gn,r),0 = q(n,v),0 = g0, OUS avons

|q(n,r),i - q(n,'u),i| < Kd(ﬁ’l)).

Pour tout t de I, et pour tout n de N*, il existe un ¢ € N*, ¢ < n tel que:

(Gn,r) = 4n)) () = Ay = An0),i-

Par suite

d(qr, qv) < Kd(r,v).
D’apres le théoreme classique du point fixe dans un espace métrique complet,
il existe dans E une application unique ¢ qui est la solution du probleme (P,).
Donc ¢ est aussi solution du probleme (Qr). Comme la solution du probléme
(P,) est a variation bornée alors ¢ l'est aussi. 0

PROPOSITION 4. Sous les hypothéses du Théoreme 1 et s’ il existe a > 0 tel
que Uintervalle [a — a, a + o] soit contenu dans F(t,w) pour tout (t,w) de I x R,
alors

var(q, I) < max(0,|qo — a| — a),

ot var(q, I) est la variation de q sur I.

PREUVE. Soit ¢ la solution continue du probleme (Qp). Elle est aussi solu-
tion du probleme (Py). Or [a — o, a + a] C Fy4(t) pour tout ¢ € [0,T]. Par [10]
et le Lemme 3.5 de [4], on peut conclure qu’on a 'inégalité cherchée. O

PROPOSITION 5. Soient F et F' deur multifonctions de I xR dans I(R)
telles que:

o F, et F! soient continues,

o W(F,(t),F.(t)) < Klw—¢| et h(F(t),F.(t)) < K'|lw — €],

o [a—a,ata] CE(t) et[b—p,b+ 0] C (1),
ceci pour tout w et € dans R et tout t dans I, avec K, K', a, b, a et 3 des
constantes réelles donneés qui verifient K, K' € [0,1[, a, 8 € ]0,00[. Si q, re-
spectivement G, est la solution du probléme (Qr ), respectivement de (Qp/), pour
la valeur initiale qo, respectivement q,, alors pour tout t dans I on a

1 1
(@ = DOF < lao = Qol* + p(t) | Jlao —al’ + 5120 — 07,

0t p(t) = supgcs<; P(F(s,4(s)), F7(5,q(5)))-

PREUVE. Les multifonctions Fy et FZ sont continues et a valeurs dans I(R).
Pour tout ¢ de I nous avons [a — a,a + a] C Fy(t) et [b— 3,0+ 3] C Fi(2).
Comme ¢ et G sont les solutions respectives des problemes (P;) et (Pg) alors par
le Théoréme 3.7 de [4], nous avons 'inégalité cherchée. O

Nous reprenons le probleme de rafle traité dans le théoreme précédent en
modifiant les conditions imposées sur la multifonction F'.
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DEFINITION 6 ([1]). Une multifonction F de I dans I(R) est dite s.c.i. a
droite en ¢y € I si pour tout y € F(ty) et pour tout (t,),en convergente vers o,
t, > to il existe z, € F(t,) telle que (z,)nen converge vers y.

THEOREME 7. Soient F une multifonction de I xR dans I(R) et K € [0,1]

telles que F,, soit s.c.i. a droite et

o W(F(t,w),F(t,e)) < K|lw—¢|, pour tout t € I et pour tout w, € € R,

o il existe o € ]0,00[ et a € R pour tout t € I et pour tout w € R, Ja — a,

a+ a[C F(t,w).

Alors pour tout qo dans F(0,qo), il existe une application q unique continue a
droite, & variation bornée de I dans R qui est solution du probléme de rafle (Qr)
pour la position initiale qo et du = |dg|. De plus

var(g, I) < max{0, |go — a| — a}.
PREUVE. Soit G I’ensemble des applications de I dans R, bornées, continues

a droite et prenant la valeur gy a 'instant ¢ = 0.

On a (G, d) un espace métrique complet. Considérons une subdivision P de I

P = {tp’i, 0<1< n(P)} avec tp’o =0< tp’l <. < tp’n(p) =T,

et IT ’ensemble de toutes les partitions de I, muni de la lois d’'ordre P > P’
si et seulement si P D P’. Pour chaque (P,r) dans II X G on associe une suite
d’éléments de R:

q(p,r),0 = 40,
qpryi = Proj(qpry,i—1, Fr(tpi)), 1< <n(P),
et une suite de fonctions continues a droite de I dans R définies par
apr(t) =qpry sit € [tpatpitl, (0<i<n(P)),
qP,T(T) = 4(p,r),n(P)-

La multifonction F,. est s.c.i. & droite sur I. Par le Théoreme 4.1 de [4], le
probléeme (P,.) ayant pour condition initiale ¢y admet une solution unique g,
continue a droite et a variation bornée sur I.

La convergence uniforme de la suite des fonctions (¢p) perr vers g, s’obtient
grace au Théoreme 4.11 de [4]. Comme précédemment, nous avons

d(gr,q0) < Kd(r,v),

et il existe une application ¢ unique et continue a droite ¢ de G qui est solution
de (P4). Donc ¢ est solution de (Qp). Comme la solution de (P,) est & variation
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bornée alors ¢ l'est aussi. L’inégalité suivante: var(g, I) < max{0, |qy — a| — o},
s’obtient par [10] et le Théoreme 4.1 de [4]. O

PROPOSITION 8. La Proposition 5 reste valable si on suppose que F et F’
sont seulement s.c.i. a droite.

PREUVE. Soit g, respectivement g, la solution de (Qr), respectivement de
(Qp), alors g, respectivement g, est solution de (P,), respectivement de (Pg).
D’apres le Théoreme 4.12 de [4], on a I'inégalitée cherchée. O

Nous reprenons le probleme traité dans les théoremes précédents en faisant
des modifications sur la multifonction F.

THEOREM 9. Soient F une multifonction de I XR dans J(R), N € [0,1] et
a une application absolument continue de I a valeurs dans un espace métrique
(Y,0) vérifiant

h(F(t,u), F(s,v)) < d(a(t),a(s)) + Nlu—v|,

pour tout t,s € I et u,v € R. Alors pour tout qo dans F(0,qo), il existe une ap-
plication q unique absolument continue de I dans R qui est solution du probleme

de rafle (Qr).

PREUVE. Pour chaque application r absolument continue de I dans R telle
que go soit dans F).(0), on définit une suite de fonctions g, p sur I de la méme
maniere que dans la démonstration du théoreme précédent. La multifonction F,.
est absolument continue et par la Proposition 3¢ de [5], le probléme de rafle (P,.)
admet une solution unique ¢, qui est absolument continue sur I. La suite des
fonctions (gp,r) perr converge uniformément vers ¢,. Nous avons comme avant

d(gr,qv) < Nd(r,v).

Définissons r1(t) = g pour tout ¢ dans I et r,41 = ¢4, @ > 1. Les fonctions r; de
I dans R sont absolument continues et valent gy en 0. Le calcul fait classiquement
pour établir le théoréeme du point fixe dans un espace métrique complet montre
que (r;) est une suite de Cauchy dans (E,d). Montrons que sa limite S dans
(E,d) est absolument continue. Pour tout o, 7 dans I, nous avons

WEy,,0,7) = W(F(0,r0(0)), F(1,70(7))) < la(0) — a(7)| + Nl|rp(o) — ra(7)].
Donc var(F, ,o,7) < var(a,o,7) + Nvar(r,,o,7), par la Proposition 2c de [5],
nous avons var(r,y1,0,7) < var(F,. ,o,7). Par suite

var(rp41,0,7) < var(a,o,7) + Nvar(ry, o, 7)
<var(a,o,7)+ N[var(a,o,7) + Nvar(r,_1,0,7)]

1
<
—1-N

var(a, o, 7) + Nvar(ry, o, 7).
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Alors

var(rp41,0,7) < = Nvar(a,a, T),

pour tout n € N* et pour tout o,7 € I, de plus les r,, convergent uniformément
vers S. La fonction var(a,0, -) est absolument continue sur I, on peut vérifier
facilement que l'application S l'est aussi. La fonction S est solution de (Qp)
puisque

d(gs,S) < Nlimd(S —r,) = 0.

En fait, S est I'unique solution, car si S; en est une autre, on a gg = S et
gs, = S1. Nous aurons

d(gs,qs,) < Nd(51,5).

D’ou 'unicité de la solution. O

EXEMPLE 10. Dans 'Exemple 3.6 de [3], nous avons F(t,w) = [t +w, 0],
t € I. Dans ce cas, on a N = 1 et pour t € I, ¢(t) n’est pas dans F(t,q(t)),
d’ott (QF) n’a pas de solution. Considérons l'exemple ot H = R, F(t,w) =
1+ alw|,o0,tel, weR, g =0et a>1 Nousavonsici N=a>1etaest
Papplication constante 1. Pour ¢ € I, ¢(t) n’est pas dans F(t,q(t)). Ceci montre
que pour N > 1, le probléme (Qr) n’a pas forcément de solution.

3. Cas de la dimension finie

Nous reprenons le dérnier théoréme en supposant que H est un espace de
Hilbert de dimension finie sur R et que ’applicaton a est absolument continue,
respectivement continue et a variation bornée sur I. En dérnier lieu, nous sup-
posons a continue & droite et & variation bornée sur [0,7]. La résolution du
probléme de rafle que nous obtenons est une généralisation du Théoréeme 3.3 de
[3]. Nous donnons des propriétés qualitatives des dites solutions.

On désigne par K, q, I’ensemble des applications » de I dans H prenant la
valeure qo en t = 0 et vérifiant:

(%) lr() = r(s)] <

1
var(a,t, s our tout t,s € I.
Ty a(ats) p
DEFINITION 11. Pour deux parties fermées A, B de H, l’excés ou l’écart de
A et B est

A, B) = sup inf | X — Y.
e(A, B) ;gYHéBH [

Le supremum est pris dans [0, +o0c]. Etant donné une multifonction F' de I dans
les parties non vides de H. On rappelle la rétraction de F dénotée par retF
I'application qui & tout ¢ de I associe le supremum de Y., e(F(t;), F(t;+1)) qui
est pris sur toutes les suites finies (¢;) de la forme 0 =ty <t; < ... <, =t.
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THEOREME 12. Soient F une multifonction de I XxH dans J(H), N dans
[0,1], o dans F(0,qq) et a une application de I a valeurs dans un espace métrique
(Y, 0) vérifiant

() h(F(t, u), F(s,v)) < 6(a(t),a(s)) + Nllu — ]|,

pour tout t,s € I et u,v € H. Si a est absolument continue, respectivement
continue et & variation bornée sur I alors le probléme de rafle (Qr) admet une
solution q absolument continue avec dp la mesure de Lebesque sur I, respec-
tivement continue et d variation bornée avec dp = d(ret Fy). Si plutét, a est
continue o droite sur [0,T[ et a variation bornée sur I, alors (Qp) admet une
solution q qui est continue & droite sur [0,T[ et & variation bornée sur I avec

dp = d(ret Fq). Dans tous ces cas et pour 0 <t < s <T, nous avons

1
1—

la(®) = a(s)l| < 3= var(a, 2, 5).

PREUVE. Dans cette démonstration, nous allons utiliser le théoreme de Leray
Schauder [8]. On va traiter d’abord le cas ol a est absolument continue, re-
spectivement continue et a variation bornée sur I. L’ensemble K, o, est claire-
ment non vide, convexe et fermé pour la topologie uniforme. Comme ||7(t)| <
lgo| + var(a,0,T) alors pour tout ¢ de I, ensemble K (t) = {r(t),r € Ky 4, } est
borné. Il suit de (%) que K, 4, est équi-continue. Par Ascoli-Arzela, voir [9,
Théoreme (T. 2, XX, 4; 1)], K, 4, est un sous ensemble compact de I’ensemble
des fonctions continues de I dans H. Pour chaque r de K, 4,, 'application F,
est évidement a rétraction absolument continue, respectivement continue sur I.
Le probleme (P,.) admet par [5, Proposition 3c], une solution unique @(r) qui
est absolument continue avec dy la mesure de Lebesgue, respectivement (P,)
admet par [5, Proposition 3b et Corollaire 2c|] au moins une solution continue
pour du = d(ret F,.). Montrons que 'application () de K, ,, dans lui méme est
bien définie, c’est a dire que

(roxx) 10(r)(s) = O(r)(®)] <

TN var(a,t, s).

En effet, d’apres [5, Proposition 2.c], nous avons
10(r)(s) = O(r) ()] < ret(Fy,s,t)

1
< var(a,s,t) +

1-N

var(a,r,s) < var(a,t, s).

1-N

Montrons que () est continue. Soit (r,,) une suite d’éléments de K, 4, convergente
vers un r de K, 4 . Posons

pu(t) = sup h(F, (0), F.(0)).
0€0,t]
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D’apres [5, Proposition 2.g], on a

10(rn) (1) = O (O)I* < 2u(t)[ret(F,,0,t) + ret(F, 0,1)]

4p(t)
1-N

AN
< var(a,0,T) < T Nvar(a,(),T)Hrn — 7| oo-

Donc @(r,) converge vers ((r) uniformément sur I. Par le théoréme de Leray-
Schauder, il existe dans K, 4, une application ¢ telle f(¢) = ¢ qui est évidement
solution de (Qp). L’inégalité qui reste & démontrer s’obtient par (xxx) et du fait
que g = 0(q).

Maintenant, si a est continue a droite sur [0, T'[ et & variation bornée sur I, on
munit I de la topologie droite induite par celle de R. Pour cette topologie, a est
continue sur I et K, 4, est équi-continue pour tout ¢ € I. Par Ascoli-Arzela cité
précédemment, K, ,, est compact dans l'espace des fonctions continues pour la
topologie droite sur I. Le raisonnement précédent fait pour le cas ou a était con-
tinue reste valable pour cette situation ol a est continue sur I pour la topologie
a droite. g

PROPOSITION 13. Soit F, respectivement F, une multifonction de I x H
dans J(H) vérifiant les conditions du Théoréme 12 pour la condition initiale qo,
respectivement q,. Soient q et G les solutions respectives des problémes de rafies
(Qr) et (Qg). Nous avons

la(®) = a@)I* — llao — Goll* < 4S(t)var(a, 0,1),
avec S(t) = supge(o 4 h(F,(0), F4(0)), ceci pour tout t de I.
PREUVE. D’aprés [5, Proposition 2.g], pour r et 7’ dans K, 4,, nous avons
100 (8) — 06" )OI — llgo — Toll® < 28" (Ofret(Fy, 0,) + xet(F, ., 0, )],

ol S'(£) = supge (o H(F,(6), Frv (6)). On a

e(F(t,r(t)), F(s,r(s))) <var(a,t,s) et qg=10(q),
e(F(t,7'(t)), F(s,7(s))) <var(a,t,s) etq=0(q)
D’otu 'inégalité cherchée. 0

4. Application a un probléme de frottement

Dans ce paragraphe, on étudie le mouvement d’'un point matériel ¢ € R? dans

le repere (0, €1, €2) pendant un intervalle de temps I = [0,T]. Le point q est
—

rappelé vers un point mobile a de mouvement donné, par une force F' vérifiant

—

F(t) = —K(q(t) — a(t)).
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La fonction a(t) = (a1(t),az2(t)), t € I, est supposée continue, respectivement
continue a droite. De plus, le point ¢ est confiné dans la région permise zo < 0
par une paroi régide fixe P d’équation x5 = 0. On suppose que pour tout ¢ dans
1, as(t) > 0, (ce qui signifie qu’'on a un contact persistant), et que le frottement
de g avec P est sec de type Coulomb. On néglige 'inertie de ¢, c’est a dire
I’évolution est traitée comme quasi-statique. Alors

—

?(t) + R(t) = 6), pour tout t € I,

ol E)(t) est la réaction exercée par P sur g. Soient vy(e,0) et v_(g,0) les
coéfficients de frottement respectifs au point (g,0) de P, pour les vitesses de
glissement positives et négatives. Les fonctions € — vy (g,0) et € — v_(g,0)
sont supposées majorées par une constante M, Lipschitziennes de constantes
de Lipschitz réspectives K, et Ks et pour tout [¢,¢] dans I x R, [—az(t)v4(w),
as(t)v_(w)] est d’intérieur non vide. On travaille dans le cas d’un frottement
non nécessairement isotrope (v # v_) ni homogeéne. Le frottement sec de type
Coulomb nous permet d’avoir:

(1) la vitesse dgq/|dgq| est dans la paroi P,

(2) la composante normale Ry de la réaction est dirigée selon la normale
rentrante dans la région permise, i.e. Ry <0,

(3) il existe dans 'espace R? un cone convexe fermé C contenant le vecteur
unité normal N dirigé vers la région permise, dit cone de frottement au
point de contact considéré. Une formulation de la loi de Coulomb [6]
est

ou D est la projection orthogonale sur P de la section plane du cone
C, a distance Ry de P. Cette formulation d’apreés J. J. Moreau [6] est
équivalente a

dq

“dd| (t) € ProjpNe(qu) R(1),

ot N¢(qt)) R(t) est le cone normal sortant a C' au point R.
Pour simplifier 'inclusion différentielle précédente nous citons le lemme suiv-

ant:

LEMME 14. Soient P le plan de lespace euclidien R? d’équation Xy = 0, u
et v deux fonctions de I dans P. Soit C une multifonction définie sur I x R a

valeurs dans les convexes fermés non vides de R?. Alors pour tout t de I,

’U,(t) S ProijC(t,u(t))v(t) = u(t) S Npmcv(t).
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PREUVE. Soit G le sous-espace orthogonal & P dans R2. Alors le terme
a gauche de I’équivalence cherchée équivaut a

u(t) e G+ NC(t,u(t))U(t)-
Puisque v(t) € P, on a Npv(t) = G, d’ou la forme équivalente
u(t) S va(t) + NC(t,u(t))U(t)-

Une regle d’addition des sous-différentiels fournit alors Np + No = Npn¢, voir
[7, Théoreme 32.8]. Dol I’équivalence cherchée. O

Le lemme précédent nous permet de dire que la solution ¢ du probléeme quasi-

statique vérifie
dq
|dq
ou pour tout (¢,w) dans I x R, F(t,w) est définie par

(t) € Npe,qena(t) |dq| p.p.

F(t,w) = [a1(t) - az(t)os (), ar () + as(t)o_ ()]

Pour ¢g dans R la fonction & variation bornée ¢ de I dans R continue repec-
tivement continue a droite est solution du probléme quasi-statique si

q(0) = qo,
q(t) € F(t,q(t)) pour tout t € I,
dq

*@(t) € ProjpNe e R(t) |dg| p-p.

Le lemme suivant nous permet de prouver ’existence et 'unicité de la solution
du probleme quasi-statique dans différentes situations.

LEMME 15. Supposons que les fonctions a1 et as sont continues respective-
ment continues a droite sur I, alors

e Uapplication F, est continue (resp. s.c.i. a droite),
o W(F(t,w), F(t,e)) < k"|w—el|, ceci pour tout t € [0,T], pour tout w et
e € R avec k" = sup,¢; |az(t)| max(ky, k2).

PrREUVE. Commencons par justifier la deuxieme propriété. Pour tout ¢t €
[0,T7], pour tout w et £ € R:

h(F(t,w), F(t,€)) = |az(t)| max(|vy (w) = v4 ()], [v-(w) — v-(e)]) < K"|w —£].

Supposons dans le premier cas que a; et as sont continues et considérons une
suite t,, d’éléments de I convergente vers un t de I, nous avons:

hE(t,w), F(t,€)) < lai(t) = ai(tn)| + Mlas(tn) — az(t)].
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D’ou la continuité de ﬁs. Supposons que a1 et as sont continues a droite.
Soient (t,¢) € I x R, V un voisinage de F'(t,€), y € V et (t,) suite convergente
vers t, t, > t, on pose z, = proj(y, F(t,,¢€))

[y — zn| < h(F(tn, ), F(t,€)) < lai(t) — ai(tn)] + Mlaz(tn) — az(t)]-
D’ou la semi-continuité inferieure a droite de ﬁa. O

THEOREME 16. Si dans le probléme quasi-statique on suppose que k" est
strictement inferieure a 1 et que ay et az sont cntinues (respectivement continues
& droite et il existe un intervalle Iy de I(R) inclus dans F(t,w) pour tout (t,w)
dans I x R) alors pour tout qo dans R, le probléme quasi-statique admet une
solution unique continue (respectivement continue a droite) & variation bornée
admettant qo a l'instant t = 0.

PrREUVE. 1l suffit d’utiliser le lemme [15] et les théorémes [1] et [7]. O

REMARQUE 17. Si dans le probleme quasi-statique on suppose les conditions
suivantes:
e La constante k" est dans [0, 1] et application ag est & valeurs dans R.
C’est a dire qu’on n’a pas forcément un contact persistant.
e Les applications a; et as sont absolument continues et [—ag(t)v4(w),
az(t)v—(w)] € J(R) pour ¢ € I.
e A tout instant ¢ ot on n’a pas de contact, q(t) = a(t) et F(t,q(t)) = a(t).
Alors en se servant du Théoreme 9 et de la technique utilisée pour démontrer
le théoreme précédent on peut démontrer facilement que le nouveau probleme
quasi-statique admet une solution unique absolument continue. Ce résultat est

obtenu dans [2, Chapitre 2], mais avec une longue démonstration.
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