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LES SINGULARITÉS À L’INFINI DES POLYNÔMES
ET LES COMPACTIFICATIONS TORIQUES
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Abstract. We study the toric compactifications of fibers of a polynomial mapping in
several complex variables and analyse their singularities which can appear at infinity. We
compare severals possible definitions of such singularities. Essentially, these definitions are
related to the topological triviality, the non-characteristic condition, the gradient condition and
the absence of vanishing cycles at infinity. We generalize to the toric compactification set-up
the results known for the projective compactification.

1. Introduction. Soit f : Cn → C un polynôme. Le théorème suivant décrit le com-
portement de la topologie des différentes fibres de f :

THÉORÈME 1.1 ([33] ou [10]-[14]-[28]). Il existe un sous-ensemble fini Bf ⊂ C tel
que:

f : Cn\f −1(Bf ) → C\Bf

soit une fibration localement triviale.

L’ensemble Bf vérifiant cette propriété est appelé ensemble des points de bifurcation de
f . Les points de cet ensemble sont aussi appelés valeurs atypiques. Les fibres au-dessus de
Bf sont atypiques, soit en raison de leurs singularités dans l’espace affine Cn, soit à cause du
comportement asymptotique à l’infini du polynôme f . Donc, même si f ne possède pas de
points critiques dans Cn, il se peut que f ne définisse pas une fibration localement triviale.
Ceci est dû au fait que pour n > 1, f n’est pas propre et donc on ne peut pas appliquer le
théorème de fibration d’Ehresmann. On va uniquement étudier le comportement asymptotique
à l’infini du polynôme f . On suppose pour cela que f n’a que des singularités isolées dans
l’espace affine Cn.

Il existe plusieurs définitions qui permettent de contrôler asymptotiquement le gradient
de f . Par exemple la condition donnée par Fedorjuk (voir [11]) dans la définition suivante
(voir aussi [7] et [8]) :

DÉFINITION 1.2. On dit que le polynôme f est modéré (tame en anglais) à l’infini
au-dessus de t0 ∈ C, si ||gradf (z)|| est minoré par une constante δ > 0 pour tout z dans
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un voisinage de l’infini (c’est-à-dire en dehors d’un certain compact de Cn) et f (z) dans un
voisinage de t0.

On peut donner une définition plus faible exprimée par Pham dans [29] et appelée condi-
tion de Malgrange par Parusiński dans [25], en remplaçant dans la définition précédente
||gradf (z)|| par :

(1) ||z||.||gradf (z)|| � δ > 0 .

Ces deux dernières conditions impliquent la trivialité topologique de f au-dessus de t0. De
plus, elles sont équivalentes dans le cas de la dimension 2 (voir [13] ou [19]).

A. Parusiński dans [25] et [26] démontre les implications 2) ⇔ 3) ⇔ 4) ⇒ 1) entre les
quatre notions suivantes en utilisant une compactification projective de l’espace affine Cn :
1) condition de trivialité topologique à l’infini,
2) absence de cycles évanescents en dehors du diviseur à l’infini pour l’adhérence projective
des fibres du polynôme f ,
3) condition non-caractéristique de la définition 2.6,
4) hypothèse (1) de modération sur le gradient.

Le but de cet article est de mettre en évidence les liens entre les quatre notions énumérées
ci-dessus dans le cas plus général d’une compactification torique quelconque des fibres d’un
polynôme. On modifie pour cela la condition de modération (1) en prenant une métrique adap-
tée au choix de la compactification torique. On a divisé cet article en deux chapitres, le chapitre
2 où on résume les différentes manières théoriques d’exprimer la trivialité topologique et en-
suite un chapitre 3 où on illustre ces différentes notions dans le cas d’une compactification
torique des fibres d’un polynôme. Les résultats et démonstrations se trouvent essentiellement
dans ce dernier chapitre. Enfin, on propose à la fin de ce document, un résumé des résultats
obtenus sous forme de diagramme.

2. Les différentes notions de trivialité topologique. Ce chapitre est basé sur les tra-
vaux de Hamm, Lê et Mebkhout. Il décrit la correspondance entre la condition non-caracté-
ristique (définie en 2.4-2.5-2.6 et obtenue dans la section 3.3 dans le cas torique) et la notion
de cycles évanescents ainsi que celle de trivialité locale en dehors d’un diviseur. On rappelle
que ces trois notions sont équivalentes. Ceci est possible car on souhaite seulement obtenir
une propriété topologique faible : trivialiser en dehors d’un diviseur. Dans le cas d’une com-
pactification torique ce diviseur est un hyperplan à l’infini.

Ce chapitre permet de faire le lien entre une vision de nature topologique et une vision de
nature géométrique d’une même propriété : la condition non-caractéristique. Contrairement
aux autres chapitres, les résultats de ce chapitre ne sont valables que sur le corps C et pas sur
R. Les trois sections suivantes décrivent une propriété locale.

2.1. Généralités sur la notion de cycles évanescents. Donnons d’abord des définitions
dans un contexte général. Dans toute cette section, l’ensemble des notions développées seront
étudiées localement. Soit F• un complexe de faisceaux constructible sur une variété analytique
ou algébrique complexe X ⊂ Ck de dimension s et l : Ck → C une fonction lisse. On note
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respectivement le faisceau des cycles proches et évanescents de F• le long de l par ΨlF• et
ΦlF•. Pour une définition détaillée de ces deux derniers complexes, on pourra se reporter à
Massey [22], appendice B ou bien à Deligne-Katz [9] pour une définition du foncteur Φl .
Avant de préciser la définition du cycle caractéristique associé à un faisceau, commençons par
donner des définitions préliminaires.

DÉFINITION 2.1 (voir [32]). Soit S = {Sα} une stratification vérifiant la condition
(A) de Whitney. On dit qu’un point p est une singularité de Morse si l’intersection de Im dl

(graphe de la différentielle de l) et
⋃

α T∗
Sα

Ck est une intersection transverse d’espace non-
singuliers au point (p, dl).

DÉFINITION 2.2 (voir [21, Chap.10]). Soit S = {Sα} une stratification de Whitney de
X pour laquelle F• est constructible. Le cycle caractéristique Char(F•) est défini dans T ∗Ck

par la combinaison linéaire suivante :

Char(F•) =
∑
α

mα(F•)T ∗
Sα

Ck ,

où T ∗
Sα

Ck représente l’adhérence du fibré conormal à Sα dans T ∗Ck . De plus, si F• est pervers
(voir [4]), les coefficients mα(F•) sont des entiers donnés par :

mα(F•) = dim Hs−1(ΦlF•)p ,

où H�(ΦlF•)p est la cohomologie du faisceau ΦlF• pour tout point p appartenant à la strate
Sα . Si dim Sα > 0, on définit l comme en 2.1 et si dim Sα = 0, on peut prendre l : forme
linéaire générique.

DÉFINITION 2.3. Si F• est un faisceau pervers, le support singulier associé est défini
de manière ensembliste par :

SS(F•) =
⋃

mα �=0

T ∗
Sα

Ck .

REMARQUE. Char(F•) et SS(F•) sont bien définis, c’est-à-dire indépendants du choix
de la stratification dans les définitions respectives (voir par exemple [17, Chap.9]).

2.2. Les cycles évanescents et la condition non-caractéristique. Le but de ce para-
graphe est de relier la condition non-caractéristique à la notion d’absence de cycles éva-
nescents en dehors du diviseur. Soit X une variété analytique ou algébrique complexe et
i : X → Ck l’inclusion. Soit g : X → C telle que U = X\g−1(0) = X\Y soit lisse. On
note aussi j : U → X l’inclusion et le faisceau F• = i∗j!CU . La notation CU représente
le faisceau constant sur U de fibre C et j!CU son prolongement par zéro. C’est un faisceau
pervers d’après Beilinson-Bernstein-Deligne [4].

Les différentes notions présentées de trivialité topologique sont valables dans le contexte
général décrit ci-dessus mais nous les appliquerons au chapitre 3 dans le contexte de la com-
pactification torique à l’infini des fibres d’un polynôme. Dans ce contexte particulier X repré-
sentera cette compactification torique et le lieu des zéros de la fonction g donnera l’équation
du diviseur à l’infini Y .
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Le théorème suivant décrit le cycle caractéristique du faisceau pervers F• = i∗j!CU

associé au lieu des zéros de la fonction g à l’aide de la géométrie de cette hypersurface. La
description de cette géométrie sera donnée par des limites aux points singuliers de X d’espaces
cotangents aux fibres de g .

Commençons par définir la condition non-caractéristique en introduisant ci-dessous la
notion d’espace conormal relatif T ∗

g/X
.

DÉFINITION 2.4. L’espace conormal relatif T ∗
g/X

est défini en prenant l’adhérence de
l’ensemble suivant :

{(x, ξ) ∈ T ∗Ck; x = π(x, ξ), ξ �= 0 et ξ(v) = 0 pour toutv, v ∈ Tx(g/X)−1(g(x))}
où π : T ∗Ck → Ck est la projection canonique du fibré et Tx(g/X)−1(g(x)) l’espace tangent
au point x ∈ X\Y à la fibre de g/X au-dessus de g(x).

THÉORÈME 2.5 (Théorème de Lê-Mebkhout [20], Briançon, Maisonobe et Merle [6]).

SS(F•) = T ∗
XCk ∪ Wg ,

où F• = i∗j!CU et Wg est défini par :
Wg = T ∗

g/X
∩ (g−1(0) × (Ck)∗) .

PREUVE. Les étapes principales de la démonstration sont indiquées dans [2] et [3].
Celle-ci est donnée dans un cadre topologique dans le même esprit que Lê-Mebkhout (Voir
[20]), c’est-à-dire que l’on utilise principalement la théorie de Morse classique et les variétés
polaires. �

On choisit de prendre dans les deux prochains paragraphes les notations suivantes : p

est un point de g−1(0) et t une fonction de la variété X\g−1(0) à valeur dans C. De plus
t représente un prolongement de t sur X, c’est-à-dire que : t = tX\Y . La condition non-
caractéristique s’exprime alors par :

DÉFINITION 2.6. On dit que t est non-caractéristique par rapport au diviseur d’équat-
ion g = 0 si pour tout point p appartenant à ce diviseur (p, dt) /∈ Wg , où dt représente la
différentielle de la fonction t .

2.3. La trivialité locale en dehors du diviseur. La condition non-caractéristique per-
met de trivialiser localement en un point du diviseur l’application t (autrement dit t sur X\Y ).
Cette propriété est donnée par le lemme et la proposition suivante.

Le but ici est de pouvoir relever le champ ∂/∂t à la fois sur l’espace tangent aux niveaux
de g et sur l’espace tangent à la sphère dans laquelle on souhaite trivialiser. On donne pour
cela le lemme de transversalité :

LEMME 2.7. Soit Lδ l’hyperplan d’équation t = δ, Sε la sphère de rayon ε et D∗
α le

disque privé de son centre. Si la condition non-caractéristique de la définition 2.6 est vérifiée
alors pour tout il ε suffisamment petit, il existe α et δ avec 0 < α 
 ε et 0 < δ 
 ε, tels que
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Lδ soit transverse à Sε ∩g−1(g(z)) pour tout z ∈ Sε ∩ t−1(Dδ)∩g−1(D∗
α), g étant considérée

comme une fonction sur X.

PREUVE. On va démontrer ce lemme par l’absurde. Supposons donc que la conclusion
ne soit pas vraie, il existe alors une suite de points :

pi ∈ Sε ∩ t−1(Dδ) ∩ g−1(D∗
α) ⊂ X\g−1(0)

tels que pi → p ∈ Sε ∩ L0 ∩ g−1(0) et tels que

Tpi t
−1(t (pi)) ∩ Tpi g

−1(g(pi)) ⊂ Tpi (Sε ∩ X) ⊂ Tpi (Sε) .

Par passage à la limite, en supposant qu’elles existent, on obtient l’inclusion suivante :

L0 ∩ Tpg−1(g(p)) ⊂ Tp(Sε) .

L’inclusion est conservée après passage à la limite car d’après l’hypothèse non-caractéristique
Lδ est transverse à g−1(g(x)) pour tout x dans un voisinage V de p, avec g(x) �= 0. On peut
alors choisir ε suffisamment petit pour que Sε ⊂ V .

Il faut maintenant utiliser une stratification S de X, vérifiant la condition (Ag ), afin
d’avoir si p ∈ S ∈ S, avec S ⊂ g−1(0) une strate :

TpS ⊂ Tpg−1(g(p)) .

On obtient alors :

(2) L0 ∩ TpS ⊂ Tp(Sε) .

Supposons de plus que S vérifie la condition (A) de Whitney. On peut munir L0 ∩ X de
la stratification induite par S et donc, si ε est suffisamment petit, Sε est transverse à cette
stratification. D’où une contradiction avec l’inclusion ci-dessus (2). �

On a démontré ce lemme grâce à l’existence d’une stratification de X vérifiant la condi-
tion (Ag ) (voir l’article [16]). On peut maintenant trivialiser t .

PROPOSITION 2.8. Supposons que la condition non-caractéristique de la définition
2.6 soit vérifiée, alors pour tout ε > 0 suffisamment petit et δ tel que 0 < δ 
 ε, on a que

t : Bε ∩ t
−1

(Dδ) ∩ (X\g−1(0)) → Dδ

est une fibration topologiquement triviale.

PREUVE. Grâce au lemme de transversalité 2.7, on peut relever par l’application t le
champ de vecteurs ∂/∂t dans l’espace tangent aux fibres de g en un champ de vecteurs non-
nuls qui de plus est continu d’après [5]. Pour intégrer ensuite ce champ, on le modifie au
voisinage de Sε ∩ t−1(Dδ) afin qu’il soit tangent à Sε ∩ g−1(g(z)). Ceci est possible grâce au
lemme 2.7 de transversalité. On recolle ensuite ces deux champs à l’aide d’une partition de
l’unité. �

REMARQUE. On retrouve le même type d’arguments dans l’article [34], mais ici on ne
fait pas d’hypothèse sur le comportement des strates qui se situent dans le lieu des zéros de
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la fonction g , c’est-à-dire la partie à l’infini. En effet, notre préoccupation est de trivialiser en
dehors de l’infini.

2.4. L’absence des cycles évanescents et la trivialité topologique. Dans la proposition
2.8, on démontre que la condition non-caractéristique entraine la trivialité de l’application
t en dehors du diviseur à l’infini. C’est-à-dire que l’absence des cycles évanescents pour le
faisceau pervers F• = i∗j!CU et l’application t donnne cette trivialité. On cherche maintenant
à prouver la réciproque par la proposition suivante :

PROPOSITION 2.9. Si l’application t trivialise localement X\Y en un point p appar-
tenant à Y = g−1(0) alors (p, dt) /∈ SS(i∗j!CU).

PREUVE. Le problème vient du fait que l’application t n’est pas a priori générique et
on ne peut donc directement appliquer les définitions du paragraphe 2.2. On va ainsi suivre la
preuve générale donnée dans l’article [26] de Parusiński.

Si t trivialise localement X\Y en un point p tel que t(p) = t0 alors p n’appartient pas au
support du faisceau Φt−t0

(i∗j!CU). On rappelle que le support d’un faisceau est défini par :

DÉFINITION 2.10. Le support du faisceau Φt−t0
(i∗j!CU) que l’on note :

supp(Φ t−t0
(i∗j!CU))

est l’ensemble fermé des points p où (Φ t−t0
(i∗j!CU))p �= 0.

La proposition 2.9 résulte alors principalement de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.11 (voir [17, Chap.8], [23] ou bien [26]). On suppose que t(p) = t0.
Les deux affirmations suivantes sont équivalentes:

i) (p, dt) /∈ SS(i∗j!CU).

ii) p /∈ supp(Φ t−t0
(i∗j!CU)).

�

REMARQUE. Comme le remarque Parusiński dans l’article [26], on obtient la même
proposition en remplaçant le faisceau i∗j!CU par tout faisceau pervers F•. En particulier, on
a que ce faisceau F• = i∗j!CU est pervers car CU est pervers (voir [4]) et CU est pervers car
U est un espace lisse de codimension 1.

Pour terminer cette section, nous exprimons la trivialité topologique en terme de limite
d’espace cotangent à l’aide de Wg .

PROPOSITION 2.12 (voir [26]). Pour tout p ∈ g−1(0) on a que:
(p, dt) /∈ SS(i∗j!CU) si et seulement si (p, dt) /∈ Wg .

PREUVE. Pour cette démonstration, nous avons besoin du lemme :

LEMME 2.13. Comme sing(X) ⊂ g−1(0), où sing(X) est l’ensemble des singularités
de X, alors T ∗

XCk ∩ (g−1(0) × (Ck)∗) ⊆ Wg .
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PREUVE. Soit (pn)n∈N une suite de X\g−1(0) telle que pn → p ∈ g−1(0). Comme
X\g−1(0) est lisse, on peut écrire :

T ∗
g/X

= {(x, ξ) ∈ T ∗Ck ; x ∈ X\g−1(0), ξ(ker dx(g/X)) = 0}
= {(x, ξ) ∈ T ∗Ck ; x ∈ X, ξ(TxX ∩ ker dxg) = 0} ,

et on a alors (T ∗
XCk)pn ⊂ (T ∗

g/X
)pn , car si (pn, ξ) ∈ (T ∗

XCk)pn alors ξ(TpnX) = 0 et donc
aussi ξ(TpnX ∩ ker dpng) = 0. En passant à la limite, on obtient le résultat voulu. �

De plus, d’après le théorème 2.5 on a que :

SS(i∗j!CU) = T ∗
XCk ∪ Wg .

Le lemme 2.13 et ce théorème donne le résultat de la proposition. �

3. Le cas torique. Ce chapitre est structuré de la manière suivante. Dans la section
3.1, on présente quelques notions préparatoires sur les propriétés de la compactification to-
rique des fibres d’un polynôme. On présente ensuite dans la section 3.2, les différentes tech-
niques qui seront utilisées comme les champs de vecteurs et les conditions de contrôles sur
ces champs. La section 3.3 donne les principaux résultats de cet article dans le cas d’une
compactification torique de l’espace affine Cn. On démontre à l’aide de l’hypothèse de modé-
ration sur le gradient de la définition 3.2, la propriété locale suivante : le champ de vecteurs de
Kuo-Paunescu après modification torique donne un champ de vecteurs controlé par rapport au
diviseur à l’infini. Cette dernière condition est équivalente à la condition la plus importante :
la condition non-caractéristique.

Pour simplifier les notations, on choisira dans la suite de cet article d’adopter les conven-
tions suivantes. Soit h1 et h2 deux fonctions positives sur Cn. h1 ∼ h2 signifie qu’il existe
deux constantes k1 > 0 et k2 > 0 telles que : k1h1(z) � h2(z) � k2h1(z), pour tout z ∈ Cn

dans un voisinage autour d’un point ou bien dans un voisinage de l’infini (c’est à dire en
dehors d’un certain compact de Cn). De même, h1 � h2 signifie qu’il existe une constante
k > 0 telle que h1(z) � kh2(z) pour tout z ∈ Cn dans le voisinage considéré.

3.1. Compactification torique des fibres d’un polynôme. Dans cette section, on va
expliquer la construction de l’ensemble, que l’on notera X, formé par la compactification
torique des fibres de f .

Soit E = {aj } un ensemble fini de m points de l’espace Nn, Γ−(E) est l’enveloppe
convexe dans Rn de l’ensemble {aj + Rn− ; j = 1, . . . ,m} et Γ− = Γ−(E) ∩ Rn+ où
R+ = {a ∈ R; a ≥ 0}. Le polyèdre Γ− est donc commode par construction (voir [24] pour
une définition). La variété torique associée à l’éventail complet Γ− est construite par dualité :
soit S l’ensemble des sommets de Γ−, l’ensemble des cônes (Γ− − s)∨ pour s ∈ S ainsi que
les faces de ces cônes forment cet éventail. On subdivise ensuite l’éventail afin d’obtenir un
éventail non-singulier ∆Γ− et une variété torique lisse T (∆Γ−) (voir [12]). Comme ∆Γ− est un
éventail non-singulier, si σ est un cône de dimension n de cet éventail alors Sσ , le semi-groupe
associé à σ∨, est généré par n variables telles que Sσ = Z�0v1 + · · · + Z�0vn. L’algèbre de
type fini C[u1, . . . , un] = C[zv1, . . . , zvn ] engendrée par u1 = zv1, . . . , un = zvn , où ui sont
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les variables toriques et zi les coordonnées affines dans Cn avec zvi = z
vi1
1 · · · zvin

n , définie la
variété torique lisse Tσ isomorphe à Cn.

Soit f : Cn → C un polynôme noté f (z) = ∑
α cαzα. On définit son support par :

supp(f ) = {α ∈ Nn ; cα �= 0} .

On suppose dans la suite que supp(f ) ⊂ Γ−.

LEMME 3.1. On fixe dans ce lemme un cône de dimension maximale σ ∈ ∆Γ− . Pour
i = 1, . . . , n, on note ui les variables toriques associées aux générateurs du semi-groupe de
σ∨. Il existe (pk+1, . . . , pn) ∈ (N∗)n−k tel que

u
pk+1
k+1 · · · upn

n f (z)

soit constituée de monômes dont la puissance appartient à σ∨. On peut donc écrire:
u

pk+1
k+1 · · ·upn

n f (z) = f (u) ,

où f : Cn → C est un polynôme.

PREUVE. Comme σ est un cône polyédral convexe, on a : (σ∨)∨ = σ . On peut alors
dire qu’à σ∨ correspond un unique sommet du polyèdre Γ− avec les mêmes faces adjacentes
que celles de σ∨, en effet on a supposé que σ était de dimension maximale. Or σ∨ a pour som-
met l’origine du repère, donc si on choisit Γ− tel que supp(f ) ⊂ Γ−, après une translation,
tous les points de supp(f ) se retrouvent inclus dans σ∨. Précisons cette dernière affirmation.

Si le sommet appartient au sous-espace vectoriel de dimension n − k et d’équation :

Pk = {z ∈ Rn ; z1 = · · · = zk = 0} ,

alors le cône σ est du type :

{ẽ1, . . . , ẽk, w̃
Fk+1 , . . . , w̃Fn } ,

où w̃F ∈ Zn− désigne le vecteur primitif orthogonal à la face F n’appartenant pas à P⊥
k et

ẽi ∈ P⊥
k (ce ne sont pas forcement les vecteurs de la base canonique). Si le vecteur −v désigne

le sommet de Γ− alors par une translation dans le sous-espace Pk de vecteur :

v = (−pk+1 · · · − pn) ,

où (pk+1, . . . , pn) ∈ (N∗)n−k , on obtient que :

v + supp(f ) ⊂ σ∨ .

Cela se traduit de manière multiplicative par la conclusion du lemme. �

Soit Tσ la variété affine associée à un cône quelconque σ . On définit alors la fonction F

et l’ensemble Xσ comme suit :

u
pk+1
k+1 · · · upn

n [f (z) − t] = f (u) − tu
pk+1
k+1 · · · upn

n = F(u, t) ,

(3) Xσ = {(u, t) ∈ Cn+1 ; F (u, t) = 0} ∩ (Tσ × C) .
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Soit Yσ le lieu à l’infini de Xσ . Il s’écrit donc :

Yσ = {(u, t) ∈ Cn+1 ; uk+1 · · · un = 0} ∩ Xσ .

Donnons à présent quelques propriétés simples des ensembles Xσ et Yσ :

PROPRIÉTÉ 1. Yσ est un ensemble qui ne dépend pas de t .

PROPRIÉTÉ 2. Xσ \Yσ est non-singulier.

Le travail présenté à partir de la section 3.3 aura la propriété d’être local et dans ce
contexte l’étude se fera dans une carte au voisinage d’un point du diviseur à l’infini, c’est-à-
dire que l’on choisira pour l’étude un cône de la variété torique contenant ce point. L’ensemble
Xσ est défini en (3) et la fonction g(u) = uk+1 · · · un donne l’équation locale du diviseur à
l’infini g(u) = 0. Xσ représente localement l’adhérence du graphe de f dans la variété affine
Tσ × C. Précisons la signification de l’application t : Xσ → C avec la propriété suivante :

PROPRIÉTÉ 3. t est induite par la projection canonique pr2 : Tσ × C → C et sa fibre
t
−1

(t0) représente l’adhérence de t−1(t0) = f −1(t0) dans Xσ pour tout t0.

Localement, en un point à l’infini, on a le diagramme commutatif suivant :

Xσ

g

����
��

��
��

t̄

��

� � �� Tσ × C
� � ��

pr2

�����������
Cn × C

pr2
���������������������

C C

On peut maintenant préciser la notion de compactification torique des fibres d’un polynô-me
de manière globale. X (resp. Y ) est obtenu par recollement de tous les Xσ (resp. Yσ ) et le
diagramme commutatif ci-dessus reste valable sans spécifier la carte associée à σ .

3.2. Les fonctions compensatrices et le champ de vecteurs de Kuo-Paunescu-Abder-
rahmane. Dans cette section, on explique comment généraliser la condition (1) (voir l’intro-
duction) de modération de Malgrange sur le gradient de la même manière qu’Abderrahmane
généralise dans [1] la condition de Kuo-Paunescu donnée dans [27]. On donne aussi le champ
de vecteurs généralisé associé à la nouvelle métrique. A la fin de cette section, on donne une
propriété globale affine de contrôle de ce champ de vecteurs.

3.2.1. la fonction de contrôle et les fonctions compensatrices associées. Reprenons
les notations de la section 3.1 et notons Γ ∗− l’ensemble des sommets de Γ−\{0}, avec :

Γ ∗− = {aj ; aj �= 0, j = 1, . . . ,m} .

Si p est un nombre réel positif, on note : p
j

i = pa
j

i et pj = paj où a
j

i pour i = 1, . . . , n sont
les coordonnées du point aj ∈ Γ ∗−. On introduit alors comme dans [1] la fonction de contrôle
relative au polyèdre Γ ∗− de la manière suivante : pour tout z ∈ Cn,

ρ(z) =
( m∑

j=1

|z|2pj

)1/2p

=
( m∑

j=1

n∏
i=1

|zi |2p
j
i

)1/2p

.
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C’est-à-dire que les monômes |z|2pj
correspondent aux sommets aj de Γ ∗−.

Rappelons maintenant la définition des fonctions compensatrices associées à ρ. Comme
Γ− est commode par construction, on note a1, . . . , an les sommets appartenants respective-
ment aux axes z1, . . . , zn. Soit F une face de dimension n − 1 du polyèdre Γ− et soit wF

l’unique vecteur de Qn− tel que pour tout x ∈ F , 〈x,wF 〉 = −1. On définit alors α(i) par :

α(i) = min
F∈F

{|wF
i |} = | max

F∈F
{wF

i }|
où F est l’ensemble des faces de codimension 1 de Γ−. On introduit alors les fonctions com-
pensatrices de la même manière qu’Abderrahmane dans [1], c’est-à-dire comme suit :

(4) ρi(z) =
(

|zi |2p/α(i) +
∑
k �=i

|zk|2pak
k

)α(i)/2p

∼ |zi | +
∑
k �=i

|zk|α(i)ak
k

pour i = 1, . . . , n. Les ρi sont construites pour être des formes de degré α(i) avec le système
de poids w = (w1, . . . , wn) où wk = 1/ak

k pour k �= i et wi = α(i). On choisira dans notre
cas la deuxième expression de (4) car α(i) peut éventuellement être nul.

Aux fonctions compensatrices ρi , on associe une métrique hermitienne relative au poly-
èdre Γ− :

(5)

〈
ρi

∂

∂zi

, ρj
∂

∂zj

〉
Γ

= δij

ainsi qu’un champ de vecteurs décrit dans la section suivante.
3.2.2. Rappel sur le champ de vecteurs de Kuo-Paunescu et Abderrahmane. Dans la

métrique (5), le gradient et sa norme s’écrivent :

gradΓ f (z) =
n∑

i=1

ρi(z)
∂f

∂zi

(z)ρi(z)
∂

∂zi

et

|| gradΓ f ||2Γ =
n∑

i=1

(
ρi

∣∣ ∂f

∂zi

∣∣)2

.

REMARQUE. La norme construite par Abderrahmane dans [1] pour un polyèdre quel-
conque généralise celle de Paunescu construite dans [27] pour le cas quasi-homogène. C’est-
à-dire que la construction de Paunescu peut-être vue comme un cas particulier de celle d’Ab-
derrahmane. De même, le cas de Paunescu est une généralisation du cas de Kuo dans [18]. En
effet, si le polyèdre est homogène (c’est-à-dire de poids (1, . . . , 1)) on a que :

|| gradΓ f ||Γ = ‖z‖.‖gradf (z)‖ .

Dans le cas quasi-homogène de poids (w1, . . . , wn), on retrouve le gradient de Paunescu.

Ce champ de vecteurs sera défini sur X\Y par :

(6) V(z, t) = ∂

∂t
−

n∑
i=1

ρi(∂f/∂zi)ρi

|| gradΓ f ||2Γ
∂

∂zi

pour ‖z‖ grand .
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C’est un champ de vecteurs analytique réel. Il est tangent à l’hypersurface F−1(0), où F est
donnée par F(z, t) = f (z) − t . C’est-à-dire tangent au graphe de f . Donnons à présent la
condition de contrôle associée à ce champ :

(7)
∂zi

∂V
= Vi = 1

|| gradΓ f ||Γ · ρi(∂f/∂zi)

|| gradΓ f ||Γ · ρi .

En utilisant l’hypothèse de la définition 3.2 de la section 3.3 ci-dessous de modération sur le
gradient, on obtient que :

(8) |Vi | = |∂zi

∂V
| � ρi ,

car les deux premiers termes du produit (7) sont bornés. Le calcul suivant donne alors la
condition de contrôle à l’infini du champ de vecteurs V par la fonction 1/ρ. On obtient par
dérivation des fonctions composées :

(9)

∣∣∣∣∂(1/ρ)

∂V

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∑

i

∂(1/ρ)

∂zi

∂zi

∂V

∣∣∣∣ = 1

ρ2

∣∣∣∣
∑

i

∂ρ

∂zi

∂zi

∂V

∣∣∣∣ ,
donc ∣∣∣∣∂(1/ρ)

∂V

∣∣∣∣ � 1

ρ2

∑
i

|Vi|
∣∣∣∣ ∂ρ

∂zi

∣∣∣∣ � 1

ρ2

∑
i

|ρi |
∣∣∣∣ ∂ρ

∂zi

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣ 1

ρ

∣∣∣∣ .
La dernière inégalité s’obtient grâce à la propriété suivante sur la fonction de contrôle et les
fonctions compensatrices :

(10)

∣∣∣∣ρi
∂ρ

∂zi

∣∣∣∣ � ρ, pour tout i et ‖z‖ au voisinage de l’infini .

La démonstration de l’inégalité (10) se fait en utilisant la version à l’infini du lemme des petits
chemins de [24] et du corollaire 3.6 donné dans la section suivante.

3.3. Les théorèmes de trivialité dans le cas torique. On va supposer dans cette sec-
tion l’hypothèse de modération sur le comportement asymptotique du gradient donnée par la
définition suivante :

DÉFINITION 3.2. On dit que le polynôme f vérifie la condition de Malgrange-Paune-
scu et Abderrahmane à l’infini au-dessus de t0, si

||gradΓ f (z)||Γ � 1

pour tout z dans un voisinage de l’infini (c’est-à-dire en dehors d’un certain compact de Cn)
et f (z) dans un voisinage de t0.

On en déduira dans cette section les différentes propriétés locales à l’infini du champ de
vecteurs étudié dans la section précédente après une modification torique. On démontre que
ce champ est contrôlé par la fonction décrivant le diviseur à l’infini. On en déduit ensuite la
condition non-caractéristique. Donc d’après le chapitre 2, cette dernière condition est suffi-
sante pour obtenir une trivialité locale en dehors du lieu à l’infini Y de la variété obtenue en
compactifiant les fibres d’un polynôme. Tous les calculs de cette section seront effectués dans
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une carte, c’est-à-dire dans le système de coordonnées associé à un cône de la variété torique
donnée par le polyèdre de f (voir section 3.1).

3.3.1. Le champ de vecteurs contrôlé. L’hypothèse de la définition 3.2 sur la modéra-
tion asymptotique du gradient étant supposée vérifiée, l’inéqualité (9) nous indique que l’on
peut espérer contrôler le flot du champ de vecteurs (6) par rapport à g (le diviseur à l’in-
fini étant donné par g = 0). On calcule pour cela la transformation de ce champ après une
modification torique et on obtient le résultat suivant :

THÉORÈME 3.3. V étant le champ de vecteurs analytique réel tangent à X\Y donné
en (6). Si f vérifie la condition de la définition 3.2 alors pour toute carte affine Tσ de la
variété torique T (∆Γ−) si g(u) = uk+1 · · · un = 0 est l’équation du diviseur à l’infini, on a
au voisinage d’un point p de ce diviseur vérifiant t(p) = t0 les propriétés suivantes :

i) |∂ui/∂V| � |ui | pour i = k + 1, . . . , n.
ii) |∂ui/∂V| � 1 pour toutes les autres coordonnées toriques qui ne font pas parties

de l’espace vectoriel engendré par {uk+1, . . . , un}.
iii) ∂t/∂V = 1.

On déduit directement de i) que : |∂u/∂V| � |u|, pour toute fonction torique appartenant à
l’espace vectoriel engendré par {uk+1, . . . , un}, en particulier, on a que : |∂g/∂V| � |g|.

Pour démontrer le théorème 3.3, la section suivante est essentielle.
3.3.2. La stabilité par les opérateurs. Le lemme 3.5 et le corollaire 3.6 nous seront

utiles respectivement pour la démonstration du théorème 3.3 et de l’inégalité (10). Dans le
lemme, on étudie la stabilité des cônes de la variété torique par les opérateurs ρj |∂/∂zj | et
dans le corollaire, on démontre la stabilité du polyèdre Γ− par ces mêmes opérateurs.

DÉFINITION 3.4. Soit S un ensemble convexe, on dit que S est stable si pour tout
α ∈ S ∩ Zn et pour tout j = 1, . . . , n, l’expression :

ρj

∣∣∣∣ ∂

∂zj

(zα)

∣∣∣∣
est constituée de monômes (en valeur absolue) dont la puissance appartient à S ∩ Qn.

LEMME 3.5. Pour tout cône σ de la compactification torique de Cn tel que :
σ = {ẽ1, . . . , ẽk, w̃

Fk+1 , . . . , w̃Fn } ,

et pour tout v ∈ σ∨ ∩ Zn les deux cas suivants se présentent :
1) Si v appartient au sous-espace vectoriel engendré par {uk+1, . . . , un} alors σ∨ + v est
stable. En particulier, on obtient, quand v = 0, que σ∨ est stable.
2) Sinon, si v n’appartient pas à ce sous-espace vectoriel alors σ∨ + v n’est pas stable.
Mais pour tout α ∈ (σ∨ + v) ∩ Zn et pour tout j = 1, . . . , n, l’expression :

ρj

∣∣∣∣ ∂

∂zj

(zα)

∣∣∣∣
est constituée de monômes dont la puissance appartient à σ∨ ∩ Qn.
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PREUVE. Soit s le vecteur sommet de Γ− correspondant à σ . s appartient au sous-espace
vectoriel engendré par {uk+1, . . . , un} et on peut choisir Γ− pour que s ∈ Nn+. On va d’abord
démontrer la stabilité de s+σ∨. Il suffit de vérifier que pour toute face F de Γ− de dimension
n − 1 et que pour tout α vérifiant :

〈α,−wF 〉 � 1 ,

alors ρj |∂/∂zj (z
α)| soit constitué de monôme |z|β tel que :

(11) 〈β,−wF 〉 � 1 .

On a

ρj

∣∣∣∣ ∂

∂zj

(zα)

∣∣∣∣ = |αj ||z1|α1 · · · |zj |αj −1 · · · |zn|αn

(
|zj | +

∑
k �=j

|zk|α(j)ak
k

)

= |αj ||z|α + |αj |
∑
k �=j

|z1|α1 · · · |zj |αj −1 · · · |zk|α(j)ak
k+αk · · · |zn|αn .

Il suffit de vérifier que les monômes de la somme remplissent les conditions de (11). On note
β = (α1, . . . , αj − 1, . . . , α(j)ak

k , . . . , αn) le vecteur puissance. Il reste à prouver que pour
toute face F : 〈β,−wF 〉 � 1. Un calcul donne :

〈β,−wF 〉 = −[α1w
F
1 + · · · + αjw

F
j − wF

j + · · ·
+αkw

F
k + α(j)ak

kwF
k + · · · + αnw

F
n ]

= 〈α,−wF 〉 + wF
j − α(j)ak

kwF
k .

Soit à prouver que pour toute face F :

(12) |wF
j | � α(j)ak

k |wF
k | .

Soit x ∈ F , par convexité de Γ−, on a 〈ak − x,−wF 〉 � 0 et donc :

ak
k |wF

k | = 〈ak,−wF 〉 � 〈x,−wF 〉 = 1 .

On en déduit que :

ak
k |wF

k | � 1 �
|wF

j |
α(j)

,

par définition de α(j) si celui-ci est non-nul. Si α(j) est nul, l’inégalité (12) est évidente.
On peut finir la démonstration en regardant dans quelles conditions la propriété de stabi-

lité est conservée par une filtration.
Posons α′ = α + v − s avec α′ ∈ v + σ∨ ∩ Zn et α ∈ s + σ∨, s représentant comme

toujours le vecteur sommet du polyèdre. Considérons à présent les deux cas suivants :
1) Pour le premier cas la démonstration est identique à celle du lemme précédent. La seule
différence est que le degré de filtration n’est pas identique le long des vecteurs −wF . Soit v un
vecteur appartenant au plan engendré par {uk+1, . . . , un}. Si σ est du type {ẽ1, . . . , ẽk, w̃

Fk+1 ,

. . . , w̃Fn }, on a alors :

〈α′, ẽi〉 = 〈α + v − s, ẽi〉 = 〈α + v, ẽi〉 = 〈α, ẽi〉 pour tout i = 1, . . . , k ,
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et

〈α′,−wF 〉 = 〈α + v − s,−wF 〉 = 〈α + v,−wF 〉 − 1 .

On peut à présent affirmer que pour tout α vérifiant la propriété de stabilité relative à
σ∨ + s alors α′ = α + v − s vérifie la propriété de stabilité relative à σ∨ + v. En effet,

α′ = α + v − s et β ′ = β + v − s

en supposant toujours que ρj |∂zα/∂zj | (resp. ρj |∂zα′
/∂zj |) soit formé de monô-mes |z|β

(resp. |z|β ′
). De plus, on a l’inégalité suivante permettant de conclure :

〈β ′,−wF 〉 = 〈β + v − s,−wF 〉 = 〈β + v,−wF 〉 − 1

= 〈v,−wF 〉 + 〈β,−wF 〉 − 1 � 〈v,−wF 〉 .

2) Dans le deuxième cas, on suppose ici que ei = ẽi pour i = 1, . . . , k (cas projectif par
poids). Si v possède une coordonnée telle que vj �= 0, pour un indice j ∈ {1, . . . , k}, alors
σ∨ + v n’est pas stable. En effet, si on prend le sommet de l’ensemble convexe σ∨ + v, c’est
à dire v, alors 〈v, ej 〉 = vj. Et après application de l’opérateur correspondant ρj |∂/∂zj | à zv

on obtient des monômes |z|β qui vérifient 〈ej , z
β〉 < vj. Donnons quelques explications :

ρj

∣∣∣∣ ∂

∂zj

(zv)

∣∣∣∣ = |vj|
(

|zj | +
∑
k �=j

|zk|α(j)ak
k

)
(|z1|v1 · · · |zj |vj−1 · · · |zn|vn) .

En développant le terme droit de l’équalité, on obtient un premier monôme |z|v qui ne pose
pas de problème, mais pour les autres monômes de la forme |z|β , on obtient que 〈β, ej 〉 =
vj − 1 < vj et donc σ∨ + v n’est pas stable.

Mais on obtient après l’application des opérateurs que les puissances des monômes de
ρj |∂zα/∂zj | restent dans σ∨, car ce dernier est stable. �

On peut maintenant donner la preuve du théorème 3.3.

PREUVE. Soit σ ∈ T (∆Γ−) et ui une variable torique associée à un générateur ai du
semi-groupe Sσ , c’est-à-dire que l’on a ui = zai . Par différentiation et par l’équation (8), on
obtient : ∣∣∣∣∂ui

∂V

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∑
j

∂ui

∂zj

∂zj

∂V

∣∣∣∣ �
∑
j

∣∣∣∣∂ui

∂zj

∣∣∣∣ρj =
∑
j

∣∣∣∣ ∂

∂zj

(zai )

∣∣∣∣ρj .

On choisit v = ai et on applique le lemme 3.5. On a alors les deux cas suivant :
1) Si ui appartient au sous-espace vectoriel engendré par {uk+1, . . . , un} alors σ∨ + v est
stable et en particulier :

1

|ui |
∣∣∣∣∂ui

∂V

∣∣∣∣ pour i = k + 1, . . . , n

est borné. Et donc : ∣∣∣∣∂ui

∂V

∣∣∣∣ � |ui | pour i = k + 1, . . . , n .
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2) Dans l’autre cas, si la coordonnée torique ui = zai n’appartient pas au sous-espace
vectoriel engendré par {uk+1, . . . , un} alors toujours d’après le lemme 3.5, σ∨ + v n’est pas
stable mais les monômes obtenus dans l’expression :

∣∣∣∣∂ui

∂zj

∣∣∣∣ρj =
∑
j

∣∣∣∣ ∂

∂zj

(zai )

∣∣∣∣ρj ,

sont des puissances rationnelles des coordonnées toriques ui . On obtient donc que ∂ui/ ∂V
est bornée. �

Donnons un corollaire du lemme 3.5.

COROLLAIRE 3.6. Γ−est stable.

PREUVE. D’après le 1) de la preuve du lemme 3.5, il suffit de vérifier que pour tout α

tel que :

〈α, ei〉 � 0, pour tout i = 1, . . . , n ,

alors ρj |∂zα/∂zj | soit constitué de monôme |z|β tel que :

(13) 〈β, ei〉 � 0, pour tout i = 1, . . . , n .

On a

ρj

∣∣∣∣ ∂

∂zj

(zα)

∣∣∣∣ = |αj ||z1|α1 · · · |zj |αj −1 · · · |zn|αn

(
|zj | +

∑
k �=j

|zk|α(j)ak
k

)

= |αj ||z|α + |αj |
∑
k �=j

|z1|α1 · · · |zj |αj −1 · · · |zk|α(j)ak
k+αk · · · |zn|αn .

Il suffit de vérifier que les monômes de cette somme vérifient bien les inégalités (13) ci-
dessus. On note β = (α1, . . . , αj − 1, . . . , α(j)ak

k , . . . , αn) le vecteur puissance. On a bien
que 〈β, ei〉 = αi � 0 si i �= j et i �= k. De plus, 〈β, ek〉 = α(j)ak

k � 0 par définition et
〈β, ej 〉 = αj − 1 � 0 car αj � 1 sinon ∂zα/∂zj serait nulle. �

3.3.3. La condition non-caractéristique. Dans cette partie, on reprend les notations de
la section 3.1 pour X, Y et g . A l’aide du lemme des petits chemins, on peut donner une
condition de contrôle plus forte que celle du théorème 3.3. En effet, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 3.7. S’il existe un champ de vecteurs V analytique réel tangent à X\Y
qui vérifie les propriétés du théorème 3.3 au voisinage d’un point p du diviseur, défini par
g(p) = 0 et t(p) = t0, alors il existe un champ de vecteurs analytique réel W tangent à X\Y
qui vérifie dans un voisinage de p :

i) |∂g/∂W| = 0.
ii) |∂ui/∂W| � 1 pour toutes les autres coordonnées toriques qui ne font pas partie

de l’espace vectoriel engendré par {uk+1, . . . , un}. Notons Iσ cet ensemble fini.
iii) ∂t/∂W ∼ 1.
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PREUVE. On procédera en deux étapes. Dans la première on montrera l’existence d’un
tel champ de vecteurs point par point par une démonstration non-constructive. Dans la deu-
xième étape on construira explicitement ce champ par projection pour obtenir son analycité.
1re étape : On va faire la démonstration par l’absurde. Soit p le point du diviseur, Bε(p) la
boule de centre p de rayon ε et T (X\Y ) le fibré tangent à X\Y . On définit par S l’ensemble
semi-algébrique suivant :

S = {((u, t), W,K, ε) ∈ (Cl+1)2 × (R∗+)2 ; (u, t) ∈ X\Y ∩ Bε(p) ,

W ∈ T(u,t)(X\Y ),
∂g
∂W

(u, t) = 0,

∣∣∣∣ ∂ui

∂W
(u, t)

∣∣∣∣
2

� K pour tout i ∈ Iσ ,
∂t

∂W
(u, t) = 1} .

Avec Iσ donné par Iσ = {k + 1, . . . , n} si le diviseur est défini par la fonction g(u) =
uk+1 ×· · ·×un. S est bien un ensemble semi-algébrique car X\Y est défini par des équations
et inéquations algébriques ainsi que son fibré tangent T (X\Y ). Comme on raisonne par l’ab-
surde, la contraposée de cette conclusion sera : pour tout K , pour tout ε, il existe (u, t) tels
que pour tout W ,

(14) (u, t) ∈ Bε(p) et ((u, t), W,K, ε) ∈ CS .

Où CS représente le complémentaire de S, donc est aussi un ensemble semi-algébrique. Si
on projette le semi-algébrique CS alors il reste semi-algébrique, notons π cette projection
suivant les coordonnées (u, t) et K . Par la propriété (14) et le lemme des petits chemins
(version semi-algébrique locale), il existe une courbe analytique

c(s) = ((u(s), t (s)),K(s)) : ]0, β[→ π(CS) ,

avec β > 0 et (u(0), t (0),K(0)) = (p,∞), c’est à dire que c(0) = (p,∞) ∈ π(CS).
Or si on choisit le champ de vecteurs particulier suivant :

(15) W(c(s)) = V(c(s)) + h(s)U(c(s))

avec U défini par :

(16) U(c(s)) = sc′(s) ∈ Tc(s)(X\Y )

et

(17) h(s) = −
∂g
∂V

(c(s))

∂g
∂U

(c(s))

, de sorte que :
∂g
∂W

(c(s)) ≡ 0 .

On a alors :

∂ui

∂W
(c(s)) = ∂ui

∂V
(c(s)) + h(s)

∂ui

∂U
(c(s)), pour tout i ∈ Iσ

et
∂t

∂W
(c(s)) = ∂t

∂V
(c(s)) + h(s)

∂t

∂U
(c(s)) .
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∂g
∂U

=
n∑

i=k+1

∂g
∂ui

∂ui

∂U
,

soit
∂g
∂U

=
n∑

i=k+1

uk+1 . . . ui−1
∂ui

∂U
ui+1 . . . un .

D’après (16), ∂ui/∂U(c(s)) ∼ ui(c(s)) quand s → 0 et donc ∂g/∂U(c(s)) ∼ g(c(s)). De
plus, par le théorème 3.3, on a que :∣∣∣∣ ∂g

∂V
(c(s))

∣∣∣∣ � |g(c(s))| ,
et donc |h(s)| � 1 par (17). On en déduit que : |∂ui/∂W(c(s))| � 1 car les coordonnées ui

sont bornées au voisinage d’un point du diviseur. De même ∂t/∂W(c(s)) → 1 quand s → 0
car ∂t/∂U(c(s)) ∼ t (c(s)), si on suppose que t → t0 = 0, c’est-à-dire si on suppose que
l’étude se fait au voisinage de la fibre au-dessus de t0 = 0. On obtient donc une contradiction
avec (14).
2e étape : On a obtenu seulement l’existence d’un champ de vecteurs point par point. On va
à présent construire ce champ pour prouver son analycité. Soit P(V) le champ de vecteurs
projeté du champ V sur les espaces tangents :

T (X ∩ {(u, t) ∈ Cl+1 ; g(u) = cte �= 0}) .

Cette projection donnera bien un champ de vecteurs analytique. Il reste alors à démontrer
que ce champ projeté P(V) vérifie bien les propriétés de la conclusion de la proposition 3.7.
Il suffira, d’après le lemme des petits chemins (version semi-analytique), de le démontrer le
long de toute courbe analytique c(s). Par construction de la projection sur les niveaux de la
fonction g , on a bien que pour toute courbe :

∂g
∂P(V)

(c(s)) = 0 .

De plus d’après la construction de U et W dans la première étape ainsi que les propriétés
d’une projection, on obtient :

‖W(c(s)) − V(c(s))‖ � ‖P(V)(c(s)) − V(c(s))‖ ,

car P(V) est une projection et W ∈ T (X ∩ {(u, t) ∈ Cl+1 | g(u) = cte �= 0}). Donc par (15),
on a :

‖h(s)U(c(s))‖ � ‖P(V)(c(s)) − V(c(s))‖ � | ‖P(V)(c(s))‖ − ‖V(c(s))‖ | .
Or, on vient de démontrer dans la première étape que ‖h(s)U(c(s))‖ est bornée. Par hypothèse
∂ui/∂V est bornée pour tout i ∈ Iσ donc ∂ui/∂P(V) est bornée pour tout i ∈ Iσ . De même,
comme ∂t/∂V(c(s)) = 1 et ∂t/∂U(c(s)) → 0 alors ∂t/∂P(V)(c(s)) → 1 quand s → 0. �

La condition de contrôle de la proposition 3.7 est équivalente à la condition non-caractéri-
stique que nous avons définie en 2.4 section 2.2 à l’aide de limites d’espaces cotangents.
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Finalement, on obtient le diagramme suivant sur l’ensemble des résultats dans le cas
torique.

MPA

champ de vecteurs

condition
non-carac

trivialité
affine

condition de

cycles évanescents
absence des

pour le faisceau F•
trivialité locale à
l’infini en dehors

du diviseur

3.3.1

3.3.3

2.22.4

contrôlé

Donnons maintenant quelques remarques sur le schéma ci-dessus.
1) Dans le diagramme ci-dessus la condition MPA de Malgrange-Paunescu-Abderrahmane
et la trivialité affine sont des conditions globales. Les autres conditions sont locales.
2) Le résultat principal obtenu dans cet article est celui qui donne à partir de l’hypothèse de
Malgrange-Paunescu-Abderrahmane, la condition non-caractéristique.
3) Pour trouver une démonstration de l’implication ayant pour hypothèse la condition non-
caractéristique et pour conclusion la trivialité affine, on pourra se référer aux travaux suivants :
A. Parusiński dans [26] ou bien H. A. Hamm dans [15].
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