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1. A la suite des beaux m moires de MM. JANET et CARTAN sur la possibili-
te de plonger un espacc riemannien a ;/ dimensions donne dans un espace eu-
clidien a n{n + l)/2 dimensions1), M.S.S.CHERN a montre que Γon peut plonger
un espace a connexion projective sans torsion a n dimensions donne dans un
espace projectif a n {n -f-1)/2 + (n - l)/2 (n\ impair) ou n{n Λ l)/2 + n/2 (n: pair)
dimensions2). II estbienconnu que Γon arrivera au raeme resultat pour un espace
a connexion affine sans torsion. Nous allons traiter ici une question queues
conditions ou queues dimensions il est necessaire pour plonger un espace a
connexion conforme donne dans un espace conforme. Considerons pour cela
deux problemes, soit de trouver un sous-espace Vn a n dimensions dans un
espace conforme a N dimensions, qui, etant induit de dehors, est a la meme
connexion induite que celle de Γespace Vn donne, soit de trouver Vn, qui,
etant attachee la connexion normale construite de Γequation intrinseque de
MONGE gij d//dui = 0, est a la meme connexion normale intrinseque que celle
de Vn. Nous les appelons le premier probleme du plongement et le second
respectivement.

Etant attache a chaque point A. de Γespace V\ a connexion conforme
donne un repere mobile rectangulaire de CARTAN [Λ, Λi-Λm] (i = 1» •••> n)
satisfaisant aux conditions

= 1 , (/=!,.. . .«)

*> Keceivcd May 30. 1950.
1) M. JANET. Ann. Soc. Po!. Math., t.5, 1926, p.38-43; E.CARTAN, Sur la possibili-

te de plonger un espace riemannien donne dans un espace euclidien,
Ann. Soc. Foΐ. Math., t. 6, 1927, p. 1-7.

2) S.S. CHERN. Sur la possibility de plonger un espacς a connexion projective
donne dans un espace projectif, Bull. Soc. Math. France, t. 61, 1937,
p. 234-243.
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A2 = Al - AAi = A* Aι = AiAj = 0, (ij = 1,..., n\ i

la connexion est donnee par le systeme des equations de PFAFF

dA = ω°0A+.ωiAi

f

(1) \dAi = o)°.A + ωk.Ak — ωiAaoy (/, k = 1, • •.,#)

(ω°k + 0)

et les equations de structure sont

ω° = [ω* ωj] - 1 A%

( 2 )

'̂ ω*]'

ώ ί = [ω°Q ω*] -f [ωA ωj] - -^ A[jk [ω* ωk]f

dωi = [ωr ω?l — [QJJfω°l 4- Γω̂  ω|Ί — — A\ . Γωλ ωΛl,

x//ωJ = [ωj ωj] + [ω* ωj] - - | ^ . , tω^ω*].

Attachons a chaque point de Γespace conforme EN a N dimensions un

repere mobile rectangulaire de CARTAN [A, AiyAa,Am] (i = 1. ••, n\ a =

n -f 1, .., iV), de maniere que ̂  sont normales a Γespace tangent en un point

du sous-espace Vn et A& sont tangents a lui. Si les relations entre les reperes

sur V sont

JA

( 3 ) 4- « + ̂r - 0)

; or,

la connexion de Vn induite de dehors est representee par (3) sans termes de

AΛ et les equations de structure sont

( 4 )
dn1 = [τr° ΛΓ<]

ί 77°] - [πi πf] + [n) π{] +

2. Le premier probleme est le suivant: peut-on choisir les reperes de EN

3) E, CARTAN, Les espaces a connexion conforme, Ann, Soc. Fol. Math., t t 2, 1923,
p. 171-221,



SUR LA POSSIBILITE DE PLONGER UN ESPACE ETC. 195

dedendants de (N2 + N -f 2)/2 parametres de maniere qu'on ait

), ω°Q = n\ ω{ = n\ ωΐ = TΓJ,

= 1, ..., «5 α - Λ + 1, - , N)

sur KH OU non ?

Regardons ^ , /̂ 2, ..., un comme les variables independentes dans le systeme

des equations de PFAFF (I) a n + N2 + ( N + JV + ' )/2 variables et cherchons

les conditions d^existence de la solution generale. En differentiant ex-

terieurment le systeme (I), on a

[ωk π%] = 0,

(/>y> k « i , . . , //)

et, de plus, en introduisant les » + 1 dernieres dans une partie des έquations

de conservation de la courbure

on a

( 6 )

oύ Γindice /fe dans la troisieme ne signifie pas la sommation malgre sa repetition.

Remarquons que, le repere mobile etant rectangulaire, le tenseur de courbure

satisfait aussi aux equations suivantes:

(6') A k - A i i . (ij,k,h = l,-,n)

Soit A un point dans Γespace considere a n + N + (N2 + N+ 2)/2 di-

mensions. L'elemenr lineaire integral ayant ce point pour origine est defini

par la condition que ses parametres directeurs satisfassent aux equations (I),

et alors determine par
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ω\ τr°, π*y π%, (i = 1, ..., n\ a, β - n + 1, ..., N)

oύ les (N - n)(N— n - 1)/ 2 derniers sont completement arbitraires pour

leur absence dans le systeme (Π).

L'element integral a n dimensions ayant le point A pour oiigine est deίinit

par deux systemes des equations (I) et (II), et, de plus, specialement pair la

condition qu'il soit compose de n elements lineaires integraux (εA), ..., (εj,

represented par

K
Hi

•• 1, •-., n\ j Φ /; a = n 4-1, ..., JV)

et que toutes les paires (ε7;) et (εj) satisfassent au systeme (II) (d?ns ce cas on

les appelle paires "en involution" ou "associees"), car ω1, , ωn ne dependent

que de uι et du*- En remplacant les <o et TT par leurs valeurs donnees au-dessus,

on doit avoir les equations suivantes pour que (ε )̂, (ej) soient en involution :

Considerons •ίry*.} = γίy et ίγ°v ~ 71? comme les vecteurs dans, un espace

euclidien & N — n dimensions. En ecrivant encore (7) d'apres la notation de

la multiplication scalaire, on a

( 8 )

~ Ύμ = 0, (a)

- Ψkj r, + A\{. - 0, (b) (/, /, k, h = 1, ..-, »)

+ ^ i ^ + A^ =. 0, (c)

3. Le theoreme de Γexisience de CARTAN-KAHLER du systeme differentiei

exterieur exprime qu^etant donne un element integral ordinaire a n dimensions

4) E» CARTAN, Sur Γintegration dea systemes d'όquations aux differentielles totales,
Ann. Ec. Norm. f. 18, 1901, p 241-311; Les systemes differentiells
exterieurΰ et leurs applications geometriques (Actualites sc ind., Ex-
pose j de Geometrie, XIV, Paris, Hermann), 1945, p. 67-75;

E. KAEHLER, Einfiihrung in die Theorie der vSysteme von Differentia'gl eichung-
en CB.G. Teubner, Leipzig, Berlin), 1943, p. 26-32?
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En> il existe au moins υne variete integrate analytique a n dimensions tangente
a Em °ύ toυtes les equations du systcme de PFAFF donne sont analytiques au
voisinage du point origine de J5;i

4). Le mot "ordinair*" signifie qu'il existe
une chaίne regυliere des elements integraux quelconques J3n, Eι> •••, En a zero,
un, •••, # dimensions dont le chacun est contenu dans le suivant et de la
maniere que pour tout Ep le nombre des equations indef endentes qui definient
un element integral a. p -f 1 dimensions contenant Ep est egal a celui pour
Γelement integral arbitraire Ep suίEsament voisin de Ep* Une variete integral
dont ce theoreme fondamental prouve son existence, au moins locale, est dite
la solution generale. Cherchons le nombre N qui nous permet dJadopter ce
theoreme. Pour la raison precedente la generalite n'est pas perdue, si Γon
considere Ep comme Γelement integral compose de (e3), ••, (ε^. Les equations
pour que Ep contenant un element integral Ep 1 soit integral sont eel les qui
experiment que (ep) avec chacun de (e^, , (ep-i) est en involution, e'est-a-dire

Ύip - ΎPi - 0, (a)

^ - ^ 7 t ° + ^ = 0, (b) ( / - I , • - . , / > - ! 5 A, A - l , . . . .«)

" Ύki ΎhP + Ϋ*p Ύhi + Λ\ip = 0. (c)

Celui-ci est le systeme des equation Intakes pour les (N — n)(n + 1) variables

V°p> Vip> - , VnP*

Pour composer une chaίne reguliere a partir de JB0 nous devons chercher
successivement les solutions particulieres de la chaίne des equations

(82), (8s), - , (8n),

ou, pour resondre %) apres avoir resolu (82), •••, (8p-i)> il faut mettre de

cote quelques equations dependantes des precedentes. Dans le cas k < p on

peut supposer i^k pour (8̂ )6 et (8p)c. Les equation suivantes, en efFet, con-

tenues dans (8p)b et (8j}&

+ Alφ = 0,

sont lineairement dependantes entre eux d'apres les equations (6) et les suivant-

es contenues dans (Sp)a et (8i)a ou (8k)a

Ψpi - Ψip = 0, Ύpk - Ύpk = 0, Vik - Ύjk = 0.
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II en est ainsi de (8p)c On peut supposer tout de suite k < h, et de plus

h > p aussi, car dans le cas h < p les equations (8p)c sont identiques aux

(8h)c ~ Ύik Ύph + Ύih ΎPk + A%h = 0

d'apres (tf) et les suivantes contenues dans (8P)ai (8i)a, ou (8h)a et (8k)a

*9kp — *?pk = 0, r/hi — Ψhi = 0> Ô Λ* ~ ^»A = ^

On a alors au lieu de (8P) les equations

(V) I ^i^p

ί - ΎkiΎhp + VkpΎhi + A\ip = 0.

Nous allons ensuite examiner Γindependance du systeme des equations

(8^) avec le nombre N convenablement choisi. Dans (8p) les p - I tfip (i =- 1,

••-,/>- 1) sont tout de suite determines et les premiers membres de (8^) oiit

le type suivant aux variables restantes ηfhp> ψ:

Ύki x ,

Ψki Xh\

Ύki x° - 7Ϊ XA,

Ψki Xh ~ 7^Ai XΛ

•», pi - 1 A

- i ; k<h

Nous appelons le systeme (%) sans les termes de xp le systeme (9̂ ,') et com-

paraissons deux systemes (9/) et (9/>+i):

(9/)

( / - 1 , • . . , / > - 1 ; / ^ l, '••,/>; h 1,

l - , n)
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Cette relation est ecrite de la maniere suivante: (9p+ι) ~J (9p'). Appelons

le systeme (9/) enleve les termes de xp+i, •••, xp+s, le systeme (9psj'1))f alors nous

avons la relation (9(pii) ZΪ (9ps+1), d'oύ il etablit les relations:

(9n) r> (9*-i) 3 -^(9Cn-2)).

L'independance du systeme (9M) conduit Γindependance du systeme (9'n-i)

et encore celle du systeme (9«^2), etc., celle du systeme (92

M~2)); ensuite Γin-

dependance du systeme (9pn"p)) conduit celle du systeme (9^). Pour le demontier

il suffit de s'assurer que Γindependance du systeme ( 9 / w ) conduit celle du

systeme (9Kp ) en comparissant ces deux systemes:

Ύhi >?h>

)—1); i£k; f •••, n)

( / - I , ,p-\\ k<h; k, A = p + f + l , •••»»);

- l ; k<h; k, h-p+s+l,

Dans (9p ) la variable ~xp+s se presente isolement a un groupe

Ψkί χρ+s, (i — 1, •••, p - 1; i < k\ k = 1, •••, p -f ,f - J)

qui est compose des membres independants; cette indepedance est conduite de

celle des membres -ryki 3?°, par example, dans (9^s+i:>). Quant a Γindependance

des autres membres dans (9^°), elle devient claire immediatement de celle du

systeme (°^ + 1 ; ). On a alors un resultat que Γindependance du systeme (9M)

conduit celle du systeme (9n-i) et encore celle du systeme (9M-2), etc., celle

du systeme (92).
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En calculant les nombres des variables v (p) et des membres e (p) dans (9^),

on a

v(p) = (N-n) (n-p + 2),

e{p) = {n-p + 2) p(p - l)/2 -r {(* - p + 1) + (n - p + l)(n-p)/2}(p - 1)

v{n)-e(n) = 2N - (n2 -f 2n - 1)-

Dans le cas le plus general on doit choisir le nombre IV de la maniere

suivante:

-, -i (0, (m impair)

do) N _ £ „ ( , + 1 > + ^ ( β _ ) + ji_ ( β : p a i r ) >

pour soutenir Γindependance du systeme (%)>

Apres avoir determine ainsi ie nombre JV montrons Γexistence d'une chaίne

regulicre des elements integraux. Nous adoptons d^bord n 4- 1 vecteurs

quelconques 70, <γkl (M = 1, •••, n) qui issurent Γindependance du systeme

( 2n~2); et par consequent celle de (92); γj, ίyΛl etant fixes, nous adoptons ensuite,

en resolvant (82'), « vecteur cy£, F7<2(^ = 2, •••, ») qui assurent Γindependance des

membres du systeme ( 9 ^ - ^ ) ou(9 s); si, en determinant ainsi les vecteurs ίyj, <fkli

Ύ21 Tλ2» " successivement, nous arrivions jusqu'aux vecteurs *y°, ffnny

nous obtiendriont une chaίne reguliere. Si, au contraire, les membres du

systeme (9(pt~p)) ou (9^) n'etaient points independants pour n'importe quelle

chaίne des vecteurs γ°, ^ u , γ 2 l ) •••, <ynl; <f°2,<γ22; —, 7n*; •••, r ^ - i , nous pourripns

enlever quelques equations dans le systeme (8/)> et il en est ainsi d'ailleurs pour

le systeme (8W'); par consequent, nous pouvons choisir le nombre JV plus petit

que precedent et pouvons, de plus, montrer Γexistence d'une chaίne reguliere

des elements integraux aussi. Quant a cette circonstance nous ne faisons ici

aucune demonstration5 ). Enfin nous pouvons aίfirmer la solution generale

du'systeme (I).

La conclusion pour le premier probleme du plongement est la suivante:

Pour quun espace a connexion conforme donne a n dimensions soit regarde comme

un sous-espace plong'e dam un espace conforme a N dimensions, et a connexion

conforme induite de dehόrs, il est necessaire que le tenseur de torsion soit null dans

ce cas, le plongement considere serait realise, si le nombre N it ait au moins

~ϊy n (n -f- 1) + — n (n: pair)

53 E. CARTAN, ibid. (4) le 2 έ i m e , p. 69-72.



ou

SUR LA P03SIBILITE DE PLONGER UN ESPχ\CE ETC. 201

TΓ n (n 4- 1) + -o- (# - 1) (#; impair)>

4. Passons au second probleme. La connexion donnee est normale et

le tenseur de courbure satisfait done aux relations

(11) Ω° = 0, ί i = 0, A% - 0, (/, y, £ = 1, - , »)«)

d'oύ on a

ou Γindice /έ dans la troisieme ne signiήe pas la sommation malgre sa re-

petition. Attachons a chaque point de Γespice conforme E.v at j\J dimensions

un repere mobile rectangulaire de CARTAN [A, Ai, A*, A-A (i = 1, •••, n\ a =

» + 1, ••, N, de la meme maniere qμe la precedents Pαisque la connexion

normale intrinseque est celle qui a memes π°Q) π% τt\ (i, j = 1, •••, n) et satisfait

aux conditions (II), le second probleme est le suivant: peut-on choisir les

reperes de EN -dependants de (IV2 + N + 2)/2 parametres de la maniere qu'il

satisfasse a la relation

(III) π« = 0, ω°Q = π°Q, ω{ = n\ ω\ = n\,

(i,j = 1, •••, n\ a = n + 1, •••, N)

sur Vn ou non?

Regardons uι, u2, ••, un comme variables independantes et cherchons

les conditions d'existence de la solution generate. En differentiant exterieurement

le systeme (III), on a

( I V ) IΛ»"y*jμ "= °>

[ft)i (ft) 9 — 7f9)] — [ft) (ft)0. — 7Γ9)] — [TΓ* 7tί~\ — ~n u4LA [ft)^ft)^] = 0)

(i,j> k, h — 1, •••, ̂  α = n 4- 1» •••> AT)*

En un point dans Γespace λ n + N + (N2 + N + 2)/2 dimensions les parametres

directeurs de Γelement integral sont determines par

ft)*, TΓJ, 7T*, τrθ, 7Γ0, (/ = 1, •••, n\ a, β = » + i, •••, N ) ,

6) E. CARTAN, ibid. (3), p.191-195.
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oύ les (N — n) (N — n + l)/2 derniers sont completement arbitraires pour leuf

absence dans le systeme (IV). Sans perdre la generalite on peut considerer

En, un element integral, compose de n elements lineaires integraux

1> "•> n\ a = Λ + 1 , - , N),

et Epy qui est util pour s'assurer Γexistence de la solution generale de (III),
compose de (εx), ••-, (ep). En introduisant Γ°^ deήnis par

on peut ecrire ci-dessous le systeme des equations qui indique que Ep-i etant
integral, Ep Test aussi:

(13,) •W<- #

i
" 8 5 ( 1 ^ " Ύϊp) +

(y, >fe = 1, v ,

" ΊlP

0;

1, •••, JV; / = 1, ~yp-l),

ou δ} sont deltas de KKONECKER.

En posant

iη, - w = n> ^p - ^
et en employant la notation de la multiplication scalaire, on peut ecrire ce
systeme brievement de la maniere suivante:

Ύip ~ Ίpi = 0.

Ύip ~ fpi = 0,

(a)

(b)

HΎkp - δj γjp- δ | Yki + fyfji + fji ϊkp-fki Ύjp-Ά?ip=0. (c)

Pour composer une chaίne reguliere des elements integraux reguliers nous

devons trouver successivement les solutions particulieres des systeme des equa-

tions

(142), (143), - , (Un)

oύ les membres quelconques dependants de ceux dans les systemes precedents
doivent ecre enleves. En executant cette enlevemeαt d'apres la meme methode
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que celle de n° 3, on peut remplacer (14̂ ) par

7ip ~ 7 pi = 0,

ftp ~ 7 pi = 0,

δj ykp + yμ fkp - fkifjp + δ£ yμ- δ£ ψki - A)ip = 0;

(/' p - 1; / ̂ j < k; k = p,

Examinons Γindependance du systeme (14/). Dans (14/) 2 ( ^ - 1 ) γip, fip

(/ = 1, •••,/)- 1) sont tout de suite determines et les premiers membres de

(14/) ont le type suivant aux variables restantes ykp) ykp:

ϊki'xj = ° 0' β !> "'» p-l>j <k\j, k =/?, •• , n)

Nous appelons le systeme (15^) sans termes de χPy ^cp le systeme (15^') et
comparaisons deux systemes:

δίx jb + ΨjiXky {i^kj = -1* •••> /> - i ; ^ = /> + l ; •••, «)

7/»* x*k> (β = 1> *••> p — l j /fe = /? + 1 j •••, #)

yμ*k — Ϋki fh (i *= 1, •••,/) — \\ j < k\ j , k = p + 1, •••, «)

C o n s i d e r o n s les d e u x s y s t e m e s , s a n s t e r m e s d e AΓ/>+I, •••, x ^ + s ; 3?/>+i, •••, 3?^+s,
l e s q u e l s n o u s a p p e l o n s ( 1 5 ^ λ ) e t ( 1 5 £ J + υ ) . D ' a p r e s la n o t a t i o n d e n° 3

Dans ce cas on a, d'apres la methode analogue έ celle de n° 3, le resultat,
que Γindependance du systeme (15M) conduit celle du systeme (ί5Λ-i), etc.,
celle du systeme (152).

En calculant les nombres des variables v' {p) et des membres e' {p) dans
), on a

1) (n - p)/2e'(p)-{n-n + l)p(p - l)/2 + (p -
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v' (n) - ef (n) = {2JV - (n2 + n - 2)}/2

Dans le cas le plus general on doit choisir le nombre JV de la maniere sυi-

vante :

(16) JV = | / φ + ! ) - ! ,

pour soutenir Γindependance du systeme (15n).

D'apres le meme raisonnement que le precedent on s'assure l'existence de

la solution generale du systeme (IΠ).

La conclusion pour le second probleme du plongement est done la suivante :

Un e space a connexion conform e nor male arbit retirement donne a n dimensions est

susceptible d'un sous-espace plonge dans un espace confqrme a N dimensions con-

venablement grondes et a connexion nor male intrinseque\ et le plongement considere

serait realise, si le nombre N etait au moins

\n{n + l)- l

La methode precedente permet de resoudre le probleme du plongement

pour chaque espace particulier avec un calcul ήdele, et on pourra choisir

le nombre N plus petit que celui de (10) ou de (16) soit a cause du raisonnement

expose en fin du n° 3, soit a cause de Γexistence d'une solution singuliere du

systeme des equations de PFAFF, considerέdee au debut; mais la verification un a

un est tres difficile.
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