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Nachdem K. Gδdel0 ein Beispiel eines widerspruchsfreien im ϋblichen
Sinne, jedoch nicht ω-widerspruchsfreien deduktiven Systems konstruiert
hatte, gab A. Tarski2) ein anderes einfaches Beispiel eines solchen Systems
nebst einigen allgemeinen Bemerkungen ϋber den Begriff der ω- Vollstandigkeit.
In dem vorliegenden Aufsatz habe ich vor, einigen Bemerkungen ϋber
diesen Begriff zu geben.

Ich gebrauche Tarskis Symbolik. Wenn ein Axiomensystem A wider-
spruchsfrei ist, so kann ich die von Tarski gegebenen Definition der
Vollstandigkeit3) des A durch die f olgenden Formel darstellen:

(x£x € S-»* € F1(A) V ({A, xy^a.'aβ,

welche der f olgenden Formel aquivalent ist:

(x£x € S. x € Fl(A)M{Λ, *}->«. β ) l

welche die Vollstandigkeit im s c h a r f e r e n S i n n e des A bedeutet.
Ich nehme also im Folgenden an, dass A widerspruchsfrei sei.
Tarski hat die folgenden Behauptungen bewiesen4 ):

(I) 2δ.5Bω-»2Bω,
(II) 3ϊ.aS8ω->5Bω,

in welchen man 2δ als die Widerspruchsfreiheit, 3Sω als die ω-Vollstandigkeit,
ΪBω als die ω-Widerspruchsfreiheit, und *ϋ als die Vollstandigkeit, aber,
genauer gesprochen, die Vollstandigkeit im s c h a r f e r e n S i n n e bezeichnet.

Ich beweise die folgenden Satze:

SATZ 1. Ist A vollstάndig im scharf eren Sinne, so gilt die Aquivalenz
zwischen der Aussage ,,A ist ω-widerspruchsfrei" und der Aussage ,,A ist
oy-vollstάndig."

BEWEIS. (I) ergibt

(1) ». SB-»(»»->S5Bj.

(II) ergibt

(2) 9GS. 93->C9Q8-->9»-).
Die Formeln (1) und (2) ergeben sofort:

aB->ca8->(aBω-«.)]. Q. E. D.

SATZ 2. Ist A ω-vollstάndig, so ist A vollstάndig im scharf eren Sinne.

BEWEIS. AUS (I) bekommt man

»« V 35,
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aus welcher erhalt man

2PJ V (

Da aber aB->5Sω nicht richtig ist, so erhalt man 9LV>3S. Q.E.D.
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