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1. Einfuhrung. Bis jetzt werden viele Klassifikationssatze der Ab-
bildungsklassen durch die algebraische Struktur der Raume untersucht Aber
im Allgemeinen sind die Probleme der Abbildungen auf die nicht-einfach-
zusammenhangenden Raume viel komplizierter als auf die einfach zusam-
menhangenden Raume. Die Ursache dazu ist dass wir ϋber die Operation
der Fundamentalgruppe auf die absoluten oder relativen Homotopiegruppen
nachdenken mussen C9U. Der ungerade dimensionale reelle projektive Raum
ist ein Beispiel, welcher nicht-zusammenhangend ist, und doch den Klas-
sifikationssatz durch nur die Cohomologieeigenschaften f ahig macht.

In dieser Schrift wollen wir es beweisen, dass fur ungerades n, die Ab-
bildungsklassen vom w-dimensionalen Komplexe auf denselben dimensionalen
reellen projektiven Raum eineindeutig mit den Elementen der direkten
Summe der 1-dimensionalen Cohomologiegruppe des Komplexes, welche als
der Koeίϊizientenbereich die Gruppe der Ordnung 2 hat, und der /2-dimen-
sionalen ganzzahligen Cohomologiegruppe des Komplexes, korrespondieren.
Die Korrespondenz wird durch den sogenannten induzierten Homomorphismus
gegeben.

In §7 zeigen wir dass der obige Satz nicht entsteht far den geraden
dimensionalen Fall. Auch kδnnen wir eine Gruppenoperation in die solchen
Abbildungsklassen in der analoger Weise wie [10] fur den ungeraden dimen-
sionalen Fall einfϋhren, aber wir wollen es nicht zeigen hier. Durch diese
Worten, kδnnen wir sagen dass wir die Gruppenoperation in die Homo-
topi eklassen in natΐirlicher Weise fur den geraden Fall nicht einfϋhren
konnen.

In § 8 zeigen wir dass f ΐir die Abbildung von einem 3-dimensionalen
Sphare auf die reelle projektive Ebene die Hopfsche Invariante eingefiihrt
werden kann. Und diese Invariante vollstandig die Homotopieklassen durch
die ganzen Zahlen bestimmt.

Frαher, untersuchte P. Olum [72 aus dem allgemeineren Standpunkte
und gewinnte viele interessante Resultaten, aber unserer Gesichtpunkt ist
nicht derselbe.

2. Formeln fur die Addition der relativen Homotopiegruppen.
Seien

T*+1 = (v0,...., z/w+1), Tn = (u0,....,«,) (n > 2)
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die orientierten Simplexe mit den fixen Ordnungen der Eckpunkte in dieser
Folge, und seien

Tf « = 0,1 ,» + l), T r 1 ( f=0, l , . . . . ,«)

ihre orientierten Randsimplexe welche die Gegensimplexe der Eckpunkte vb

und ut sind, und seien die folgende Randoperationen gϋltig:

Ferner, sei T w + l f c das ^-dimensionale Gerϋst von Tn+1, ά. h. die Menge
der alien Simplexe von T ^ 1 , welche hδchstens ^-dimensional sind.

Nun sei 7 das orientierte Simplex des Intervalls [0? ID, und konstruieren
wir den Produktkomplex Tnxl, welcher der Zellenkomplex aus den orien-
tierten Simplexen der Gestalten T fcx0und T f cxl, und den orientierten Zellen
Tkxl ist, dabei bezeichnen wir mit Tk das willkiirliche ^Simplex von T9\
Wir bezeichnen mit (Tnxlf das ^-dimensionale Gerust von Tnxl, d. h. die
Menge der Zellen von Tnxl welche hδchstens ^-dimensional sind.

Nun, sei Y ein topologischer Raum, YQ seine abgeschlossene Unter-
menge, y0 6 F o der Basispunkt der alien Homotopiegruppen und werden die
folgenden Abbildungen gegeben:

F: ((
Dann bestimmen die partiellen Abbildungen2)

F\ Tn x0, F | Tn x 1, FITJ-1 xI, F\ Γ?-°x / (t = 1,2,.... , w)

eindeutig die Elemente von TT^Y, YO)

j ^ T ' Γ - ' x Λ (/= 1,2,... ,w)

mit den Basispunkten

tfi, 0o ^o x 0, Wo x 1» Mi x 0, wb x 0

der Vorbilde in dieser Folge.
Nun bezeichnen wir die Eiemente von πn(Y), welche durch / und F

dargestellt werden, mit af(Tn+1) und aF(TnxI) deren Basispunkte v0 und
u0x0 sind. Sei

(2.2) jn'.τrn(Y)+πn{Y,Yo)
der Homomorphismus, welcher durch die identische Abbildung (F,3Ό.3Ό)-̂
(Y, Yo,yo) induziert wird. Dann gewinnen wir den folgenden Hilfssatz

1) / : CXi,A r

2,..O->C^i,K.,..o, CXIZDXΪZD - - Yir^YalD .Obezeichnet die kon-
tinuierliche Abbildung mit den Eigenschaften/C^i.^ClFϊ Ci= l,2,>

2) Fur/:Λ"->F, i s t / | . l C^ZD^O die Abbildung, welche den Definitionsbereich von
/ nur auf die Untermenge A von Λ' beschrankt.
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HILFSSATZ 1. Sind w, w0 und Wi die Elemente der Fundamentalgruppe
von y0, welche durch die partiellen Abbildungen

f\vovi, F\u0Uιx0,F\u0xI

gegeben werden. Dann gewinnen wir fur n = 2

j2af(T3) = e,w - cf(ΊD + €*KT$ + £iCf{T\) + ^ / (T*) te? = ft)
(2.3) jλaF{ ( T * l ) ft^Γl/) ( T ' O )

dάbei sind die Summen der rechten nicht kommutativ. Fur n > 2 gewinnen
wir

(2.4) (-l;nβi(T*x /; = w/. ̂ ( T n x l ) - cF[Tn x0)

^ A ' x i ) +

Dabei, bezeichnen wir mit die Operation von /IΊ(YO) auf πn{Y, Yop.

Die Formeln (2.3)] und (2.4)i wurden in C2] benutzt. Der Beweis von
(2. 4) wird in analoger Weise wie [4; § 1] gewinnt.

3. Homotopie- und Homo\ogieeigensehaften des reellen projektiven
Raumes. In einem Hilbertschen Raum mit den Koordinaten (x0> xu >
wird eine w-dimensionale orientierte Sphare Sn mίt den folgenden
Bedingungen gegeben:

11

2 ^ " = 1; Λ ί = 0 fur i>n.

Dabei, definieren wir induktiv die Orientierung von SΛ folgendermassen:
Seien Ef (xn ^ 0) und En

λ {xΛ g 0) zwei Zellen von S'\ dann definieren wir die
Randopertaionen mit den folgenden Formeln : E[ι = —El = SW~J. Nun, wenn
wir die Koordinaten der Punkte auf Sa schreiben wollen, benutzen wir nur
die ersten n 4- 1 Koordinatenachsen.

Nun, definieren wir fiir die Punkte auf die nicht-orientierte Sn die
folgende Aquivalenzrelation :

(Xo, , Xn) = ( — Λb/ ~ χn)

3) Werden eine Homotopie F: CEΛχIf Enxl,
zwischen zvvei Abbildungen/ und g von einem orientierten Zelle EP gegeben : F(x,0y
=/C ]̂)» -̂ 7Ĉ r ϊ) = ί/C )̂ Sind die Elemente von πaQVy YQ) welche durch/ und g reprasentiert
werden, CQ und cL; und ist das Element 7ΓiC^o) welches durch F(zoχl^ reprasentiert wird,
w. Dann definieren wir W CL=CQ Wenn diese Operation trivial fur jedes Element w der
Fundamentalgruppe von Γo ist, sagen wir dass Y n-emfach relativ zu F o ist. Das Gleiche
kann auch fur die absoluten Gruppen definίert werden Csiehe z.B [9; Part II]>
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Als solcher Faktorraum gewinnen wir den n-dimensionalen reellen projektiven
Raum Pn, und bezeichnen wir die Koordinaten von Pn als [ΛΓ0 , Xnl Sei

vn Sn->Pn (n > 1)

die kanonische Abibldung der obίgen Aquivalenzrelation, dann freilich gilt
vn\S'^ Vk (n>k >1).

Nun untersuchen wir die Homotopiegruppen von Pn. Von hier an,
nehmen wir P° = EΪ,0, ,0] ̂  Pn als der Basispunkt auf, wenn die Homo-
topiegruppen von Pn behandelt werden. Die folgenden Isomorphismen sind
wohl bekannt:

. , \] (zyklische Gruppe unendlicher Ordnung) fur n = 1,
(3.1) Tt^F ) < ^ (zvklische Gruppe der Ordnung 2) fur n > 1,

π^SΛ)^τeΊlP
Λ) fur k>l,

dabei wird (3.1)> durch vn induziert.

Nachst, konstruieren wir die folgende exakte Reihe der Homotopie-
gruppen^ :

<3.2) . . - . - > TtilP1) ΪXπtϋP') h ττ^P\ P-) ̂ f τr,-Ί(Pι)->.... iji > I > 0).

Dann, gewinnen wir den folgenden Hilfssatz:

HILFSSATZ 2. j L (k = 2 , 3 , . . . . ) sind Isomorphismen,

BEWEIS. AUS der Exaktheit von (3.2). ist es genug dass es bewiesen
wird dass ib trivial ist. Fur Z = 1 ist es klar. Fiir / > 1 und fur jede
Abbildung/: S^P1 gibt es eine Abbildung/: S'->SZ mit i / c /=/. w.z.b.w.

HILFSSATZ 3. τtn{P\ Pn~ι) - jnτrn{P11) © ίn^-i ί-P- 1 ; - / © / /«r n > 2,3>
wobei θn' πn-Λ(.P}l~ι)-^7rn{Pn,P>ι~ι) ein Isomorphisms ist, und ® die direkte

Summe ist.

BEWEIS. AUS der Exaktheit von (3.2) und aus dem Hilfssatze 2, ist es
genug, dass wir den gewϋnschten Isomorphismus On mit 3nθn = Identitat,
konstruieren konnen. Nun definieren wir ein Element c0 € πn(Pn,Pn~ι) mit
der Abbildung vn\E^, und man setze θnh— c0 ίixr das Erzeugende b0 von
7tn-\ {Pil~λ). Dann ist der linear erweiterte θ,ι der gewunschte Isomorphismus,
w.z.b.w.

Nun setzen wir es voraus dass n ungerade ist. Sei Hk(Pn), oder Hk(Pn,
Pll~l) die absolute oder relative singulare Homologiegruppe. Dann gewinnen
wir das folgende Diagramm :

4) a ist der Homoπnorpihsmus der Homotopiegruppen, welcher durch die identische
Abbildung CP^P^-ϊζP'1,!^ induziert wird. j» wurde in (2.2) definiert. dk ist der
Homomorphismus welcher durch die Randoperation induziert wird. Die Reihe von (3.2)
ist exakt, d. h. der Kern eines Homomorphismus ist gleich zu dem Bilde des vorigen
Homomorphismus. ϋberdies sind alle Homomorphismen die Operatorhomomorphismen
fur die Operation von π&P1^ (z.B. C ;̂ Part II]).

5) Im Falle n=2 gilt die gleiche Zerlegung[12]. Aber es ist nicht nδtig hier.
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πn(Pn)
(3.3) /J

dabei, sind μ nnd μ! die natϋrlichen Homomorphismen. Freilich gilt die
Kommutativitat fn μ~ μjn in (3.3), und ist die Reihe der Homologiegruppen
unten exakt. Also aus Hn(Pn-1)^:Hn-Ί(P7l-1)^0 folgt dass j n ein Isomor-
phismus auf ist. Sei Zo und P$ die Erzeugenden der Homologiegruppe Hn(Pn)
^J von PM und der Kettengruppe Hn(P\ F 1 - 1 ) ^ / von F 1 . Dann ist PJ* ein
Zyklus welcher Zo reprasentiert Dann weil Sn der zweiblatterige Uberlage-
rungsraum von Pn ist, muss

(3 4) μf0 = Po^ = j'nZ0, μ'a0 = 2Z0

sein fur das Erzeugende a0 von πn(Pn). Also ist />t' ein Isomorphismus von
τtn (Pn) auf 2Hn(Pnf\ Freilich gilt fur c € τrw(Pw, P^"1) und fur das
Erzeugende w von πι{Pn~ι) die folgende Relation

(3.5) μ(w.c) = μ(c).

4. NΌrmierte Abbildung vom Komplexe auf Γn. K sei ein
geometrischer lokal-endlicher Komplex, und L sei seiner Unterkomplex,
Klΰ sei das £-dimensionale Gerϋst von Ky d. h. die Menge aller Simplexe
von K, welche hδchstens ^-dimensional sind, und man setze Kk = Kk\JL.
Nun, wollen wir die kontinuierliche Abbildung f\K->Pn die normierte
Abbildung nennen, falls die folgende Bedingung erfiillt wird:

Es sei Knxl ein Zellenkomplex mit der simplizialen Unterkomplex
Kux0{JKnxl, und mit der Menge der Zellen der Form Tkxl fur das
Simplex Th in K. Dann, fur die Homotopie konnen wir auch die normierte
Homotopie definieren.

HILFSSATZ 4. Jede kontinuierliche Abbildung f:K->Pn, welche auf L
normiert ist, kann zur normierten Abbildung f: K->Pn deformiert werden.
Dabei άndert das Bϊld von L nicht wάhrend der Homotopie1^. Das άhnliche
Resultat gilt auch fur die Homotopie.

Der Beweis wird leicht induktiv gewinnt mit Hilfe des Homotopieer-
weiterungssatzes [1,-S. 501H, wenn wir den folgenden Hilfssatz beweisen
konnen:

HILFSSATZ 5. Elύ (k > 1) sei eine orientierte k-dimensionale Zelle und
z0 € έfc sei ein fixer Punkt. Wird eine kontinuierliche Abbildung

63 2Hn(.Pa) ist die Untergruppe von IlnCPn), welche aus den Elementen der
•GestaJten 2aCa € IInQPn~)^ bestehen.

7) Diese Tatsache wird gesagt dass / and f homotop relatίv zu L sind, und
geschrieben als f'-^if rel. L.
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/:(£*, E\ zo)->(Pn, Pk~\ P°) (n>k)

gegeben, gibt es eine Abbildung f folgendermassen:

f'^frel. E\ /'(£*) c i *

BEWEIS. ES ist klar dass es eine Abbildung/' folgendermassen gibt:

/ ' : (El El zo)MP\ ί*"1, Po) f\ h = /1 E\

dabei, ist Ei eine orientierte Zelle, welcher Rand mit dem von E* identisch

ist: El-E*. Dann reprasentiert die Abbildung, welche durch / und / '

deίiniert wird, von der orientierten Sphare Σfc=£A: — Eϊ auf Pn das Element

von πk(Pn)^z0 (3.1), w. z. b. w.
Nun offenbar gelten die folgenden Isomorphismen

HHP", Λ ) ^ / a , Hn (Pn, J)zzJ fur ungerades n.
Dabei sind die linken Seiten die Cohomologiegruppen von Pn mit den

Koenizientenbereichen J z und / Die erzeugenden Cozyklen Δ1 und Δw dieser
Gruppen werden durch die Funktionen

Δ1(PJ) = 1, Δ ' (P?)=1

dargestellt. Dabei ist P] ein singulares Simplex von P1 welches durch die

Abbildung

vι(f) = [cos πt, sin πt, 0,.... , 0] (0 ̂  t ̂  1)
dargestellt wird. Es reprasentiert also auch das Erzeugende von τri(Pfc) (k > 1).

Fur die normierte Abbildung / : K-^P™ ist

(4.1) f*AKTι)= A'fίT1)

das Element von π^P"1), welches durch die Abbildung f\Tιdargestellt wird,
wenn J, mit πτ(Pn) identifiziert wird. Dabei haben wir mit f(Tι) das singulare
Simplex bezeichnet. Freilich ist/^Δ 1 ein Cozyklus, weil/von K1 abbildet.

Nun, setzen wir es voraus dass n ungerade ist. Es sei Tι = (ιJo, , vn)
(n > 2) ein Simplex von K in einer Folge der Eckpunkte. Wenn eine
normierte Abbildung f:K->Pι gegeben wird, geniigt das singulare Simplex
ATn) namlich das Element der Kettengruppe Hn(Pn, P1'1), welche durch
die Abbildung f\ Tn gegeben wird, die Relation f(Tn) = μcf{Tn). Also gilt

(4.2) /*ΔW(TΛ) = ΔV(ΓW) = Anμcf(Tn)

fur jede Ordnung der Eckpunke von Tn (3.4).
Aus (4.1) und (4.2), fur die normierte Abbildung / : K->Pn werden die

Elemente /*ΔX und /*ΔW der Cokettengruppen Cι{K, Λ) u n d O\K,J)
bestimmt. Das Gleiche entsteht fϋr die normierte Homotopie F.KxI->Pn

mit Hilfe der orientierten Zellen T*xO, T f cxl und T ' ^ ^ / s t a t t Tfc (k = 1, w).

5. Erweiterungssatz der Abbildungen vom Komplexe auf P w .

HILFSSATZ 6. Fwr ungerades n > 2, ^/rt/ jede normierte Abbildung
f\ Kn->Pn zur Abbildung von Kn+1 erweitert, dann und nur dann ist f*Δn

ein Cozyklus.
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BEWEIS. Far jedes (n -f l)-dimensionale Simplex Tn+1 = (vOi , vn+1)

von K, in welchem eine Ordnung der Eckpunkte in dieser Folge gegeben
wird, und dessen Rand durch (2. l)i gegeben wird, gewinnen wir dieselbige
Gleichung wie (2.4)3. Also gewinnen wir aus (3.5) die folgende Relation:

**1) = μjnaf(T"*i) = *Σ

Folglich aus (4.2) entsteht
W + l

(5.1) Δ"/>'β/(Γ"+ 1) = 2θ?/*ΔTC(Γ?) = S/*Δm(Γ'i+1)

dabei ist δ die Corandoperation. Weil j'n und // Isomorphismen sind, ist
afCpι+ι) gleich null dann und nur dann ist die linke Seite von (5.1) gleich
null, also dann und nur dann ist f*An ein Cozyklus, w.z.b. w.

HILFSSATZ 7. Set n > 2 ungerade, und seien Tn und TΛ~ι die orientierten
Simplexe und werden die Abbildungen f und F gegeben:

f: (T»'n-a, Tn^)MPn-\ P°), F: ( ( Γ 1 - ^ / ) " - 2 , (Γw-1x7)°)->(P !l-2, F°),

welche auf Γ3->P2, (Γ2x/)->P J erweitert werden kδnnen fur n = 3.

/wr f̂lfe <̂27f̂  Zahl k gibt es Abbildungen

f:(Tn, f
folgendermassen

= F\Tn~ιxI) = Λ PJ.

BEWEIS. ES ist hinreichend dass wir far / den Hilfssatz beweisen
kδnnen, denn far F konnen wir es ahnlich beweisen. Nun, aus der
Voraussetzung gibt es eine Erweiterung / " : Tfl-^Pn~1 von f. Wenn eine fixe
Ordnung der Eckpunkte von Tn gegeben wird, und wenn Tn durch (2.1)2

gegeben wird, gewinnen wir gleiche Gleichung wie (2.3)i und (2.4)i fur
Λ/"(Γn)und Cf'iT^-1) statt β/ίT"*1) und ^(Tf), dabei seien β/-(Tn) und c X η " 1 )
die Elemente von 7rn-i(Pn~ι) und ^-lίP'*" 1 , P Λ " a ), welche durch f" und
/ " I T f 1 dargestellt werden. Nun definieren wir eine Abbildung /'folgender-
massen :

< 5 ' 2 ) ^ ( Γ ; 3) - c KT;-1) + Λ-if - f -^r (Γn) + θ r 1 * ^ ) . 8 )

Dann gewinnen wir aus (5.2) leicht die Gleichung jn-Ίaf(Tn) = jn-^kb0. Also
gilt dj>(Tn) = /ĵ o a u s ^ e m Hilfssatze 2. Wenn wir f von Tw erweitern
wollen, konstruieren wir als cf>(Ta) = ^c0 mit Hilfe des Hilfssatzes 3. Dann
ist die erweiterte / ' die gewϋnschte Abbildung:

8) TΓi-CP2, P1) ist Abelsch (siehe Fussnote 5)^. Aber in dieser Gleichung setzen wir
ixicht voraus.
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f(Tn) - μcr(Tn) = kμco = &P0 (seihe (3.4))r

w.z. b. w.

SATZ 1. (Erweiterungssatz). Fur ungerades n > 2, wird die normierte

Abbildung f:L->Pn zu K*+1 erweitert, dann und nur dann werden die
Cozyklen f*Δ1 und J*Δn in L zu den Cozyklen in K erweitert.d>>

BEWEIS. Die Aussage "nur dann" folgt leicht. Umgekehrt setzen wir es»
voraus, dass /*ΔX und f*Δn zur den Cozyklen A1 und An in K erweitert
werden. Dann kδnnen wir eine normierte Abbildung / : Ka->Pn, f\L=f
folgendermassen deίinieren:

(5.3) / W - A1, /*Δn - Λn.

Denn erstens definieren wir f~(K°) = P° und dann definieren wir 7 -.K^P*
(f\L=f) so dass das Element der Fundametalgruppe πi(Pn), welches
durch f\Tι(Tι<zzK~ L) dargestellt wird, Λ\Tι) ist (siehe (6.1)). Dann wird
/ zur Abbildung von Kι erweitert aus der Tatsache dass A1 ein Cozyklus
ist, und weil 3^ (k > 2) der exakten Reihe (3.2) auf f ur n = k = / + 1 ist, also
gewinnen wir (5. 3) mit Hilfe des Hilfssatzes 7. Folglich aus dem Hilfssatze 6
wird/zur Abbildung von Kn+1 erweitert, w. z. b. w.

6. Klassifikationssatz. Wesentlich, folgt der Klassifikationssatz aus
dem Erweiterungssatze. Aber wir beweisen es mit direkter Methode fur
dieselbe simpliziale Zerlegung wie K. In diesem Paragraphen, setzen wir
Kn = K voraus.

HILFSSATZ 8. Sind /, g: K->Pn zwei normierte Abbildungen, gilt f~g dann
und nur dann

(6.1) /Woo^Δ 1, /^Δ^co f̂̂ Δ̂ .

Dabei bezeichnen wir mit oo die Cohomologie.

BEWEIS. AUS dem Whitneyschen 'Satze C13] (das gilt offenbar fiir jeden
simplizialen Komplex), gβlten (6.1) dann und nur dann werden die Cozyklen
/^Δ1 x~0 4- gXΔ1 x0 und/*Δnx^+ g*ΔnxTin KxOljKxl zur Cozyklen in KxI
erweitert. Dabei ist z. B. f*Δ1x0 die Cokette von KxO, welche nur auf
TLx0 den Wert f*ΔHTL) nimmt. Die obige Aussage ist ganz ahnlich wie
der Satz 1, und wird ahnlich bewiesen mit Hilfe der resten Aussagen in
den Hilf ssatzen 1 und 7, w. z. b. w.

Aus den Hilfssatzen 7 und 8, gewinnen wir leicht das haupte Ziel in
diesem Paragraphen:

SATZ 2. (Klassifikationssatz). Fur ungerades n > 2, korrespondieren die
Menge der alien Abbildungsklassen von einem ndimensionalen Komplexe K
auf Pn eineindeutig mit den Elementen der Gruppe

9) Aus der Exaktheit der Cohomologiereiche ist diese Aussage gleichgultig mit
"dann und nur dann sind δf*Δ1 und Bf*Δn cohomolog null in K—L" [3].
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Genauer sind die normierten Abbildungen f, g : K^Pn homotop dann und nur
dann geben

(6.2) / * g*: H\P>\J,) Θ Hn(PnJ)^HHKi /,) © HHK, J)

denselben Homomorphismus. Dabei hob en wir z.B.als

f*(a\ βn) = (f*a\ f*βn\ a1 e H\Pn, J2), βne Hn(Pn, J)

bezeichnet.

BEMERKUNG. Frϋher erweiterte C. H. Dowker [3] den Hopfschen Satz
fur den Fall, wo ein para-kompakter normaler Raum in Sn abgebildet wird.
Aber sein Beweis beruht wesentlich auf den Tatsache dass die Klasse der
simplizialen Abbildung von einem simplizialen Komplexe auf Sn vollstandig
durch die Cohomologieklasse des Bildes des Erzeugenden der w-dimensionalen
Cohomologiegruppe von Sn, durch den sogenannten induzierten Homomor-
phismus, bestimmt wird. Diese Tatsache ist auch gϋltig in ein bischen
komplizierter Form in unserem Falle. Also wird unserer Satz 1 zum Falle,
in welchem ein para-kompakter normaler Raum X mit dim I g w + 1 und
seine abgeschlossene Teilmenge Xo statt K und L erscheinen, erweitert.
Auch wird der Satz 2 zum Falle, in welchem ein para-kompakter normaler
Raum X mit dim X^n statt K erschien, erweitert. Der Beweis ist ganz
ahnlich wie [3].

7. Einfaehheit des reellen projektiven Raumes.

HILFSSATZ 9. Fur jedes Element a € πn(Pn), und fur das Erzeugende w
von πi(Pn) gilt die folgende Gleichung:

w.a = ( — l)n+1a.

BEWEIS. Sei OQ € 7tn{Pf>%) das Erzeugende von πn{Pn) welches durch v*
reprasentiert wird, und sei

(&) 0

(7.1)

0

(OS*SU

eine (n 4- l)-reihige quadratische Matrize, dabei sind (ξt) und (ηt) die
f olgenden Matrizen:

cos π t — sin π t II

sin π t cos n t |]

(ψ) = (ζc) f iir ungerades n

= 1 fur gerades n.

Setze man ψt = vnφi-t, dann fur z0 == (1,0, ,0) € Sn schreibt
^ 1) freilich das Erzeugende w von πλ(Pn)Ί und reprasentiert ψ i

das Element a0. Andererseits



240 H WADA

ψO(XO, ,*») = C ~ Xo, , — Λn-3, < ~ VΓXnl

= IXQ, . . . . , AΓW-I, ( - l)n+1Xnl fur (Λb,. . . . , * . ) € S*

A l s o m u s s w a0 = (— l)w+1tf0 sein, w. z. b . w.
SATZ 3. Die Homotopieklassen der Abbildungen Sn-^Pn korrespondieren

eineindeutig mit den Elementen der Gruppe πn(Pn)^J fur ungerades n. Fur
gerades n, sind die Abbildungen der Elemente a und d von πn(Pn) homotop,
dann und nur dann a = ±a'. Also korrespondieren solche Homotopieklassen
eineindeutig mit den Zάhlen 0,1,2, —

BEMERKUNG. Die Voraussetzung ϋber die Dimensionszahl in den Satzen
1 und 2 ist wesentlich. Z. B.nehmen wir die Abbildungen f:Sn^Pn fiif
gerades n. In diesem Falle gelten H\SnJ2)^0 und Hn(PnJ)^JZi aber es
ist leicht dass (6.2) trivial ist f iir jede abbildung /. Also aus dem Satze 3
gilt der Klassifikationssatz nicht fΐir gerades nm.

8. Hopfsehe Invariante.

HILFSSATZ 10. P 3 ist S-einfach.

BEWEIS. Sei/: S3->S2 eine Abbildung. Sei a das Element von τr3(P2),
welches durch / = v2f~gegeben wird. Alles Element von τt3(Pz) wird durch
solche Abbildung / induziert (3.1).

Nun werde / ίolgendermassen gegeben :

7{x) = (/flOW, Λ(x)9 Ux)) f ϋr x € S3,
und setzen wir es voraus dass / (1,0,0,0) = (1,0,0). Wenn wir eine Homotopie
fee = v, Φ\-t Γ(0gίgl)(siehe(7.1))vonS3auf P1 konstruieren, reprasentiert
ofϊenbar κ\ das Element a und reprasentiert

das Element w a, weil κt(zQ) das Erzeugende w von πj(P2) schreibt. Aber
aus den Untersuchungen von H. Hopf [6] und L. Pontrjagin [8], sind
Φo7= 7:S*->S* und ^:S3^S2 mit

?(*) = (fo(x), /iW, -Λ(Λ)) far x e S3

homotop mit dem Bilde von z0 ungeandert. Also sind κ\ = v2φof = / und
vι g = v2φιf = KQ homotop mit dem Bilde von ZQ ungeandert, also gilt
w.a — a, w. z. b. w.

Es gibt f iir jeden Punkt y auf P2 genau zwei Urbildpunkte y+ und y~
auf S1 durch vz. Es ist bekannt dass es genau zwei Abbildungen /, jΓ:S3->S*
mit v 2 f =5 v2 f' = /• Wenn wir sowohl / als auch v, und /als die simplizialen
Abbildungen betrachten, gibt es zwei 1-dimensionale Urbildzyklen Z\ und

Z\ in S3 durch / von y+ und jy_ fur jeden Punkt ,y, welcher ein innerer

10) Mit Hilfe des Satzes 3, lehrt eine einfache Betrachtung dass der Klassifikationssatz
fur die Cohomologiegruppen des lokalen Koeffizientenbereiches [9\ Part III] volJstandig
wie Satz 2 nicht entsteht.
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Punkt eines Simplexes von Pλ ist. Dann, kδnnen wir die Verschlingszahl

7/O0 von Z\ und Z\ in S5 deίinieren. Dabei werden die Orlentierungen von

Z\ und Z\ durch die Orientίerungen von S3 und S* bestirαmt. Wenn wir

andere/7S3->S2 mit vL f = f aufnehmen, dann mϋssen Z ^ und Z\ die

Platze vertauschen.

SATZ 4. Die Abbildungsklassen von S3 auf P2 korrespondίeren eineindeutig

mit den ganzen Zahlen. Die Korrespondenz wird durch /->γ/0>) bestimmt.

BEWEIS. AUS dem Hilfssatze 10 wird es leicht bewiesen dass vΛ eine

eineindeutige Zuordnung zwischen den Homotopieklassen von S3 auf Sa und

den von S3 auf P 2 induziert. Also gilt der Satz aus [6] und [βΓ\, w. z.b. w.

Ganz ahnlich wie oben kδnnen wir die Hopfsche Tnvariante fϋr jede

Abbildung von Sm~ι auf Pn definieren. Aber in den ίibrigen Fallen kδnnen

wir die Homotopieklassen nicht durch diese Invarianten bestimmen.

KOROLLAR 2. Pn ist m-einfach fur jedes w + 2 > w ^ l , /ra=t=w (w > 2).

Der Beweis folgt aus dem Hilfssatze 10 und aus den folgenden Tatsachen:

πn+2(Pn) ~ πn+i(Pn) ^ πJPη ~ / 2 fur n > 2.

^(Siehe E5] und [11]).
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