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Le theoreme suivant est du a N. Lusin [1Ί.

On pent uniformiser tout ensemble analytique plan par un ensemble
(Apσ8).

J'ai connu de "Zentralblatt fur Mathematik und ihre Grenzgebiete
38(1951) pp. 194-195" que ce resultat de Lusin est cite dans un memoire de
V. Ja. Arsenin et A. A. Liapounoff.

Le but de cette note est une amelioration de ce theoreme.
Si nous dirons ''ensembles (Aτ)" les ensembles qui sont des complemen-

taires d'ensembles (Ap), alors on voit f acilement que la classe des ensembles
(Aτδ) forme une sous-classe de la classe des ensembles (Apσδ).

Notre resultat est le suivant:

THEOREME. Tout ensemble analytique plan est uniformise par un ensemble
(Aτδ).

Avant d'entrer la demonstration nous allons expliquer quelques notations.
Pour un point x de Γaxe reelle OX, designons par Dx la droite parallele

a Γaxe OY qui est menee par le point (x, 0).
Pour un ensemble plan E, designons par jE \jy'E~\ la par tie du plan

qui est situee audessus ^audessous^] de Γensemble E et dont la projection
sur Γaxe OX coincide avec la projection de Γensemble E.

DEMONSTRATION ΌU THEOREME. Soit E un ensemble analytique donne
dans le plan OXY et soit

X = φ(f), y = ψ(t)

une representation parametrique de E. Cest-a-dire, les deux functions
continues ψ(t) et ψ(t) sont definies dans le domaine / qui consiste de tous
les nombres irrationnels de Γintervalle (0 < t < 1).

Soient δni, flSϊ ,njb (nlt nz ,nh = 1,2 ) les intervalles de Baire

d'ordre k, oίΊ

pour k, n,c+ι - 1,2,....
Si nous posons Enu Λ2, , nk Γimage de Γintervalle δM1, nβ, — , nfc par

les fonctions ψ et ψ, alors il est encore un ensemble analytique plan.
Posons
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(1) M* = 2 7^«i, •..,»*- ( Σ & 1 + Σ β » i > ' » +

+ 2 ^™> n k - l , i k )

L . . C O

et

2 iV7,Ί.

Si un ensemble S est un ensemble analytique plan, les ensembles γS
et 7'S sont des ensembles (Ap) d'apres notre resultat (voir Γ2j et C3Ί).
Done, en vertu de (1) et (Γ), les ensembles Mk et,Nk sont des ensembles
(Apa); en outre d'apres (2) Γenseπible U est uα complementaire d'un ensemble
(Apσ), c?est-a-dire, un ensemble (A*$).

Nous prouverons que cet ensemble U fournira un uniformisateur de
Γensemble E. Pour cela la demonstration se dividera en trois parties.

(i) II est evident d'apres (2) que
UczE.

(ii) Nous montrerons que

Proj U = Proj E.

Considerons un point x contenu dans Proj E. II suffit de montrer que
Γensemble U contient une partie commune avec la droite D,.

Soit δΛi le premier entre les intervalles de Baire d'ordre 1 dont les
images par les fonctions ψ et ψ contiennent une par tie commune avec
Ds, Cette existence sera evidente. Soit 8ni, W2 le premier des intervalles
de Baire d'ordre 2 dont les images contiennent une partie commune avec
D.c; et ainsi de suite. Nous avons une suite deeroissante des intervalles de
Baire :

{"&»!, t?i, • . ., nk} (Λ =- 1, 2 . . . . ).

Soit t, t 6 / le seul point commun de ces intervalles, et posons
P - Mt), Ψ(t)).

D'apres t € δn i, , „* on a P € Eni, , «A. et la continuite des fonctions

^ et ψ implique que le point P est situe sur la droite D.r.
Nous montrerons que P est contenu dans U. Pour cela il suffit de

prouver, d'apres (2), que le point P n'appartient ni aux ensembles M& ni
aux Λfc. S'il existait un indice k tel que P € Λf%, il existrait un systeme
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tel que

(4) P € 2 fi,+ 2 E»Ί,<* +••••
ίl <Wi' 2i <ί i ' 2

+ ^ ^ n ' j . . . . , n ' Λ - i , lfc

Comme le point P est situe sur la droite Dx, Γensemble Enι,, ,n'k contient,
d'apres (3), au moins un point commun avec ZVaudessous de P.

D'apres P € Enι, , nfe on a P € 7 Env , «ki et on conclut, en

vertu de (3), que les deux systemes (n1} , nk) et (n'v n'k) sont
distincts.

Consequemment, d'apres notre definition du systeme (n1} , nk\ il
subsiste une des relations suivantes :

n, < n[
nλ = n[ et nλ < ri,

M, = n[, n t - n'.o nk-x = wVi et «„ < n'κ.

C'est-a-dire, une relation des suivantes se remplie:

On a done, d'apres P € £ n ι > . . . . , nj (;" = 1,2,

cela contredit la condition (4).

Nous avons ainsi P €z^Mk, de meme nous obtenons P^^Nk, e'est-
fc=l fc-1

a-dire ,

P€U.

Le point x € Proj E etant arbitraire, on conclut que

Proj E = Proj U.

(iii) Maintenant nous montrerons que Γensemble U est uniforme. Soient
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les memes que dans (ii) les points x et P et les systemes (nλ,nh . ...w4.)

(£ = 1,2,....).

Pour montrer Γuniformite de Γensemble U, il suffit de prouver que tout
point Q sur la droite Dx et autre que P n'appartient pas a Γensemble U.

II existe un cercle C du centre P tel que

QζyC ou Q€ γ ' C .

Par la continuite des functions £> et ψ, Γensemble Eni, , nk est contenu
dans le cercle C si k est suffisamment grand. Done on a

Q 6 7 EWl, .. ., nk ou 0 € 7'EW1, .. .. ,nfc.

D'apres la definition du systeme (n-i, . . . . , %;, la somme

ne contient aucune partie commune avec la droite Dx. Comme Q € D*, on a

Q ^ ^ fii + . . . . + ^ EnΛ, . . . ., n^-i.ift
/l <wi ik <nk

Consequemment, pour ce nombre k, on a Q € Mfc ou.Q ζ Nk d'apres (1) ou
(1'); et d'apres (2) on a

0 «= Z7. c q. f. d.
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