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Introduction1

Presque tous les groupes simples connus sont intimement lies aux groupes
continus simples que les methodes de la theorie des algebres de Lie permet-
tent de classifier. Pour passer d'un groupe continu G a des groupes simples
plus generaux, on procede en general comme suit: on part d'un groupe
iineaire Γ localement isomorphe a G Γ est alors un groupe algebrique, et
on cherche a formuler la condition C pour qu'un element appartienne a Γ
en termes qui ne fassent pas intervenir la nature particuliere du corps de
base dans lequel on opere (celui des nombres reels ou des nombres complexes,
suivant les cas) ceci fait, prenant un corps de base K quelconque, les
elements construits au moyen de K et de meme nature que ceux dont se
compose Γ (que ce soient des matrices ou des automorphismes d'espaces
vectoriels) et qui satisf ont a la condition C f orment un groupe ΓΛ. Le groupe
TK lui-meme, ou plutόt en general un groupe qui s'en deduit facilement, se
trouve alors etre simple.

Cette methode a ete appliquee avec grand succes d?abord par Dickson
([3J, \4]\ qui mettait la condition C sous forme de relations algebriques entre
elements des matrices de Γ, et qui se limitait aux corps de base finis, puis
par Dieudonne ([5]) qui utilise des definitions geometriques des groupes Γ et
qui n'impose aucune limitation au corps K. La portee des methodes de
Dieudonne depasse d'ailleurs le schema que nous venons d'esquisser du fait
qu'il construit aussi des groupes lineaires lies a des corps K non commutatifs.

Les methodes de Dickson et de Dieudonne necessitent une analyse speciale
de chaque type de groupes. Cette analyse a ete f aite dans le cas des groupes
classiques et dans celui du groupe exceptionnel (Ga) ([4]); nous avons nous-
meme applique des methodes analogues dans un travail encore indedit au
cas des groupes exceptionnels (F4), (E6) et (E7). Dans le present memoire,
nous presentons une methode uniforme qui consiste a prendre toujours pour
Γ le groupe adjoint d'un groupe simple complexe G cependant, au lieu de
definir IV par une condition du genre de la condition C mentionee plus haut,
nous le definissons comme engendre par certains sous-groupes que Ton peut
indiquer explicitement. L'operation de transfert du corps des nombres
complexes a un corps de base quelconque peut se faire simultanement pour
tous les types de groupes complexes en s'appuyant sur la theorie des
algebres de Lie semi-simples; elle fournit des groupes simples attaches a

1 Une partie des travaux preliminaires relatifs aux questions traitees dans ce
memoire a ete accomplie par l'auteur pendant qu'il etait sous contrat avec le "Depart-
ment of Air Force" de Γarmee americaine.
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tous les types de groupes continus simples complexes, classiques ou excep-
tionnels. Par contre, nous n'obtenons pour chaque groupe simple complexe
G et chaque corps de base K qu'un seul groupe simple par exemple, si G
•est le groupe orthogonal complexe, nous n'obtenons que les groupes simples
lies aux formes quadratiques d'indice maximal.

Nous indiquons quelques resultats relatifs a la structure des groupes
simples I \ que Γon peut obtenir par notre methode. En particulier, nous
generalisons a tous les types de groupes semi-simples et au cas d'un corps
de base quelconque les resultats obtenus par F.Bruhat [1] dans le cas des
groupes classiques relatifs a la decomposition en classes doubles suivant un
.sous-groupe resoluble maximal. Ces resultats avaient egalement ete gene-
ralises pour tous les types de groupes, mais en se limitant au cas du corps
de base complexe, ou reel, par Harish-Chandra, dont la demonstration,
differente de celle ici exposes, n'a pas encore ete publiee. Ce resultat nous
permet, dans le cas d'un corps de base ίini K, d'exprimer Γordre du groupe
ΓΛ: au moyen d'une formule generale, qui fait intervenir des nombres
intimement lies aux exposants primitifs de la cohomologie de Γalgebre de
Lie du groupe semi-simple complexe dont nous partons. Nous donnons par
ailleurs certains resultats partiels sur les groupes de Sylow des groupes Γ*-.

Terminologie et notations

1. S i / e s t une application d'un ensemble A dans un ensemble B, nous
disons que / est injective si c'est une application biunivoque de A sur une
partie de B, surjective si /(A) = B et bijective si elle est a la fois injective
et surjective. Si A et B sont des groupes et / un homomorphisme, nous
disons que / est un monomorphisme s'il est injectif, un epimorphism s'il est
surjectif, un isomorphisme s'il est bijectif.

2. Si A et B sont des parties d'un groupe, nous designons toujouns par
AB Γensemble des produits ab, oύ a ^ A,b €Ξ B et de meme pour les produits
de plusieurs parties d'un groupe.

3. Nous designons par C le corps des nombres complexes, par Z Γanneau
des entiers.

§ I. Preliminaires. Rappel de resultats eonnus.

Nous designerons par g une algebre de Lie semi-simple sur le corps des
nombres complexes et par ί) une algebre de Cartan de g.

I. Si p est une representation de Q, on dit qu'une fonction lineaire w
sur ί) est un poids de la representation p s'il existe un element x =t= 0 de
Γespace de cette representation tel que p{H) x = w(H)x pour tout H £Ξ ί). Les
poids de toutes les representations de ς engendrent un groupe additif de
f onctions sur ί) ce groupe est un groupe abelien libre a / generateurs, si /
est le rang de Q nous designerons ce groupe par P.

Nous appellerons racines ceux des poids de la representation adjointe
de g qui sont Φ 0. Si r est une racine, il existe done un element Xr =j= 0 de
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g tel que [ff, Xr] = r(H)Xr pour tout H€§. L'element Xr est determine a un
facteur scalaire pres par cette condition; nous dirons que c'est un έlement
radiciel attache a r. Si on choisit pour toute racine r un element radiciel
attache a. cette racine, ces elements forment une base d'un sous-espace
vectoriel de g supplementaire a \ Nous designerons par Pr le groupe additif
engendre par toutes les racines. C'est un sous-groupe d'indice fini de P, et
PI Pr est isomorphe au centre d'un groupe compact simplement connexe dont
1'algebre de Lie est une forme reelle de g. Si r est une racine, il en est de
me me de — r.

Nous appellerons co-poids les elements H de ϊ) tels que les nombres
w(H), to €Ξ P, soient tous entiers; ils forment un groupe additif que nous
designerons par β (prononcer: ha).

II. Le groupe Pr peut etre muni (d'au moins une maniere) d'une structure
de groupe ordonne ceci fait, les racines se trouvent reparties en deux
ensembles disjoints, celui des racines positives et celui des racines negatives.
Si / est le rang de g, il existe un ensemble bien determine de / racines alf

. . . .,ctι telles que toute racine positive soit combinaison lineaire a coefficients
entiers tous ^ 0 dec,, at (cf. [9], prop. 3, p. 289). On dit que {σ1} azy
est le systeme jondamentcl defini par notre ordination du groupe Pr, et que
les racines de cet ensemble sont les racines fondamentales. Si Xι et Yt sont
des elements radiciels attaches a at et — aι respectivement, les 21 elements
Xι, Yi forment un ensemble de generateurs de g.

III. Soit 2 un ensemble de racines qui possede les proprietes suivantes:
si r ^ 2, on a aussi - r € Σ ; si la somme de deux racines de 2 est une
racine, cette racine est dans 2. Soit, pour r € 2, Xr un element radiciel
attache a r. Les Xr (r € Σ) engendrent alors une sous-algέbre semi-simple gs
de gn L'ensemble ίflgs est une algebre de Cartan de Qs, et les racines de g2

(relativement a cette algebre de Cartan) sont les restrictions a ί)ΓlQs des
racines r. C 2.

Si r est une racine, les seules racines lineairement dependantes de r
sont r e t — r si on pose 2 = {r, — r}, Γalgebre g2, que nous designerons
alors par gr, est une algebre simple de dimention 3 et de rang 1. L'algέbre
gr Π ί) admet une base composee d'un element Hr tel que r(Hr) = 2 cette
condition determine entierement Hr. L'element Hr est un co-poids, que nous
appellerons le co-poids attache a r les Hr, pour toutes les racines r, engendrent
le groupe ft.

Revenant au cas general, nous appellerons admissibles les ensembles 2
de racines qui possέdent les proprietes indiquees ci-dessus. Un systeme
admissible est dit simple s'il est non vide et s'il est impossible de le representer
comme reunion de deux systemes admissibles disjoints non vides. L'ensemble
de toutes les racines se decompose d'une maniere et d'une seule en la reunion
d'un certain nombre de systemes admissibles simples Σ(/), l^j^m. L'algebre
g est somme directe des algebres $%(», qui sont simples. Tout systeme
fondamental de racines de g est la reunion de ses intersections avec les 2(/),
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et son intersection avec Σ(Λ est un systeme fondamental de racines de Σ(/).
Si r et s sont des racines qui appartiennent a des systemes simples Σ(Λ
Σ(/) distincts Γun de Γautre, les seules combinaisons lineaires de r, s qui
soient des racines sont ± r et ± s.

IV. Les algebres simples ont ete entierement classifiees. Les types
d'algebres simples sont les suivants: le type (A?) (7>1); le type (23,)(/>2);
le type (G)(/^3) ; le type (A)(/>4), le type (R) (/= 6,7 ou 8) le type
(F4): le type (G2) , dans chaque cas, le nombre qui figure en indice dans la
designation du type indique le rang de Γalgebre correspondante.

Si o est simple et de rang 2 on peat choisir un systeme fondamental
de racines {a, b} tel que les racines positives de g soient:

a,b,a + b si β est de type (A3)
a. b, a + b, 2a + b si Q est de type (S2)
a,b,a + b, 2a + b,3a + b, 3a + 2£ si o est de type (G2).

On obtient naturellement toutes les racines en adjoignant aux precedentes
celles qu'on en deduit en les multipliant par — 1.

Si o est une algebre de Lie quelconque, un systeme admissible de racines
de s ne peut etre de type (G2) que si c'est Pun des systemes simples maxi-
maux en lesquels se decompose Γensemble de toutes les racines. En particulier,
si Q est simple mais n'est pas de type (G3), aucun systeme admissible de
racines de o ne peut etre de type (G2).

V. Si H, H' sont des elements de ί/t, posons
β(H, H') = ^ΛH)r{Hf) = Tr (ad If) (ad fϊ)

β est alors une forme bilineaire symetrique sur } jx f t , et la forme quad-
ratique correspondante est definie positive. Pour toute racine r, r est
proportionnelle a la forme lineaire H->β(H,Hr) sur f± le facteur de pro-
portionnalite est le nombre 2(β(Hr, Hr)Yι > 0. Dans chacun des systemes
admissibles simples maximaux 2 en lesquels se decompose Γensemble des
racines, nous choisirons une racine r 2 telle que Γon ait β{Hrv Hrs) ^ β(Hr,
Hr) pour toute racine r € Σ et, si r est une racine quelconque de 2, nous
poserons

Mr) = β(Άv Hr%) (β(Hr, Hr))'1

le nombre λ(r) s'appelle alors la longueur de la racine r. Si 2 est Γun des
systemes admissibles simples maximaux en lesquels se decompose Γensemble
de toutes les racines, Γensemble des longueurs des racines de 2 est soit {1}
(c'est le cas si 2 est de Γun des types (A.0, (A) ou (ϋ£?))> soit {1,2} (c'est le
cas si 2 est de Γun des types (JBO, (d) ou (F4)), soit {1,3} (c'est le cas si 2
est de type (G*)).

On dit que des racines r et s sont orthogonales si s(ZΓr) = 0, ce qui entraϊne
r(Hs) = 0. II en est toujours ainsi si r et s appartiennent a des systemes
admissibles simples maximaux distincts, mais la reciproque n'est pas vraie.
Les faits suivants resultent de notre definition des longueurs des racines:

si r et s sont des racines quelconques, on a

(1)
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^application qui a toute ratine r fait corresponds Velement \{r)Hr se prolonge
enun homomorphismede Pr dans ΐ) enparticulier, sir,s,r + ssont des ratines,
on a

(2) \(r 4- s)Hr+s = W)Hr + X(s)H,.

Par ailleurs, en ecrivant que la forme quadratique associee a β est
definie positive, on obtient facilement le resultat suivant:

si r, s sont des ratines lineairement independantes, on a

(3)

VI. Soit F un systeme fundamental de racines. On peut associer a F
un graphe defini comme suit: ses sommets correspondent biunivoquement
aux racines de F; deux sommets sont joints par une arete si et seulement
si les racines correspondantes de F ne sont pas orthogonales. Nous entendrons
par graphe associe a F Γobjet constitue par le graphe tel que nous venons
de le definir et par Γapplication qui a tout sommet du graphe fait corres-
pondre la longueur de la racine associee a ce sommet. La structure de ce
graphe ne depend alors que de Γalgebre g (i. e. elle ne depend ni du choix
de Γalgebre de Car tan I) ni du choix du systeme fundamental F) nous dirons
que c'est le graphe associe a g. Reciproquement, Γalgebre g est determinee
a un isomorphisme pres par la connaissance du graphe qui lui est associe.
Nous donnons ci-dessous une description des graphes associes aux divers
types d'algebres simples, avec les conventions de notations suivantes: les

sommets sont designes par Si, Si; les racines dont les longueurs ne sont
pas donnees sont censess etre de longueur 1 les seules aretes qui figurent
dans le graphe sont celles qui sont explicitement indiquees. Les types de
graphes sont alors les suivants:

a) pour le type (Az): Sι-ι et Si sont joints par une arete ( 2 g f $ / )
b) pour le type (Bi)\ Sι-\ et Si sont joints par une arete (2 <: f <;/), les

racines correspondant a Si, ,S^-i sont de longueur 2;
c) pour le type (Q): S;-x et St sont joints par une arete (2 <;/</), la

racine correspondant a Si est de longueur 2 ,
(d) pour le type (Dt): S«-i et Si sont joints par une arete (2 <; i < / — 1),

Si et Si_2 sont joints par une arete;
(e) pour le type (Eι):S*_i et Si sont joints par Λme arete ( 2 $ ^ / - 1),

Si et Sz-3 sont joints par une arete;
(f) pour le type (F4): Si-ι et S« sont joints par une arete ( 2 g / g 4 j ; les

racines correspondant a S3, S4 sont de longueur 2
(g) pour le type (Ga): Si et S2 sont joints par une arete S2 est de

longueur 3.
Les particularity suivantes se degagent de Γexamen de ces graphes:
1) ils sont connexes; cela signifie qu'il est impossible de decomposer

1'ensemble des racines d'un systemes fundamental en deux parties non vides
telle que toute racine de Γune soit orthogonale a toute racine de Γautre;

2) ils ne contiennent aucun triangle cela signifie qu'etant donnees deux
xacines non orthogonales r, s d'un systeme fondamental F, toute racine de
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F distincte de r et s est orthogonale a Γune au moins des racines r, s

3) le graphe forme de ceux des sommets qui correspondent a. des racines
d'une longueur donnee et des aretes qui joignent ces sommets entre eux est
connexe; cela signifie qu'il est impossible de decomposer Pensemble des
racines de longueur λ d'un systeme fundamental en deux parties non vides
telles que toute racine de l'une soit orthogonale a toute racine de Γautre.

VII. Nous designerons dans ce no. par r et s des racines lineairement
independantes de g.

LEMME 1. // exίste un systeme fundamental de racines qui contient r ainsi
qu'une racine t telle que s soit combinaison lineaire a coefficients ί> 0 de r et
de t.

Soit (ri, . . . . , Tn) une base de Γespace vectoriel E compose des combinaisons
lineaires a coefficients rationnels des racines telle que rx ~ r,r2 = s. Cette
base definit sur E une structure d'espace vectoriel ordonne dans laquelle les

elements > 0 sont I e s 2 i = i ^ r * o u * e s a^ s o n t des nombres rationnels tels
que ak > 0, ak+x = = ccz = 0 pour un certain indice k <; /. On sait ([9]
voir la remarque qui suit Γenonce de la prop. 3, p. 289) que les 2 plus petits
elements de Pensemble des racines relativement a cette relation d'ordre font
partie d'un systeme fondamental de racines. Comme les seules racines
lineairement dependantes de r sont ± r, la plus petite racine positive est r.
Soit t la plus petite des racines qui sont > r. Comme t 5S s, on a t = ar 4-
βs avec 0 < β <; 1, d'oύ s = /3"1 (t — ar). L'expression de s comme combi-
naison des racines du systeme fondamental ayant ses coefficients tous de
meme signe, o n a α ^ O , ce qui demontre le lemme.

L'ensemble des entiers i tels que s + ir soit une racine est un intervalle
ferme [ — p, q\ de Γensembje des entiers, p et q etant des entiers > 0 tels
<iue

s{Hr) =P-Q

Έn particulier, si s(Hr) > 0 (resp. si s(Hr) < 0), alors s — r (resp. s + r) est une
racine par ailleurs, si s(Hr) = 0, et si l'une des combinaisons s + r,s — r est
une racine, il en est de meme de l'autre. Si r e t s appartiennent a. un systeme
fondamental, 5 — r ne peut etre une racine, de sorte que la somme de deux
.racines orthogonales d'un systeme fondamental n'est jamais une racine.

II est clair que (s — pr) (Hr) = —(P + Q); faisant usage de la f ormule (3),
-on en deduit que p + q < 3. De plus, si p + q > 1, on a r(Hs-pr) = —1, et
il resulte de (1) que r et s — pr n'ont pas la meme longueur. Supposant
toujours que p + q > 1, r et s appartiennent a un meme systeme admissible
simple, et, si p + q = 3, il y a dans ce systeme deux racines dont le rapport
des longueurs est 3, ce qui ne peut se produire que si le systeme admissible
en question est de type (G2). Supposons maintenant que g soit simple mais
ne soit pas de type (G2) Pensemble de celles des racines qui sont des com-
binaisons lineaires de r et de s est alors un systeme admissible 2 de rang 2
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qui ne peut etre que de Pun des types (A2) ou (G2). S'il est de type (Λ2), 2
ne contient que 6 elements, s'il est de type {B2\ il contient 8 elements. On
en deduit les resultats suivants :

LEMMA 2. Supposons que g soit simple et ne soit pas de type (G2). Si r, s
sont des racines telles que s — r, s,s + r soient ratines, les seules combinaisons
linear ires de r, s qui soient des racines sont ± r, ± s, ± {s — r), ± (s 4- r) si r
+ s, r + 2s sont racines, les seules combinaisons linea*'res de r et s qui soient

des racines sont ± r, ± s, ±(r + 5), ±(r + 2s) si r + s est une racine et si
aucune des combinaisons r — s, r + 2s, 2r + 5 n'est racine, les seules racines
qui sont d^s combinaisons lineaires de r et s sont ±r,± s et ± {r -f s).

LEMME 3. Supposons que i et j soient des entiprs > 0 tels que ir + js soit
une racine. Alors Vuni au moins des combinaisons (i — \)r -f js, ir + (j — 1)5
est une racine et r + s est une racine.

On a {ir -f js)(\(ir + js)Hir+<s) = 2\{ir + js) > 0 mais le premier membre
est i\{r) {ir + js) (Hr) + /λ(s) {ir + js) {Hs) (cf. formule (2)) Γun au moins des
nombres (ir + js) (Hr), {ir + js) (Hs) est done > 0, ce qui demontre la premiere
assertion. La seconde est une consequence de la premiere et du fait que 2rr

2s ne sont pas des racines.

VIII. LEMME 4. Supposons Pr muni d'une structure de groupe ordonne,
et soit F le systeme fundamental de racines correspondant a cette ordination de
Pr. Si r est une racine positive, il existe une suite finie (rx, . . . .,rh)de racines
positives telle que rx € F, r{ — n_i € F (2 <; / <; h) et rh = r.

Toute racine positive etant combinaison lineaire a coefficients entiers >
0 des racines a(l), , a(l) de F, il suffira evidemment d'etablir que, si r
n'est pas dans F, il y a au moins un i {l<^i S I) tel que r — a{ϊ) soit une
racine. Soient λ̂  la longueur de a{ϊ) et λ celle de r on a 2 λ = r(\Hr) =

2 .ic<λ*r(Ή»<<>). s i r = 2i-i c* e(0(cf. formule (2)). Les d etant > 0, Pun aα

moins des nombres r(Haco) est > 0, ce qui demontre le lemme 4.
Les notations etant celles du lemme 4, h est evidemment la somme des

coefficients de Pexpression de r comme combinaison lineaire des racines a(iy
(1 <=/<;/) de F; on appelle ce nombre la hauteur de r (par rapport a F).
On peut toujours munir Pr d'une structure de groupe ordonne telle que F soit
le systeme des racines f ondamentales pour cette structure d'ordre et que de
plus la hauteur soit une f onction croissante sur Pensemble des racines > o.
En effet, si u € Pr, soient pi{u) les coefficients de Pexpression de u comme
combinaison lineaire des a(ϊ) posons p\{u) = pt{u) si i < I, p[{u) = pι(u) +
. . . . + p(u) il suffit alors d'ordonner Pr en prenant comme elements > 0 les
elements u tels que ρ'k{u) > 0, pk+1{u) = = ρ\{u) = 0 pour au moins un indice
k % I. Une structure de groupe ordonne sur Pr qui satisfait a la conditions
que nous venons d'enoncer sera appelee regulίere.

IX. Pour toute racine r} soit Hr le co-poids attache a r. II y a un
automorphisme σr du groupe P engendre par les poids qui change tout u ^
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P en u — u{Hr)r cet automorphisme, qui est d'ordre 2, s'appeϊle la symetrie
par rapport a r. Les symetries par rapport a toutes les racines engendrent
un groupe fini W, qui s'appelle le groupe de Weyί. Les operations de ce
groupe permutent entre elles les racines. Si w est une operation de ce
groupe, il y a un automorphisme ω de g tel que, pour toute racine r et tout
element radiciel Xr attache a r, ω Xr soit un multiple scalaire de Xu<r); ω
n'est pas determine de maniere unique par w, mais sa restriction a f) Test;
elle transforme le co-poids Hs attache a une racine s en le co-poids HWUΪ
attache a w(s). II resulte immediatement de l'existence de ω que, pour toute
racine r, w(r) a meme longueur que r. Nous ferons la convention de designer
par une meme lettre w une operation du groupe de Weyl, la permutation
des racines produite par w et l'automorphisme de ίj qui change Hr en Hw^
(pour toute racine r). Si F est un systeme fundamental de racines, le groupe
de Weyl est deja engendre par les symetries par rapport aux racines de
F([9], CDr. 2 to prop. 3, p. 291). Si F est un autre systeme fundamental de
racines, il y a une operation w et une seule du groupe de Weyl telle que
w{F) = F([8], prop. 4 p. 291). On en conclut facilement que Ja seule operation
to du groupe de Weyl qui permute entre elles les racines positives relative-
ment a la relation d'ordre sur Pr qui deίinit F est l'identite.

LEMME 5. Si g est simple, deux racines de meme longueur peuvent toujours
§tre transformees Vune en Vautre par un operation du groupe de Weyl.

SDient r et 5 des racines de meme longueur λ. Soit R (resp.: S) Γensemble
<ies transformees de r (resp.: s) par Jes operations du groupe de Weyl. Soit
F un systeme fundamental de racines. Chacune des racines r e t 5 appartient
a au moins un systeme fundamental de racines comme les systemes fonda-
mentaux de racines sont permutes transitivement entre eux par les operations
du groupe de Weyl, F rencontre R et S. Or, si rr et sr sont des racines de
meme longueur appartenant a F et qui ne sont pas orthogonales, r' et s'
peuvent etre transformees Γune en ]'autre par une operation du groupe de
Weyl. En effet, iJ resulte de la formule (1) que les nombres rf{Hsr), s'(Hr')}

qui sont =f= 0, sont egaux entre eux ces nombres sont negatifs puiεque /
et sr appartiennet a un systeme fundamental, et leur produit est 2 3 (formule
(3)) ils sont done tous deux egaux a — 1. La symetrie par rapport a rf

change done s' en s' + rf, et la symetrie par rapport a s change r! en r! +
sr, ce qui demontre notre assertion. On en conclut que toute racine de
longueur λ de F n'appartenant pas a F[)R est orthogonale a toutes les
racines de Ff]R; tenant compte d'une remarque faite plus haut (cf. VI,3)),
on en conclut que Ff\R est Γensemble de toutes les racines de longueur λ
-de F, done rencontre F(]S; puisque Rf]S Φ φ, on a R = S.

X. Pour toute racine r, soit Xr un element radiciel attache a r et soit
Hr le co-poids attache a r. Alors [Xr, X-r] est un multiple scalaire de Hr.
Puisque H-r = — Hn il est possible de choisir les Xr de telle maniere que
lXr9 X-Λ === Hr pour toute racine r. Nous supposerons toujours dans la suite
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qu'il en est ainsi. Cette condition ne determine d'ailleurs pas encore les Xr r
on paut les remplacer par les urXr, oύ les ur sont des nombres complexes
tels que uru-r = 1.

Si r et s sont des racines lineairement independantes, et si r Λ s n'est
pas une racine, on a [Xr, Xs] = 0 si au contraire r + s est une racine, [Xr, Xsl
est de la forme Nr,sXr+s, Nr,s etant un nombre qui jouera un role fundamental
dans la suite de ce memoire. Si on remplace les Xr par des urXr, avec uru-r

= 1, les Nr,s se trouvent remplaces par des nombres N'riS donnes par la.
formule

(4) Λζ.jS = urusu;lsNr,s

il en resulte que Nr,sN-r,-s n'est pas change. Nous allons calculer ce nombre.
Soient done r e t s des racines telles que r + s soit racine supposons quer
l—p>Q\ soit Γintervalle de 1'ensemble des entiers compose des / tels que s +
ir soit racine. Si p > 0, Γidentite de Jacobi pour Xr, X-rt Xs donne

s(Hr) + N-r,9Ns-r,r + Ns,rNr+s,-r = 0.

Cette formule est d'ailleurs vraie dans tous les cas si nous faisons la
convention que Nr,s represente 0 toutes les ΐois que ou bien r et s ne sont
pas tous deux des racines, ou bien r e t s sont des racines, mais non r + s.
Appliquant cette egalite aux racines s + ir ( — £ <Ξ / <; 0) et ajoutant lea
resultats, on obtient la formule

(5) ΛΓr,.ΛΓ-r,r+. = 0(0+1).

Appliquant maintenant Γidentite de Jacobi pour X-r, X.s, Xr+S, il vient

- N-r,-sHr+s + N-s,r+sHr + Nr+Si-rHs = 0.

Tenant compte de la formule (2) et observant que Hr, Hs sont lineairement
independants, il vient

N-r,-sMs) + N-rtr+sHr + s) = 0

et par suite

Nr,sN-r,-s = -Q(P + l)λ(r + s)(λ(s))"1.

Nous allons donner une forme plus simple a ce resultat. II existe un
systeme fundamental de racines contenant 2 racines a et b telles que r soit
soit a soit b et que s soit une CDmbinaison lineaire a coefficients > 0 de a
et b (Lemme 1). Puisque r + s est une racine, a et b ne sont pas orthogonales
les racines qui sont des combinaisons lineaires de o et de b forment un.
systeme admissible de Γun des type (Aa), (B2) ou (Ga).

1. Si 2 est de type (A2), a et b jouent des roles symetriques, et on peut
supposer que r = a; r + s etant une racine, o n a s = έ. Puisque ni 2a + b ni
β + 2b n'est racine, on a a{Hb) = 6(#α) = — 1, d'oύ (en vertu de (1)) λ(«) =
Mb) la symetrie par rapport a a transf orme b en a + b, droϋ \{a + b) =

le nombre λ(r + 5) (λ(s))"1 = 1 est done egal a q~ι(J) + 1), puisqu'ici /> =

2. Si 2 est de type (BΔ), nous supposons que b + 2a est racine. On a
b(Ha) = —2, β(£6) = — 1 d'oύ λ(£) = 2\{a). La symetrie par rapport a α
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transforme b en b 4- 2#, et la symetrie par rapport as b transforme! a en
-a i- b, d'oύ λ(6 + 2a) = λ(6), λ(α + b) = λ(β). Si r = a, s = 6, on a λ(r 4- s)

= (l/2)λ(s), £ = 0, # = 2 s i r = β, s = a 4- 6, on a λ (r 4- s) = 2λ(s), /> = 1,
# = 1 si r = b, s = «, on a λ(r 4- s) = λ(s), £ = 0, q = 1. On a done dans tous
les cas λ(r 4- s)Cλ(s))-1 = q~\p + 1).

3. Si Σ est de type (G2), nous supposerons que £ 4- 3a est une racine.
On a &(i7α) = —3, «(/£>) = —1, d'oύ Mb) = 3λ(α). La symetrie par rapport a
a transforme b en b -f 3α la symetrie par rapport a ά transforme a en a +
b. On a {a + &) (//«) = — 1, de sorte que la symetrie par rapport a <z transforme
b Λ- a enb + 2a. On a (3a + b)(Hb) = —1, de sorte que la symetrie par rapport
a b transforme 3a + b en 3« + 2ί>. On a done

(6) λ(6) = \(3a + b) = λ(3α + 2b) = 3λ(«) = 3λ(α + b) = 3λ(2« + £).
Si r = «; s = ό, on a λ(r + s) = (l/3)λ(s),ί = 0, # = 3 , si r = Λ, s = « + Ẑ, on a
\(r + s) = λ(s), ^ = 1, (? = 2 ; si r = a, s = 2Λ + δ, on a λ(r + s) = 3λ(s), ^ = 2,
# = 1 si r = b, s = a, on a \(r + s) = λ(s), £ = 0, </ = 1; si r = £, s = 3« + 6,
on a λ(r + s) = \{s),p = 0, ̂  = 1. On a done encore λ(r 4- s)(λ(s))~1 = ̂ - ^ + 1).

La formule λ(r + sXλ(s))"1 = q~\p + 1) est done vraie dans tous les cas.
On en deduit Γexpression

Nr,sN-r,-s = - ( p + I)2

du produit Nr,sN-r,-s.
Nous allons maintenant montrer qu'il est possible de choisir les Xr de

telie maniere que Nr>s = ± {p 4-1) pour tout couple (r, 5) de racines tel que
r 4- s soit une racine. On sait qu'il existe un automorphisme θ d'orde 2 de g
qui change tout Xr en un multiple scalaire de X-r: e'est celui qui permet
de construire la forme reelle compacte de Q. Soit θ Xr = crX-r puisque θ est
un automorphisme, on voit tout de suite que θ Hr = H.r = —Hr pour toute
racine r la formule [Xr, X-r] = Hr donne done c,c-r = 1. On peut done trouver
des nombres ur tels que uξ. - —cr, wr^-,. = 1. On a alors θ(u~ιXr) = — uz\X-r-
Remplaςant les Xr par les u~ιXr, on voit qu'on peut supposer les Xr choisis
de telle maniere que θ Xr = —X-r Utilisant le fait que θ est un automorphisme,
on voit alors tout de suite que N-r,-s = —Nr,s, d'oϋ

Nr,s =±(P + 1).

Ni les elements Xr ni les nombres Nr,s ne sont encore determines de
maniere unique par ces conditions. Supposons donne pour chaque racine r
un element radiciel X'r = urXr attache a r de telle maniere que [χr, X-r] = Hr

pour toute racine r et que JV^ = urusu~ls Nr,s = ± ( ί 4-1) toutes les fois que
r + s est une racine. On a alors wr+s = ± urus. Soit F un systeme fundamental
de racines c ;est une base du groupe Pr engendre par les racines, et il
existe par suite un homomorphism / de Pr dans le groupe multiplicatif des
nombres complexes Φ 0 tel que f(r) = ur si r € S. Posons u'r = Ur(f(r)Yι on
a alors ur = 1 si r € F, w'.wlr = 1. Si r, s, r 4- s sont des racines, on a u'ru's
(u'r+s)'1 = UyUsijUr+s)'1 = ± 1. Faisant usage du lemme 4, on en deduit tout de
suite que u'r~±l pour toute racine r positive, done aussi pour toute racine
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r, puisque u'_r = u\rι. Par ailleurs, on a JV ĝ = u'ru'surι\t Nous sommes done

arrives aux resultats suivants ,

THEOREME 1. Soit g une algzbre de Lie semi-simple sur le corps des nombres
complexes, et soit ΐ) une algebre de Cartan de g. Pour toute racine r, soit Hr

le co-poids attache a r. On peut alors attacker a toute racine r un element
radiciel Xr de telle ma?ιiere que les conditions suiυantes soient satisfaites: a)
on a [XV) X-r] = Hr pour toute racine r b)si r,s,r Λ- s sont des racines, on a
[Xr, Xs] = NrySXr+sj avec Nr,s = ± (P + 1)., P etant leplus grand entier i > 0 tel
que s — ir soit une racine. Si (Xr) est un autre systeme d elements radiciels
satisfaisant aux memes conditions que les Xr, et donnant lieu a des const antes
Nrs, on Nrs = uru,u~^sNr,s, les ur etant des nombres tous egaux a ±1 tels que

UrU-r = 1. .

§11. Certains sous-groupes du groupe adjoint.
Nous utiliserons les memes notations qu'au §1; nous supposerons qu'on

a fait choix d'elemerits radiciels Xr (pour toutes les racines) satisfaisant aux
conditions du theoreme 1, §1.

Soit Γ le groupe adjoint de o> e'est-a-dire la composante connexe de
Pelement unite dans le groupe des automorphismes de g. C'est un groupe
lineaire algebrique complexe dont Γalgebre de Lie est Γimage ad Q de g par
sa representation adjointe.

Si r est une racine, et t un nombre complexe, nous poserons

xr{t) = exp t(siάXr).

L'operation adX"r applique X-r sur Hr et Hr sur -2Xr. Par ailleurs, si 5 est
une racine lineairement independante de r, ad Xr applique Xs sur Nr,sXr+s
si r + s est une racine, sur 0 dans le cas contraire. On en conclut que

Xr(t)-X-r = X-r + tHr - t*Xτ
U ; Xr(tyHr = Hr - 2tXr J Λ^ί>ΛΓΓ = Xr

et
(2) xr{tyxs = xs + 2 . ' = 1 M, ) V #x, + *

si s est une racine lineairement independante de r, q etant le plus grand
entier tel que qr -\- s soit racine; on a pose

(3) Mr,si = ( ί ! ) - 1 Π ^ i V r t i r + ,

££s nombres Mr,s,i sont des entiers. Soit en effet p le plus grand entier tel
que s — pr soit une racine on a alors Nrjr+s = ± ( ί + 7), et

Mr,,,* = ± (*!)-W + 1).... .(ί + i - 1),
ce qui demontre notre assertion.

Supposons maintenant donnee une structure de groupe ordonne sur le
groupe Pr engendre par les racines. L'espaca vectoriel u engendre par les
elements Xr relatifs aux racines positives r est alors manifestement une
sous-algebre de g. Son image ad9 u par la representation adjointe de g est
une sous-algebre de ad g c'est Γalgebre de Lie d'un sous-groupe connexe It
de Γ. Les elements de add u sont des endomorphismes nilpotents de Γespace
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vectoriel g. Soit en effet h la plus grande des hauteurs des racines positives
de g. Si & > 0, designons par ^ Γespace vectoriel engendree par les Xr

relatifs aux racines r > 0 de hauteurs > k posons g0 = ή + βι = ί) + u, et, si.
jfc < 0, designons par gfc la somme de g0 et de Γespace engendre par les X-r

oύ r parcourt les racines > 0 de hauteurs <Ξ — k. On a alors g_Λ = g, gfc+iCi
g,o g,A+1 = {0}, et il est clair que, pour toute racine r > 0, adJ^ applique gfc

dans gfr+1 pour tout &. II en resulte que, si X est un element quelconque de
u, adX applique g,, dans g*+i, d'oύ (adX)2lι+1 = 0. Soient par ailleurs r(l),

, r(N) toutes les racines positives arrangees par ordre de grandeur
croissante (relativement a notre ordination de Pr), si [Xrco, -X"rθ)] est Φ 0,
c'est un multiple scalaire de X^o oύ r{k) = r{i) ~\- r(j) d'oύ il resulte im-
mediatement que r(k) > r(i), r(β) > r(j) dans notre relation d'ordre. Done,
pour tout i, (Xrco, Xrw) forment une base d'un ideal u{ de l'algebre u.
On sa it que, dans ces conditions, tout element x de II se met d'une maniere
et d'une seule sous la forme

le produit etant etendu a toutes les racines positives arrangees par ordre
de grandeur croissante, et les tr etant des nombres complexes; de plus, si
nous posons tr = Tr(x), toute fonction sur II dont la valeur en un point x € U
peut s'exprimer comme polynome en les coefficients de la matrice qui
represente x par rapport a une base de g peut aussi s'exprimer comme
polynome en les fonctions Tr; et, reciproquement, les Tr(x) s'expriment
comme polynomes en les coefficients de la matrice qui represente x ([2],
chap. V, §3, prop. 17, p. 127). II en resulte immediatement que les Tr(xy)
peuvent s'exprimer comme polynomes en les Tr(x), Tr(y) et, comme les
elements de U sont de determinant 1, les Tr{x~ι) s'expriment comme polynomes
en les Tr(x).

Soient maintenant r et 5 des racines positives lineairement independantes.
Designons par α = α(r, s) Γespace vectoriel engendre par les Xu +js pour les
couples (/,/) d'entiers > 0 tels que ir + js soit une racine. II est clair que α
est une sous-algebre de u. Appliquant a a le resultat que nous venons de
citer, on voit que Γon a des formules de la forme

Xr(t)Xs(u)Xr-
l{t) = ΠuXtr+JiiWtj rM,**)),

oύ le produit est etendu aux couples (ίj) d'entiers > 0 tels que ir -f js soit
une racine, ces couples etant arranges dans un ordre tel que la suite des
racines ir + js soit croissante, et oύ les ψ ί j ;, ) S sont des polynomes que nous
nous proposons determiner.

Puisque xr(t) est un automorphisme de g, on a

xr(t)Xs(u)xr-
}(t) =

G) = expz^adX -f jΣti=1Mr,

Soit Q' Γespace vectoriel engendre par les Xίr+js pour les couples (i,j) tels
que i > 0,j > 1 et que ir + is soit racine. C'est evidemment un ideal de α de
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plus, Γespace a[ engendre par c/, Xs—, Xιr+K est une sous-algebre de a e t
αj/α7 est abelien. Soient 9ί et 91' les sous-groupes de Γ dont les algebres de
Lie sont les images adflα, adflc' de α, α' par la representation adjointe de Q ,-;
91' est done un sous-groupe distingue de 9ί. II est clair que Fon a

exp u(s.ά Xs + 2 l = 1

M

xs{u) (ίtl^rUMr^P)' )y, y € 91'.
L'element y peut se mettre sous la forme d'un produit Hxtr+js(ttj), produit
etendu aux racines ir + js telles que / > 0,/ > 1. Or ces racines, s'il y en a,
sont toujours superieures aux racines ir -f 5. En effet, si l'ensemble 2 des
racines qui sont combinaisons linέaires de r et s est un systeme admissible
qui n'est pas de type (Ga), et s'il y a au moins une racine ir + js avec i > 0,
y > 1, cette racine est r + 2s, et les seules racines de 2 sont ±r, ±s,
±(r + s), ± (r + 2s)(lemme 2, §1). Supposons maintenant que 2 soit de type
±(Ga). II y a alors un systeme fundamental de racines de 2, soit {a, b}, tel
que les racines positives de 2, relativement a ce systeme, soient a,b,a + b,
2a + b, 3a + b, 3a 4- 2&, que r soit Γune des racines a, b et que 5 soit une
combinaison a coefficients > 0 de a, b (Lemme 1, §1). Si r = a et s'il y a des
entiers z > 0, j > 1 tels que ir + is soit racine, cette racine ne peut etre que
3r + 25, et s = b si r = b, o n a ? = 1, et notre assertion est evidente dans,
ce cas. On en conclut que

W0|i;r,.(ί,«) = « TΓf|1;r|» = Mrts,iPu (1S«S(?)•

Pour calculer Wtj;r,s quand j>l, nous utiliserons la formule

(4) exp (£ + ?) = (exp f) (exp ^ (exp - (1/2) [f, ̂ J),

valable quand ξ, η sont des endomorphismes d'un espace vectoriel tels que
[?, Γf, ̂ ]] = [V, [f, 7̂]] = 0. Si 2 n'est pas de type (Ga) et si r + 2s est racine,
notre formule donne

on notera que Λf,.fί,i = iVr>s = — Λ',,r, d'oύ — (l/2)Mr,s,ιNs,r+s = Λf*jΓ,2.
Supposons maintenant que 2 soit de type (G3), utilisons les memes notations,
que plus haut. Si r = a, s = b, on observera que les crochets [[X, X'], X"], oϋ
X, X!, X" sont pris parmi s, r + s, 2r + s, 3r + s sont tous nuls. Une premiere
application de la formule (4) donne alors pour xr{t)xs{u)x~\t) la valeur

( e x p -

Par ailleurs, Xs commute avec Xr+S et X ir+s; une seconde application de
notre formule donne alors la valeur

XXu)Xr+s(MrtSJu)X2r+s(Mr,Si>J2U)X3r+2S{ - (1/2) Mr,SylMr,SitNr+Silr+st3U*)-

De plus, #3r+a*(τ) commute avec x3r+sW), quels que soient T, T', et nous
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obtenons par suite

WzM,«) = - (1/2) (M r > ί >,M r | MΛΓ r +, | 2 r +, + Afr,,|3iV;,,r+*W.

OnnoteraqueM;, S ) i = Λζ.,s = ±l,ikfr,5j2 = (l/2)Nr,sNr,r+s, = ± 1 , Nr+srir+s = =t3r

Afr,,,3 = (l/6)Nr,sNr,r+sNr,lr+s = ± 1 βt Λ7i.3r+* = ± 1 J Λfr.ί.iΛfr.jr.aΛΓr+ί.ar+ί + Λfr.ί.j
NS)3r+s est done un nombre pair. Supposons maintenant que r = £. S'il y a
des entiers / > 0, j > 1 tels que ir + is soit racine, o n a s = c. On a

(WU3{t, u))x3a+2»{W >rχt, u))xb(t).

Or, xι,(t) c o m m u t e avec Xa+ifa), x2a+i>(t jd, Xsa+Ah) quels soient tι, t>, t3, e t on a

jς W ^ ^ T F i ^ t f , u))χb(t)

= Λfsα+δίWi.stf, U))xza+A ~ #Vi>,3α+&liΓi,3(f, «))•

II vient done

Comparant avec la formule que nous avons deja obtenue dans le cas oύ\
r = a, il vient

Wi f i ( ί ,« )= -Ma,ι>,itU= -Ms,r,ltU
Wι,lt, U) = Ms^4UL Wι,<s(t, «) = - Ms,r,stU3

W2M U) = C/aM3 - N^3a+υMs

OUC = (l/2)(Λfί|r,iΛΛ,r,3iVr+ίrlr+a* + Λf,,r,3ΛΓr|3,+r).
En resume, on a le resultat suivant: on a

( 5 ) |f̂

oύ le produit est etendu aux couples d'entiers / > 0, j > 0 tels que ir + is-
soit une racine, ces couples etant ranges dans un ordre tel que les ir 4- j$
forment une suite croissante de racines les dj;r,s sont des entiers, et on a.

CM ; r,, = ΛfΓ|β|ί , CU;r,, = ( - ly'M^rj.

La forme de ce resultat et le fait que les Cijir,s sont entiers auraient pu:
etre prevus a priori sans calculs mais nous aurons besoin par la suite de
connaitre les valeurs de certaines des constantes Cij;r)S.

On notera que la structure d'ordre sur Pr n'intervient dans la formule
(5) que par J'intermediaire de Γordre dans lequel doivent etre ranges les
facteurs du produit. Etant donnees deux racines lineairement independantes
quelconques, il y a toujours une structure de groupe ordonne sur Pr rela-
tivement a laquelle ces deux racines sont positives (lemme 1, §1) on en
conclut que la formule (5) est valable pour tout couple (r, 5) de racines
lineairement independantes pourvu qu'on range les facteurs du produit de
telle maniere que, dans une relation d'ordre sur Pr relativement a laquelle
r, s sont positives, les racines ir + js soient rangees par ordre de grandeur
croissante.

Formons unei base (Xlf , Xv) de g composee d'une base (Hi, , Hi) du
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groupe t£ des co-poids et des elements Xr pour toutes les racines. Pour
toute racine r, il existe alors une matrice Ar{T\ dont les coefficients sont
des polynomes en une lettre T a coefficients entiers, tels que, pour tout
t € C, la matrice qui represente xr(t) par rapport a notre base soit Ar{t):
cela resulte immediatement des formules (1), (2) ci-dessous et du fait que le
groupe "fx est le groupe engendre par les Hr pour toutes les racines r. Soit
Ar(T) = (^r tj(Γ)) soient par ailleurs cίj1c les constantes de structure de g
relatives a la base (Xit . . . . , Jζ,). Les #,.(/) etant des automorphismes de g, on a

(6) 2 i/>J^ί/jvΛr;

quels que soient les indices i, j, AΛ

II est clair que Γon a Γidentite

(7) Ar{T + TO = Ar(Γ)Ar(T'),

et que, si r, s sont deux racines lineairement independantes, on a Γidentite

(8) Ar{T)As{U)Ap(T) = ̂ (Wllcj Atr+jtCtj^TW,

avec la meme convention que plus haut relativement a l'ordre dans lequel
doivent etre ranges les facteurs du produit.

Soit (a{1 ....,aι) un systeme fondamental de racines; pour toute racine

r, soit r = 2z-i C ί Λ i Introduisons / indeterminees Zj, , Zj, et posons,

pour toute racine r, Zr ~Ί1.=JZ?. Soit i/la matrice diagonaledans laquelle

le coefficient situe dans la f-ieme ligne et la f-ieme colonne est 1 si X% est

Pun des elements Hlt , Hr et Zr si Xt = Xr. On a alors Γidentite

(9) HAr{T)H-i = A<ZrT).

Soient en effet 2^ , zz des nombres complexes Φ 0 quelconques si r =

2 =1^'^ e s t u n e racine, soit 2:r = Π.=12f*. Soit ^ Γautomorphisme de Γespace
vectoriel g qui laisse les elements de ϊ) fixes et qui transforme Xr en zrXr

pour toute racine r. Si r,s,r + s sont des racines, on a 2r+ά. = zr zs, et on
a 2r2_r = 1 pour toute racine r. II en resulte immediatement que h est un
automorphisme de Γalgebre de Lie g. On en conclut que

hxr{t)h'1 = exp ht(β.άXr)h~ι = exp /(adft. X, ) = exptzrXr;

la formule (9) resulte immediatement de la.
Si r est une racine quelconque, designons maintenant par gr la sous-

algebre de g admettant (X-r, Hr, Xr) comme base. Soit Γ r le sous-groupe
analytique de Γ dont Γalgebre de Lie est Γimage ad9 gr de gr par la represen-
tation adjointe de g. Soit §1(2 C) Γalgebre de Lie du groupe SL{2 C) des
matrices de degre 2 et de determinant 1 a coefficients complexes. Cette
algebre admet une base (A/', D, iV) composee des matrices

°V D^f1 °\ N=(° X

oΛ \o - I Λ 1.0 o
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et on a \D, N] = 2N, [D, N'] = - 2N', [2V, iV'J = Zλ II y a done un isomorphisms
φr de §1(2 C) sur fir qui applique ΛΛ sur X. r , D sur i/ r, N sur J£r. Le groupe
SL{2 C) etant simplement connexe, il y a un epimorphisme φr de ce groupe
sur Γ r dont la differentielle est ^, . On a

Par ailleurs, si 2 est un nombre complexe =f= 0, Γimage par φr de le matrice

est 1'automorphisme de 0 qui laisse fixes les elements de ϊ) et qui transforme
Xs en z*(Hr)χs pour toute racine 5. Nous nous proposons de montrer qu'il
existe une matrice Fr(Zu, ZV2, Z zί, 2Γa3) dont les coefficients sont des polynomes
a coefficients entiers en les variables Z.? et qui possede la propriete suivante:
si zn, zvl, z.n, Z.& sont des nombres complexes tels que zuz^ — zvlz>Λi = 1,
Fr(zn, ZU,Z.2Ί,Z>M) est la matrice qui represente Γautomorphisme

par rapport a la base (Xu . . . . , Xv) de Q que nous avons choisie plus haut.
Soit s une racine lineairement independante de r telle que s — r ne soit pas
racine designons par q le plus grand entier tel que s + qr soit une racine
et par $r;s Pespace vectoriel engendre par Xs, Xr+», , Xqr+S. II est clair
que les operations de Γ r appliquent (V;s dans lui-meme si ζ € SL{2 C), nous
designerons par φr Aζ) la restriction de φr(ζ) a Qr;8. Soit par ailleurs Q0 Γespace
vectoriel engendre par Hi, , Hi, Hr, Xr, X-r, et, soit φr${ζ) la restriction de
Φr(ζ) a Q0. L'espace g est somme directe de Q0 e t des espaces c\r;s pour toutes
les racines 5 lineairement independantes de r et teΠes que s — r ne soit pas
racine. II suffira done d'etablir les faits suivants: il existe des matrices
F r ;,(Zπ, Zι>, Zn, Z'Λ'i\ Fr;o(Zn, Zu, Z21, Z22) dont les coefficients sont des polynomea
a coefficients entiers en les variables Zij tels que les conditions suivantes
soient satisf aites : si

est une matrice quelconque de SL(2: C), alors pour toute racine 5 satisfaisant
aux conditions enoncees plus haut, Fr;s(zu,zV2, zn, z-> i) est la matrice qui
represente φr;sίζ) relativement a la base (Xs, Xr+S, , Xqr+s) de Qr;? et

Frx(Zn,zv>,z.n,Z'») est la matrice qui represente φr;o(ζ) par rapport a la base

(HL,....,HhXr,X-r) de Oo.
Commenςons par etablir Γexistence de la matrice Fr;s(Zn, ZV2, Z^,Z 2d

Introduisons deux variables T,U q etant le plus grand entier tel que 5 + qr
soit racine, designons par @7 l'espace des formes homogenes de degre q en
T,U a coefficients dans C. C'est l'espace d'une representation φ'r. s de
SL{2 C) qui associe a ζ la restriction a (&q de l'automorphisme de Γanneau
C [T, U] des polynomes en T, U qui transforme T en znT + zV2U, U erk
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znT + z y-JJ. Nous allons montrer que φ'r;g est equivalente a φr;s II suffit de
montrer que les differentielles dφr s et dφ'rx des representations φr;s et φ,'..?

.sont des representations equivalentes de §ϊ(2 C). On a

O -Xίr+β = Λr . ί r+Λi + Dr+ί SI 0 ^ * < #

{dφr;s){N'>Xir+s = N-r^r+s X(i-»r+s SI 0 < ί

Posons par ailleurs τ< = QT^U* ( O ^ f g #), les C* etant les coefficients
binomiaux. On a alors

(dφ'r;8) (N>n - (i + 1) τί+i si 0 g f < #

^ = to - % + 1 ) τ<-i si o < j s ?

Or on sait que Nr,ir+S = f 4(/ + 1), £* etant un nombre egal a ± 1 . Par ailleurs,
il resulte de la formule (5), §1 que iVr,<i_i)r+ίiV-r,<r+* = (Q — i + IV (0 < / S <?),
4'oϋ N-r)ir+s = ^ - T ^ - / + 1). Comme §ί(2 C) est engendre par iV' et iV; on
Ύoit que Γisomorphisme de g5 sur (3q qui applique X sur τ0 et X>+s sur
£j θi-i Tt (0 < i ^ ^) est encore un isomorphisme quand on considere gs et
(Sq comme des espaces de representation de §1(2 C), et par suite aussi

-quand on les considere comme espaces de representation de SL(2 C;. Or
on voit facilement que les coefficients de la matrice qui represente φ^s(ζ)
par rapport a la base (τ0, ,τq) de ($)q s'expriment comme polynomes
homogenes de degre q a coefficients entiers en zu, zvh z2h z>χλ [On peut par
exemple observer que les formes de degre q a coefficients entiers dont toutes
les derivees partielles d'ordre q sont divisibles par q\ sont les combinaisons
lineaires a coefficients entiers des τ{\. L'existence de la matrice F?ss(Zπ, ZT2,
•Zsi, Z22) est done etablie et on voit que l'on peut supposer les coefficients
de cette matrice tous homogenes du meme degre.

Pour etablir Γexistence de la matrice Fr;0(Zu, Zvh Zn, Z*2), observons que
l'espace g0 est somme directe de gr et de Γespace If compose des If € ή tels
que r(H) = 0 (comme il resulte tout de suite de ce que r(Hr) = 2 * 0 ) .
Designons par φm

r;0(ζ) la restriction de φr;o(?) a gr; il est alors clair que
Γisomorphisme de §ί(2 C) sur gr qui applique N' sur X-r, D sur Hr et N
sur Xr est un isomorphisme quand on considere §1(2: C) comme espace de
la representation adjointe de SL{2; C) et gr comme l'espace de la represen-
tation φl;0. On en deduit les formules

φr(ζ)Ήr =

Έcrivons maintenant ,K = p*i7r + ίζ', ^ 6 if il vient alors

φr(ζ>Ά = 2ptZnZnX-r + 2piZ^ZλιHr — 2/)^u2i3X. + (2n2faa

<on se souviendra que 21.222 — ̂ 12221 = 1). Or on observera que 2pt est entier
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on a en effet 2ρt = r(Ht), et Ht est un co-poids. Comme Hr est une combi-
naison lineaire a coefficients entiers de Hi, . . . . , Hi, on en cone hit que les
coefficients de la matrice qui represente φr;o(ζ) P a r rapport a la base (Hi,
...., Hi, Xr, X-r) peuvent s'exprimer CDmme polynomes homogenes de degre
2 a coefficients entiers en les Ztj. L'existence de la matrice Fr;0(Zπ, Z12, Z >ι,
Z'2'j) est done etablie, et on voit qu'on peut supposer les coefficients de cette
matrice tous homogenes de degre 2.

Nous supposerons les matrices Fr;S} F r ; 0 choisies de telle maniere que
•chacune d'elles ait tous ses coefficients homogenes du msme degre. Soient

Z'Uf Z[2, Zϊ,v Z'n quatre nouvelles variables, et soit Ẑ f = 2fcsB]Zί*rZ^. Les coef-

ficients de la matrice

Fr siZύ, Zu, Z2[, Z2t) — Fr;s{Zn, Z12, Z r\, Z'> z)Fr;s(Zn, Z J 2, Z12, Z2 2)

sont des polynomes dont chacun est separement homogene par rapport aux
deux series de variables Zι$ et Zl}; de plus, ces polynomes s'annulent quand
on y donne aux arguments des valeurs zih zf

fJ telles que zuz*ι — z^z-n = 1,
z'nz

r,., — z\2z'n = 1. II en resulte tout de suite que CΞS polynomes sont identi-
<3uement nuls. La meme remarque s'applique a la matrice F r ; ϋ . On en conclut
que

(10) Fr(Zn, Zyλ, Z'ή, Z 2 p = Fr(Zu, Zia, Zai, Z22) Fr{Zn, Z[2, Z'Ά, Z2 2).

II est clair que

(11) FAX 0, T, 1) = Ar{T) , Fr(l, T, 0,1) = A-r{T).

Posons

J) «r =
Si y est Γespace, deja considere plus haut, compose des Hr € ΐ) tels que
r(ZΓ) = 0, ωr laisse les elements de if fixes puiaque ωr € Γr. Par ailleurs, il
resulte des formules ecrites plus haut que ωr Hr = — Hr Γautomorphisme
-ωr de 0 applique done Γespace ΐ) dans lui-meme. Soit 5 une racine quelconque
si nous posons s'(H) = s(ωrl H), on a [H, ω,. XJ = ^(fl) ωr Xs pour tout /Γ6
ί, on en conclut que la fonction sf est une racine et que ωr Xs est un element
radiciel attache a cette racine. Par ailleurs, ons.H= H' + (l/2)r(H)Hr avec H!
€ If, et par suite ω ' H = H* - (l/2)r(H)Hr = H- r(H)Hr, d'oύ s' = 5 - s(Hr)r:
e'est l'image de s par la symetrie wr par rapport a la racine r. La matrice
qui represente ωr par rapport a la base (Xb , Xv) de g est Fr(0,1, — 1,0),
qui est a coefficients entiers on a done ωr. Xs — ηsXWr(s), oύ ;̂5 est un entier.
Puίsqueωjest Pidentite, les entiers ηs sont tous egaux a ± 1. O n a ω Λ ί K : 1

= exp £(ad ωr Xs) = xw w(Vst), d'oύ la formule

(11) Fr(0,1, - 1, O^sίDF-XO, 1, - 1,1) = AWrw{v.T).

Enfin, si Z est une indeterminee, Fr(Z, 0,0, Z"1) est la matrice diagonale
dont le coefficient situe a Γintersectioin de la i-iέme ligne et de la /-ieme
•colonne est 1 si X% est Γun des elements Hi , Hi et est Zs{Hr) si Xt = X,.
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§111. Le groupe G.

Soit de nouveau β une algebre de Lie semi-simple sur le corps des
nombres complexes. Nous utiliserons au debut de ce § les meme notations
qu'aux §Γ, II. Nous designerons par Qz le groupe additif engendre par le
groupe j/t des co-poids et par les elements Xr pour toutes les racines r , nous
supposerons choisie une base (X{, , Xv) de ce groupe composee d'une base
(Hi, , Hi) de f± et des Xr. II est clair que le crochet de deux elements de
Gz est dans gz Oz peut done etre considere comme une algebre de Lie sur
Γanneau Z des entiers rationnels. L'ensemble gz depend de ί) et des elements
Xr mais il resulte tout de suite du theoreme 1, §1 que la structure d'algebre
de Lie de gz sur Z ne depend que de Q.

Soit maintenant K un corps quelconque, dont nous designerons quelquefois
Γelsment unite par lκ. Le produit tensoriel de groupes additifs K(x) β z admet
evidemment une structure d'algebre de Lie sur K nous poserons

H; = iκ®Hr, x; = iκΘxr, #* = U®HU X\ = u®Xt.
Les elements X[, , X*v f orment une base de $κ ΐ)κ s'identifie canoniquement
a un sous-espace de $κ et admet une base composee des elements H . L'espace
$κ est somme direct de ϊ)κ et d'un espace vectoriel admettant une base
composee des X*r pour toutes les racines r. On a

[#*,H;] = o ( i ^ i j ^ i ) \HIx;.] = KH^K
[XI, X*] = 0 si r + s n'est pas une racine

[X*r, X^] = Nr,sX*r+s si r + 5 est une racine.

II convient d'observer que Ton peut avoir [X*, X*s] = 0 meme si r -f- 5 est une
racine: e'est ce qui se produit si Nr,s est un multiple de la caracteristique
de K cette circonstance nq peut se presenter que si s — r est une racine.

LEMME 1. S/ r est une racine, Hr fait partie d'au moins une base de \&
on a HI =ί= 0 Ί)κ est sous-tendu par les HI (par toute les racines).

Pour etablir la premiere assertion, nous observerons que r fait partie
d'au moins un systeme fondamental de racines {au ,a{} de β (lemme 1, §1).
Or on sait qu'il existe des poids «] , . . . .,uτ de representations de $ tels que
Ton ait Ui(Haj) = Sij (1 ̂  i,j ^l)- ce sont les poids fondamentaux de E. Cartan
(Cf. [6], theorem 1, p. 30). Si m est un entier > 0 tel que w W ^ f t , et si
r = <Zι, on a 1 = muλ (m~ιH,), d'oύ m = 1 puisque Uι ne prend que des valeurs
entieres sur &. On sait qu'il en resulte que Hr fait partie d'une base de fc.
La seconde assertion du lemme 1 resulte immediatement de la premiere.
La derniere assertion resulte du fait que a est engendre par les Hr.

Cependant, il convient d'observer que, si r, s sont des racines lineairement
independantes, il peut fort bien se produire que H*r = H*s, bien que Hr, Hs

soient lineairement independants.
Soit X un homomorphisme du groupe additif Pr engendre par les racines

de cj dans le groupe multiplicatif K* des elements 4= 0 de if. Nous designerons
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par h{X) Γautomorphisme de l'espace vectoriel 0/rqui laisse fixes les elements
de ljκ et qui transforme X*r en X(r)X*r pour toute racine r. II resulte tout
de suite des formules ecrites plus haut que h(X) est un automorphisme de
Γalgebre de Lie QK. L'application X -> h(X) est un isomorphisme du groupe
des homomorphismes de Pr dans K* avec un groupe d'automorphismes de
Qκ; nous designerons ce groupe par ξ). Pour toute racine r, Ar(T) est une
matrice dont les coefficients sont des polynomes a. coefficients entiers en la
lettre T; si t € K, on peut substituer t a T dans les coefficients de la
matrice Ar(T) on obtient ainsi une matrice a. coefficients dans K, que nous
designerons par Ar(T). Nous designerons par x*r(t) Γendomorphisme de Γespace
vectoriel Qε qui est represents par la matrice Ar(f) relativement a la base
(XI ,Xl). II est clair que Ar(0) est la matrice unite; #*(0) est done
Γautomorphisme identique de $κ. II resulte de la formule (7), §11 que Γon a

x%t + t') = x;(t)x*r(f) V,fξK).

Par ailleurs, si les djk sont les constantes de structure de g relativement a
la base (Xh , X), les c<jk lκ sont celles de Qκ relativement a la base (XI,
...., X*v) il resulte alors de la formule (6), §11 et de la formule que nous
venons d'ecrire que Γapplication t -> x].(t) est un homomorphisme du groupe
additif de K dans le groupe des automorphism.es de Γalgebre de Lie QK. II
resulte de la formule (8), §11 que Γon a, si r et s sont des racines lineairement
independantes,

X*r-χt) = X](U) ΊLwtr

oύ le produit est έtendu aux couples d'entiers i > 0, j > 0 tels que ir + js
soit une racine, ces couples etant ranges dans un ordre tel que les ir -f js
forment une suite croissante de racines quand on munit Pr d'une structure
de groupe ordonne telle que r, s soient des racines positives.

Soit X un homomorphisme de Pr dans K*. Montrons que Γon a

h(X)x;(t)(h{X))-i = x*r(X(r)t).

Soit en effet H" la matrice qui se deduit de la matrice H introduite au §11
en y substituant aux arguments Zx, , Zι les valeurs X(aι\ , X(ai) , si on
fait cette substitution dans Zr, on obtient X{r) puisque X est un homomor-
phisme. Notre formule resulte alors immediatement de la formule (9), §11.

Soit maintenant

un element du groupe SL (2 K) des matrices de degre 2 et de determinant
1 a coefficients dans K. Nous designerons par φ*r(ζ) Γendomorphisme de
l'espace vectoriel gκ qui est represente, relativement a la base (X?ϊf...., X*v),
par la matrice Fr(Zu, zUy z2l, 222). II resulte des formules (11), §11 que

?

En particulier, φ* applique la matrice unite sur Γautomorphisme identique
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de β*. II resulte de la formule (10), §11 que

quels que soient ζ et ζ' dans SL(2 K). Faisant usage de la remarque terminate
du §11, on voit que, si z est un element =t= 0 de K, on a

,* (z 0 \

oύ Xr est l'homomorphisme de P r dans K* tel que %r(s) = zs(ffr) pour toute
racine s.

Nous designerons par ί l* la matrice

. - 1 * 0

de SL{2; K). Nous designerons par 9ΐ et 9ΐ' les sous-groupes de SL{2; K)
formes des matrices

(ί 0-C ΰ
respectivement, et par © le groupe des matrices diagonales de SL(2; K)m

LEMME 2. Le groupe SL(2 K) est reunion des ensembles disjoints Ίf)l et
9ΐί2*2)9ΐ Φ9ΐ = 91® est un groupe admettant 9ί comme sous-groupe distingue.
On a ίl*9ϊίl*" 1 = 51'. Le groupe SL{2; K) est aussi reunion des ensembles
disjoints 9ΐ'3)9ί et 9l'ί2*S9t = 0*2)9?. On a SL{2;K) = WQffll' 9Ϊ U 91' ^5ί un
ensemble de generateurs de SL{2 K).

On a, si a € Zf*, t € K,

(a 0 \ / I A = /« of V

il en resulte que Φ5Ϊ est Γensemble des matrices de SL{2 K) dont les
coefficients (2,1) sont nuls: c'est un groupe. L'application

(o U)*'
est manifestement un homomorphisme de ®9Ϊ sur le groupe ϋΓ*, et le noyau
de cet homomorphisme est 9ί, ce qui montre que 9Ϊ est un sous-groupe
distingue de 2)31, d'oύ 3>9ί = 9iΦ. On a

a t\f o i\/a o \ /l tf\^("at -att' + Λ~Λ
l A - 1 θAθ β-iAo 1/. V-Λ -αί' r

il resulte tout de suite de cette formule que 3ΪΩ*Φ9Ϊ n'a aucun element en
commun avec ©9ί et que, reciproquement, toute matrice de SL(2; K) qui
n'est pas dans ®9ϊ est dans 9ΐΩ*S)9ΐ. On a

/ 0 1\/1 A / 0 - 1 \ / 1 0\

(-1 oΛo i)( i o h ( - ^ i>
ce qui montre que ί2*9ίί2*~1 = 9ί'. Le groupe SL{2,K) est la reunion des
ensembles disjoints Ω*®91 et O*9ίί2*Φ9ΐ. Or on a ί2*Φ9ί = Ω*9iΦ9ί =
par ailleurs, on a ί l*" 1 = — Ω*, — S = 2), d'oύ Ω*9iΩ*2)9ί - Ω*9ΪΩ*"1
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Si 9ΐΩ*Φ9ί etait contenu dans Ω*Φ9ΐ, Φ9ΐ contiendrait 9ΐ'£9ϊ, et a
fortiori, 91', ce qui n'est manifestement pas le cas. Done 9ΐΩ*3)9ΐ rencontre

et Ω* appartient a ^-^'(Φ^CΦDΪ)-1 = 9ϊ9ΐ'Φ9ϊ; il en resulte que 9ΪΩ*
c: 9Wί3ϊ'Φ9ΐΦ9ϊ = 9Ϊ9Ϊ Φ9Ϊ = 9iΦ9ΐ'9ϊ (car on voit comme plus haut que 9l'φ

= ©9Ϊ0 C2 dernier ensemble, contenant aussi Φ9Ϊ, est identique a SZ(2 , K)
tout entier. Comrae Ω*9ΐΩ*"1 = 9ΐ', Ω * ^ * - 1 = ^Ω+ΦΩ*" 1 = Φ, on a aussi
SL(β K) = Ή'ϊWSΐ'. Pour montrer que 9ϊ U W est un ensemble de generateurs
de SL{2 K), il suffit de montrer que SD est dans le groupe engendre par cet
-ensemble e'est ce qui resulte de la formule

(a 0 \ / l 0\/l 1\/1 0\/l -a-Λ

\o a-1) U-'-i 1A0 i/W1 i/v> 1/
Ceci dit, il resulte des formules ecrites plus haut que les operations de

φ*(9t), Φ*(9Ϊ') sont des automorphismes de l'algebre QK. On en conclut que φ*
est un homomorphisme de SL(2 K) dans le groupe des automorphismes de
§κ. Faisant usage des formules etablies au §11, on voit que, si

•est une matrice quelconpue de SL(2 K), on a

Φ*Xζ) X*-r = zl2X*_r •

II resulte de ces formules que le noyau de φ* ou bien se compose de la seule
matrice unite I ou bien se compose de / et de — 7f

Nous poserons ω* = φ*(ίl*). Puisque la matrice ί2 est a coefficients entiers,
il est clair que ω* est le produit tensoriel de Γapplication identique de K et
de Γautomorphisme de gz induit par ωr. Or, il resulte immediatement des
definitions que Γoperation induite par ωr sur ϊj est la symetrie par rapport
a la racine r (cet element du groupe de Weyl etant considere comme operant
sur ϊj) , soit wr cette operation. On a done ωr(Iζs) = ^ r ( S ) pour toute racine
\s} et par suite ω*(H*s) = H*Wr{sy Par ailleurs, on sait que ωr transforme Xs en
VsXWris), ηs etant un entier egal a ± 1 il resulte de la formule (12), §11 que

ωX(t)ω*tr
ι = xlAs) (ηst) (tξK).

Nous allons maintenant modifier quelque peu les notations que nous
venons d'introduire. Les elements H\, ,H*l} H*y X* seront dorenavant
designes par Hu . . . . , Hi, Hr, Xr nous n'utiliserons done plus ces dernieres
notations pour designer les elements de Γalgebre de Lie complexe g qu'ils
designaient jusqu'ici. Cette regie souffre cependant une exception: si u est
un element du groupe P engendre par les poids, nous designerons encore
par u{Hr) la valeur que u prend en Γelement Hr de g. Cette notation ne
produira pas de confusion, car nous ne considererons jamais les elements
d e P comme des fonctions definies sur ή .̂ Les algebres QK et ΐ)κ seront designees
par g et ή tandisque Γalgebre de Lie complexe g sera designee par gc. Si t
<Ξ K, Γoperation x*(t) sera designee par xr{t) le groupe forme des xr{t) pour
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tous les t €L K sera designe par Xr. L'homomorphisme φ* de SL(2 K) dans,
le groupe des automorphismes de g sera designe par φr; Γoperation ω* sera
designee par ωr, la matrice Ω* sera designee par ί2.

Nous allons enoncer ci-dessous les proprietes deja acquises des objets
que nous venons d'introduire.

JOalgebre 1} est somme directe de ΐ) et d'un espace vectoriel qui admet une
base composee des Xr pour toutes les ratines r ϊj est engendre en tant qύ'espace
vectoriel par les Hr pour toutes les ratines r, et ces elements sont tous Φ 0. Si"
r, s sont des ratines, on a [Hr,ΆΪ= 0, [Hr, Xs] = s(Hr)Xs. On a [Xr, X-Λ = Hr.
Si r,s sont des ratines lineairement independantes, on a [Xn Xs] = Nr,sXr+s si
r + s est une ratine; et Nr,s = ± (P + 1) si p est le plus grand entier tel que
s — pr soit une ratine si r Λ- s nest pas une ratine, on a [Xr, Xs] = 0.

Les operations de Hr sont des automorphismes de % et t -> xr(t) est un.
epimorphisme du groupe additif de K sur 3c,.. On a

(1) X^tyX-r = X-r + tHr ~ f2Xr ', Xr{t)Ήr =• Hr ~ 2tXr ',

et, si s est une ratine lineairement independante de r,

(2) Xr(t) Xs - Xs ^ 1

oύ q est le plus grand entier tel que qr + s soit une ratine et oύ les entiers:
Mr,s,ί sont definis par les formules

(3) Mr^t - (il)-1U)ll

0 Nrjr+s.

Si r et s sont des ratines lineairement independantes, on a

(4) Xr{t)Xs(u)x;\f) - XΛ(U) Π i,3Xir+JS {Ptytr^yf) (ί, U € K)

oύ le produit est etendu aux couples (i, j) Rentiers > 0 tels que ir + js soit une
ratine, ces couples etant arranges dans un ordre tel que les ratines ir + js
forment une suite croissante relativement a une structure de groupe ordonne
sur Pr pour laquelle r et s sont positives. L?s dy,r,s sont des entiers et on a

(5) C i I ; r ,, = ΛfΓ|M Ciy>r,s - ( - iyMSχJ

Si a tout homomorphism X de Pr dans le groupe K* des elements =t= 0 de
K on fait correspondre Γautomorphisme h(X) de Γespace Q qui laisse fixes les
elements de ϊ) et qui trans for me Xr en X{r)Xr pour toute ratine r, on obtient
un isomorphisme du groupe des homomorphismes de Pr dans ϋΓ* sur le groupe
ξ) d}automorphismes de g. Si r est une ratine et t € K, on a

(6) h{X)xr{t)h-KX) = Xr(X(r)t).
Lapplication φr est un homomorphisme de SL(2 K) sur un groupe d*auto-

morphismes de g. On a

= x.r{t), Φ r (J J) =
Si ωr = φr(Ώ), on a ωr Xs = ysXwr(s) pour toute ratine s, wr etant la symetrie
par rapport a la ratine r et ηs un nombre egal a ± 1. On a ωr{Hs) = HWr{»).
et ωrXsω~ι = Xu r{s). On a, si z est un element =*= 0 de K,
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ΌU Xr est Vhomomorphisme de Pr dans K* tel que Xr(u) = zui-H*> pour tout u € Pr>

Nous designerons par G le groupe engendre par ξ) et par tous les groupes
Xr; les operations de G sont done des automorphismes de g. II resulte
immediatement du lemme 2 que φr{SL(2 , Kj) est contenu dans G, quelle que
soit la racine r.

II est facile de montrer que la structure du groupe G ne depend que de
celle de Γalgebre semi-simple complexe dont nous sommes partis (et, bien
entendu, du corps E) nous ne donnerons pas ici la demonstration detaillee
de ce fait, pour ne pas alourdir Γexpose.

LEMMA 3. Soit SB le groupe engendre par $ et par les elements ωr, pour
toutes racines r. II existe alors un epimorphisme ζ et un seul de SB sur le groupe
de Weyl W qui possede la propriete suivante: si ω ζ SB et w = ζ(ω), on a
<o Xr € KXw(r) pour toute racine r. On a alors ωϋrω'1 = 3ίω(r), et

ω h(X)ω-i = h{X')

pour tout homomorphisme X de Pr dans A*, ou X! est Vhomomorphisme de Pr

dans K* defini par X\r) = X(w~ι(r)) pour toute racine r. Le noyau de Vhomo-
morphisme ζ est ξ).

II est clair que tout element qui est soit Γun des ωr soit un element de §
permute entre eux les sous-espaces KXr de g. II existe done un homomorphisme
ζ de 2B dans le groupe des permutations des racines tel que ω Xr € KXwM

pour toute racine r, si ω 6 3S et ζ(ω) = w. Si h € ©, on a h'Xr € KXr pour
toute racine r, ce qui montre que ξ) est contenu dans le noyau de ζ. II est
clair que ζ(ωr) est la symetrie par rapport a la racine r f(3B) est done le
groupe engendre par les symetries par rapport aux racines, e'est-a-dire le
groupe de Weyl. Soit ω un element quelconque de ΪB et soit w = ζ{ω). Soit
5 une racine quelconque. Les formules

CO XsCύ'1 = Λ W ( S ) Cύ Hs = Hw(s~)

sont vraies si ω est Γun quelconque des elements ωr ou est un element de
© elles sont done vraies pour tout element de SB. Soit X un homomorphisme
de Pr dans K* soit s' = w^s) on a

oύ c est Γelement de ϋΓ tel que ω X8' = cXs. Par ailleurs, il resulte de la
formule ω Hs = J5Γ«,(ί) que ω permute entre eus lex elements de ϊ), done que
ωh(X)ω~ι laisse les elements de ί) fixes; on a done bien ωh{X)ω~1 = K%0, oύ
%' est defini comme dans Γenonce. Cette formule prouve que § est un sous-
groupe distingue de SB. Soit maintenant ω un element du noyau de ζ. Pour
montrer que ω ^ ξ>, il suίfit evidemment de montrer qu'il en est ainsi dans
le cas oύ ω peut s'ecrire comme produit d'un certain nombre d'elements ωr.
Or on a ωr Xs = ± XWr^} si wr est la symetrie par rapport a la racine r ,
on a done ω Xs = c(s)J£s pour toute racine 5, c(s) etant egal a ± 1. Par ailleurs,
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il resulte de la formule ω Hs = /Loo que ω laisse les elements de Ij fixes. Si
K est de caracteristique 2, ω est Γidentitέ, et notre assertion est vraie dans
ce cas. Supposons done que K ne soit pas de caracteristique 2. Pour toute
racine r, on a [Xr, X-r] — Hr; ω etant un automorphisme de g, et i ί etant Φ
0, il en resulte que c{r)c{ — r) = 1. Soient maintenant r et s des racines telles.
que r + s soit une racine. II resulte de la formule [Xr, Xs] = Nr,sXr+s et du
fait que ω est un automorphisme de g que c(r)c(s)Nr}S = <\r + sWΓ|ί, d'oύ φ
-t- s) = c(f)c(s) si -ΛΓr,* n'est pas divisible par la caracteristique de K. Or, Nr,s
= ±(p + 1), oύ p est le plus grand entier tel que s —pr soit racine , et, r 4- s

etant une racine, o n a ί g 2 . Si done ΛΓr,s est divisible par la caracteristique
de K, cette derniere est 3, et 5 — 2r est racine. II en resulte que 5 + 2r =
(s + r) — ( — r) n'est pas racine, done que N-r?r+ί = ± l e t φ + r)c( — r) =
c(s) comme c( — r) = (c(r))"1, la formule c(r + s) = c(r)c(s) est vraie dans tous
les cas. Soit maintenant F = {α., , ai} un systeme fondamental de racines,

et soit r = 2 i - i ^ ί Λ ί u n e r a c i n e ^ 0 H existe alors une suite finie (TΊ, , rΛ)
de racines telle que rxQF, n — r<-i € F (2 < f S ft) et rΛ = r (lemme 4, §1).
Comme c(n) = < n - ι M n ~ n-i) ( 2 < f ^ ^ ) , on en deduit tout de suite que

c{r) = Πz=1(c(«ί))ei. Soit % Γhomomorphisme de Pr dans if* tel que X(at) =

c(βί)(ί = 1, , ̂ ) (on. se souviendra que les at forment une base de Pr) on a
done X{r) = c(r) pour toute racine r > 0, et par suite aussi pour toute racine
r, en vertu de la formule c(r)c{ — r) = 1. II en resulte que ω = /i(λ:), ce qui
acheve la demonstration du lemme 3.

Nous supposerons dorenavant choisie une fois pour toutes une structure
reguliere de groupe ordonne sur Pr. II correspond a cette structure un
systeme fondamental de racines les racines de ce systeme seront appelees
les racines fondamentάίes. Nous designerons par U (resp.: S) le sous-groupe de
G engendre par les groupes %r relatifs aux racines r positives (resp. :
negatives).

LEMME 4. Le groupe G est engeyidre par le groupe ξ> et les groupes #α,
36 _α pour les racines fondarnentales a.

Soit Go le groupe engendre par ξ) et par les λ'α, ^-α. Π resulte du lemme
2 que, pour toute racine fondamentale a, #α U #-α est un ensemble de
genέrateurs de φa(SL{2 K)) on en conclut que ωa € Go. L'image de Go Π 2S
par ζ contient done les symetries par rapport aux racines fondamentales
or ces dernieres engendrent le groupe de Weyl W. On en deduit que ζ(G0 (]
3B) = W, et par suite que 2δ c Gϋ} puisque le noyau ξ> de ζ est dans Go. Soit
r une racine quelconque puisque r appartient a au moins un systeme
fondamental (lemme 1, §1) et puisque les systemes f ondamentaux sont permutes
transitivement entre eux par les operations du groupe de Weyl, il y a un
Mi^Wet une racine fondamentale a tels que w(a) = r. Soit ω un element
de $3 tel que ζ(ω) = w on a ωXαω"1 = Xr, d'oύ %r cr Go puisque ω € Go, le
lemme 4 est done demontre.

Pour toute entier m > 0, nous designerons par Um le groupe engendre
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par les Xr pour les racines r > 0 de heuteurs > m.

LEMME 5. Le groupe Um est un sous-groupe distingue de U. Si m, tri sont
des entiers > 0, le commutateur dun element de ilw et de Wm> est dans Uw+Wi'.
En particulier, Um/Um+i est dans le centre de

Soient r une racine de hauteur 2; m et s une racine de hauteur > nϊ; il
resulte immediatement de la formule (4) et du fait que la hauteur de la
somme de deux racines est la somme des hauteurs de ces racines que xr{t)
xs(u)x;\t) = x8(u)z, avec unz € VLM+m'. En particulier, on a xr(t)xύ{u)χ-χt) € Vίm',
et il en resulte que VLm' est un sous-groupe distingue de II. Par ailleurs, il
resulte de notre formule tout d'abord que xxs(u)x~1~xs(u) (mod lίm+m/-) pour
tout x C Vίm, puisque xx'x~ι =s χr(τaoά U?Λ+Wl>) pour tout x ^ Vim et tout A/ €
Um'. La derniere assertion du lemme 5 resulte immediatement de Γavant
derniere.

LEMME 6. Tout element x de it se met dune maniere et dune seule sous la

forme x- YLrXr(tr), le produit etant etendu aux racines r > 0 rangees par

ordre de grandeur croissante et les tr etant des elements de K, si m est un

entier > 0, une condition necessaire et suffisante pour que x €Ξ Mm est que tr = 0

pour toute racine r de hauteur < m.

Soit / Γelement unite de G il est clair que Um = {/} pour m assez grand.
Nous montrerons par recurrence descendante sur m que tout element de Um

se met d'une maniere et d'une seule sous la forme I I r Xr(tr), le produit etant
etendu aux racines r de hauteurs => m arrangees par ordre de grandeur
croissante et les tr etant des elements de K. Notre assertion est vraie pour
m assez grand. Supposons la vraie pour m + 1. II resulte immediatement du
fait que Um/Um+ι est un groupe abelien et de ce que les 3£r sont des groupes
que tout element x de Um se met d'au moins une maniere sous la forme
voulue. Soit u Pespace vectoriel sous-tendu par les Xr pour les racines r >
0. II resulte immediatement des formules (1), (2) et du fait que ϊ) est sous-
tendu par les elements Hr que xf(\x) c: 11, x' H Ξ= //(mod u) pour tout JC' ζ 11 et
tout Hξΐ). Soit r une racine de hauteur m. Si s est une racine de hauteur
> m, il resulte de la formule (2) que x8(t)*X-r==X-r(mod u) pour tout t € K.

Si s est une racine de hauteur m mais Φ r, s — r n'est pas une racine , en
effet, la somme des coefficients de Γexpression d e s - r comme combinaison
lineaire des racines fondamentales est 0, et ces coefficients ne peuvent par
suite etre ni tous 2> 0 ni tous < 0, ce qui demontre notre assertion. Enfin,
on a xr(ty X-r=X-r + tHr (mod u)(par la formule (1)). II resulte de la que,

si x = ΐίsXs(ts)(le produit etant etendu aux racines 5 > 0 de hauteurs > m,
rangees par ordre de grandeur croissante), on a x. X-r = X-r -f trHr (mod u).
La somme KX-r + KHr + u etant directe, et Hr etant Φ 0, on voit que tr est
univoquement determine par la donnee de x. La structure de groupe ordonne
que nous avons choisie sur Pr etant supposee reguliere, toute racine de
hauteur m est inferieure a toute racine de hauteur >m; on a done x~
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ll8Xs(ts) Tίs Xs(ts), le produit H etant etendu aux racines de hauteur m,

rangees par ordre de grandeur croissante, et le produit I I aux racines de

hauteurs > rn, rangees par ordre de grandeur croissante. Appliquant l'hypo-

these inductive a l 'element(H ? xs{ts))~ι x ^ Um+1, on voit que les ts relatifs

aux racines 5 de hauteurs > m sont egalement determines de maniere unique

par la donnee de x. Le lemme β est done demontre.
Les notations etant celles du lemme 6, nous poserons

Tr{x) = tr.

Les Tr sont done des functions sur U a valeurs dans K, et VLm se compose
des x € U tels que Tr{x) = 0 pour toute racine r > 0 de hauteur < ?n.

LEMME 7. Si a est une racine fondamentale, Ta est un epimorphisme de
U sur le groupe additif de K.

Cela resulte immediatement du fait que U/U3 est abelien. Nous designerons
le noyau de Ta par UV

LEMME 8. Si r est une racine positive, a une racine fondamentale Φ r, i
un entier {de signe quelconque) et s un entier > 0 tels que ίa 4- jr soit une
racine, cette racine est positive. Si y 6 3ί-α, on a y\Xoy~ι = Πα.

Soient a = a{ΐ), a(l) les racines fondamentales, et r = 'Σ!c=ι cka(k).
Tenant compte de ce que r Φ a et de ce que ca n'est pas une racine s i c *
rt 1, on voit quJil y a au moins un k > 1 tel que ck > 0. Comme le coefficient
de a(k) dans Fexpression de ia + jr comme combinaison des racines f ondamen-
tales est jck) il en resulte que ia +jr>0. On a d'ailleurs ia + jr =t= a,
puisque a et r sont lineairement independantes. II resulte alors de la formule
(4) que, si y € X-α, yXrίfft'1 € Vίa pour tout t € K; ceci demontre la seconde
assertion du lemme 8.

LEMME 9. L'ensemble £>U = U ̂  est un groupe contenant U comme sous-
groupe distingue.

Cela resulte immediatement de la formule (6).

LEMME 10. On a G = U2BU.

Faisant usage du lemme 4, on voit qu'il suffit de montrer que zU2ΰll c:
U9B11 si z est un element de Pun des groupes £), 3£« ou 9c_α, a etant une racine
fondamentale. Si z € €>, cela resulte du lemme 9 et de ce que £>2B = ϊδ. Si
z € 36α, e'est evident car z II = 11 dans ce cas. Reste a considerer le cas oύ
z € X-α. On a II = U A , et par suite 9£_«U = VίaX-a£a (lemme 8). II suίϊira
done de montrer que, si jy € %-σ, x €: 36α, ω € 923, yxω appartient a U3SU. II
resulte du lemme 2 et du fait que φ«(Φ) c ξ> que ^Λ: appartient a Γun des
ensembles 9£α©, Xαωα$Ko = 36αξ)ωc$α. Notre assertion est evidente si yx € 3£α©.
Sinon, nous distinguerons deux cas suivant que w~ι{a) > 0 ou w~\d) <0, w
etant f (ω). Dans le premier cas, on a 3cαω c: ωll, et yxω € #αξ)ωα ωll cz U28U.
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Dans le second cas, nous ecrirons ω = ωaω', ω' £ 2B, d?oύ w'-ι{a) = — w'\d)
> 0. L'element yxωa appartient soit a Xα© soit a XaξϊωaXa, et la demonst-

ration s'acheve comme dans le cas precedent.

LEMME 11. Supposons Vensemble E des ratines positives decompose en deux
ensembles disjoints Er, E" tels que, si la somme de deux ratines de Er {resp. .
En) est une ratine, cette ratine soit dans Ef (resp:Erf). Soit 11' {resp.: U")
Γ ensemble des x^U tels que Tr{x) = 0 pour tout r € E" {resp. . r <e E') W et
U" sont alors des groupes, et on a 11 = lWt".

Nous poserons, pour tout k > 0, II; = E, Π U', lζ' = 11, Π U". Nous allons
montrer que U'k et 11*/ sont des groupes et que ltfc = 11^ ' . Nos assertions
sont certainement vraies si k est assez grand. Supposons les vraies pour
k + 1. Soient r une racine de hauteur k appartenant a E' et s une racine de
hauteur Ή i> k appartenant a E'. Montrons que, si i, j sont des entiers > 0 tels
que ir + js soit une racine, cette racine est dans E'. C'est evident si / + j
= 1, et cela resulte du lemme 3, §1 dans le cas general en procedant par

recurrence sur i Λ j. On a done xr(t)xs(u)x~\t) ΞΞΞ χs(u) (mod U^+1) quels que
soient t et u dans K. On en conclut d'abord que 3έrU +̂1 est un groupe,
contenant ll'k+ι comme sous-groupe distingue, puis que, si r et s sont toutes
deux de hauteur k, xr(t)xs(u) = xs(u)xr(t) (mod Uk+1) . il en resulte immediatement
que Ufc est un groupe. On voit de raeme que U^ est un groupe. Le groupe
Ut/U +i etant abelien, il est clair que 14 = I^U 'IU-M comme Ub+i est distingue
dans le groupe engendre par Ufc' et U^+l} on a 14 = U^+ill^' = U^U^^^iU/
= U^U;'. Le lemme 11 resulte immediatement de la.

On notera que Ur (resp.: Ur/) est le groupe engendre par les Xr pour r €
£'(resp. : r € £'')•

LEMME 12. Les notations etant celles du lemme 11, supposons de plus
donnee une autre representation de E comme reunion de deux ensembles disjoints
E\, E/ tels que si la somme de deux ratines de E[ {resp. . Eί) est une racine,
cette racine soit dans E[ {resp.: E['). Soit U{ le groupe engendre par les 36r pour
r € E[. Si U; et U' sont conjugues dans It, Us sont egaux, et E[ = E'.

Soit x un element de It tel que xU'x1 = U[. Si r est une racine de E\
on a xxr{l)x~ι € U[. Mais cet element est == xr{l) (mod U?,+1), si k est la hauteur
de r, d'oύ Tr{xXr{V)X~ι) - Tr{xr{l)) = 1 (car nous supposons que la structure
d'ordre sur Pr est reguliere) , cet element etant Φ 0, on a r € E[. Puisque
x~ιVi[x = Ur, on voit de meme que E[ a E', d'oύ E[ = E\ E[' = E7', U; = IT.

SI ^ est une operation du groupe de Weyl, nous designerons dans ce
qui suit par E'w (resp.: E'w) Γensemble des racines r > 0 telles que w{r) > 0
(resp.: w{r) < 0). II est clair que E'ιc, E"υ sont disjoints, que leur reunion est
Γensemble de toutes les racines > 0 et que si la somme de deux racines de
Ew (resp.: E'^) est une racine^ cette racine est dans E'ω (resp.: E^). Nous
designerons par U[υ (resp.: U'w) le groupe engendre par les Xr pour r € Ew

{resp.: pour r € E'w). II resulte alors du lemme 11 que Ww et U^ n'ont que
leur element unite en commun et que
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De plus, nous choisirons un systeme de representants des classes de 2δ
modulo ξ), et nous designerons par ω{w) celui de ces representants pour
lequel ζ(ω(w)) = w, w etant une operation du groupe de Weyl. II est clair
que

ω(w)Uw(ω(w)Yί a U, ω (μ>Wή(ω (w)Yί a SB.

LEMME 13. L?s groupes £>ll et $ rtont que leur element unite en commun
il en est de meme des groupes «£} et U.

Soient h,x, y des elements de ξ), U, 2> tels que hx = y. Soit ^ une racine
> 0; designons par £ l'espace vectoriel engendre par les Xs pour les racines

s > r et par t) l'espace vectoriel engendre par ϊj et par les Xs pour s < r.
Soit £ un element de K; il est clair que, si 5 est une racine > 0, xs(t) applique
E dans lui-meme et applique Xr sur un element qui lui est congru modulo £
on a done x. Xr ΞΞ Xr(mod £). Comme $ est applique dans lui-meme par les
elements de ξ), on a /b; Xr = /z X (mod £). Par ailleurs, si s est une racine
< 0, on a xs(tX$) c: t) et ^(ί) applique Xr sur un element qui lui est congru

(mod t)) on a done y Xr = Xr (mod xf). Or, la somme t) + KXr + ^ est directe,
et h Xr appartient a ϋΓX. On en conclut que x Xr = y Xr = ^ Xr = Xr. On
voit par un raisonnement entierement analogue que ces formules sont encore
vraies si r est une racine < 0. Comme on a Hr = [Xr, X-r] et que les elements
h, x, y sont des automorphismes de Q, ces operations sont toutes egales a
Γautomorphisme identique, ce qui demontre le lemme 13.

THEOREME 2. Le groupe G est la reunion des ensembles Vίξ)ω(w)Vί'ή, ou w
parcourt les elements du groupe de Weyl. Ces ensembles sont mutuellement
disjoints^ un element de U§ω(tt/)U^ ne pent se mettre que d'une seule maniere
sous la forme xhω{tv)xf', aυec x € U, h € £), x" € ^wm

II resulte du lemme 10 que G est la reunion des ensembles Uξ>ω(w)Vί =
U & ω ^ l l ; ^ . Or, o n a ω W U X w ^ c l I , et, en vertu du lemme 9, H©U
= Uξ) G est done la reunion des ensembles Uξ)ω[w)Vί'ύ. Supposons que xh

ω{w)xn = X\h\ ω{w\)x[\ oύ ΛΓ, xx sont dans It, /z, hi dans ξ), ti;, ̂ i dans le groupe
de Weyl et x" € U ,̂ ΛΓ{7 € U^ soit 2 = xh ω (w)x". Cherchons les elements
u € II tels que zuz'1 6 U. Pour qu'il en soit ainsi, il ifaut et suffit que le
transforπie de x"ux"~1 par ω(w) soit dans U, puisque (xfyWίxh)'1 = II (lemme
9) or xf'ux"-γ est dans II et peut par suite se mettre sous la forme u'u", uf

<Ξ Ww, un € Ujό. Son transforme par ω(w) est (ω (w)t/(ω (w))-1) {ω{w)ur\ω{w)Y1),
et Γelement ω(w)u(ω{w)Yι est dans U; il est done necessaire et suffisant que
ω{w)u\ω{w)Yι soit dans II. Mais cet element est dans Si; tenant compte du
lemme 13, on voit que u" doit etre Γelement unite, e'est-a-dire que x"uxtr~ι

doit etre dans Vίw, ou encore que u doit appartenir a x"-~1Vίf

Utx". On a x"'1

Viwx" = Λ Γ ; ' - 1 ! ! ^ ' , et les groupes U'w, U^ sont conjugues dans U. II resulte
du lemme 12 que cela implique E'w = E ^ , £^' = fi1^. Soit r une racine > 0
quelconque. Si w~\r) > 0, on a w'Kr) € ^ = E^ , et par suite (ww^ir)



SUR CERTAINS GROUPES SIMPLES 43

> 0 , si w~1(r)<0, on a - w'Kr) € E'ή = E'ήx et par suite ( M W 1 ) ( r ) > 0.
Done Γoperation wiw"1 du groupe de Weyl permute entre elles les racines.
positives on sait qu'il en resulte que wγw

ι est Γidentite (§1, IX), d'oύ W\ =
w. Posons y = ω{w)x'\ω{w))~1, yv = ©(ttφfί'CωCw;))-1 , .y et JΊ sont done dans 33,
et on a xhy = Xιh,yh ά'ouixJiiY^h — y^y1. Le membre de gauche de cette
formule est dans ©It (lemme 9), et celui de droite dans 33 , les deux membres
sont done egaux a Pelement unite (lemme 13). On a done y = yh d?oύ x" =
#/. Par ailleurs, on a ΛΓ Î = xh, d'oϋ ΛΓ"1^ = hh^1 et par suite # = Xi, h =
&i en vertu du lemme 13. Le theoreme 2 est done demontre.

CoROLLAiRE 1. Le groupe G est la reunion des ensembles ϊ&!Qω{w)VLw, ok w
parcourt les elements du groupe de Weyl ces ensembles sont mutuellement
disjoints, et un elements de sϋ$ω(w)Vίf

w ne se met que d'une seule manίere sous
la forme yhω(w)x,y ζ$},hζ ξ), x' € Uw.

Si a decrit Γensemble des racines fondamentales, il est clair que Γensem-
ble des — a est encore un systeme fondamental de racines comme deux
systemes fondamentaux peuvent se transformer Pun en Pautre par une
operation du groupe de Weyl, on voit qu'il y a un element zυ0 du groupe de
Weyl qui change toute racine positive en une racine negative. Si w est une
operation quelconque du groupe de Weyl, posons w = wow *, il est alors
clair que E'w* = E'ή, E'ή* = Ew. Le groupe ξ) etant un sous-groupe distingue
de 2B, on a &ω(w) = ω (wo)ξ) ω(w*) par ailleurs, il est clair que (ω^o))"1!!
ω(w0) est 3S. On conclut alors du theoreme 2 que G est la reunion des
ensembles ω{wo)^Qω{w¥)\Xw

¥, oύ w* parcourt les elements du groupe de Weyl
de plus, ces ensembles sont mutuellement disjoints, et un element de ω(tυ0)
SSφωCw OlΓ̂ * ne se met que d'une seule maniere sous la forme ω(wo)yhω{zv*)
x\ avec y € 33, h € £>, xr € U ^ ceci demontre le corollaire 1.

CoROLLAiRE 2. Le normalisateur de U est U|).

Nous savons deja que ce normalisateur contient Uξ>. Soit z un element
du normalisateur de II; soit z = xhω{w)xf', x € U, h € ©, x" € U ,̂ w etant
une operation du groupe de Weyl. II est alors clair que ω(w) appartient au
normalisateur de II. Or, ω(ιv)Ίίr{ω(ιv)yι est %w<r) puisque U Π 33 ne contient
que Γelement unite, 36ZU<» ne peut etre contenu dans ϊ$ si r > 0, d'oύ alors
w(r) > 0. L'operation w, qui transforme toute racine positive en une racine
positive, est Γidentite, d'oύ ω(w) € ξ), et par suite z € II©.

Nous appliquerons les resultats precedents au cas oύ le corps de base
K est le corps des nombres complexes. Le groupe G est alors un groupe
semi-simple complexe, d'ailleurs isomorphe a son groupe adjoint. Designons
par G/ξ) l'espace homogene des classes a droite de G modulo ξ), et par TΓ
Γapplication canonique de G sur G/£). II resulte alors du theoreme 2 que
G/ί) est la reunion des ensembles disjoints τr(Uω(w;)ll̂ ), oύ w parcourt lea
elements du groupe de Weyl, et que, pour w donne, Γapplication {x, x") ->
7t\Xω(

κw)x") de II x U^ dans G/© est injective. Cette application est evidemment
continue rnontrons que e'est un homeomorphisme. On peut ecrire xω(w)x 'J
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) ' 1 * ω{w\ et ω\w)x"(ω{w))~ι appartient a. 33. L'operation de
translation a. droite par ω(w) dans G/D etantun homeomorphisme, il suffira
d'etablir que Γapplication (x, y) -> π(xy) de U x 33 dans G/£> est un homeomor-
phisme de it x S3 sur une partie de G/ξ). Or, tout point (%JΌ) de II x 33
possede υn voisinage ouvert A dans U x 25 dont Γ adherence A est compacte.
P a r ailleurs, il resulte du lemme 13 que Γapplication (x,y) -> π(xy) est injective

elle induit done un homeomorphisme de A, et par suite de A, sur une partie
de G/ξ). Par ailleurs, G/© et U x 33 sont des varietes de meme dimension
Γimage de A dans G/®, qui est homeomorphe a un ensemble ouvert, est
done ouverte, ce qui montre que Γapplication (x, y) -> π{xy) transforme tout
ensemble ouvert en un ensemble ouvert, et est par suite un homeomorphisme.
On sait par ailleurs que G admet un sous-groupe compact maximal GG qui
contient un sous-groupe compact maximal ©c de ξ> et qui possede la propriete
suivante: il existe un sous-groupe ξ>a de ξ) (isomorphe au groupe additif
d'une espace vectoriel) tel que tout element z de G se represente d'une
maniere et d'une seule sous la forme du produit d'un element de U|)α = $αll
par un element de Gc de plus, les deux facteurs du produit dependent
continument de z ([8], lemme 3.11, p. 525). Si x" € Uw', nous pouvons done
trouver un x € U et un seul tel que π{xω{w)x") appartienne a ξ)Gc/ξ>. L'ap-
plication φιυ: x" -> π{xω(w)x") de W,'υ dans &Gc/$0 est un homeomorphisme. De
plus, &Gc/ξ) est la reunion des ^ . ( l O pour tous les w du groupe de Weyl.
Or, designons par N le nombre des racines > 0 et par N(w) le nombre
des racines de E'^. L'espace U'̂  est alors homeomorphe a R ̂ w (on sait en
effet que tout groupe lineaire sur le corps des complexes dont Γalgebre de
Lie se compose d'operations nilpotentes est homeomorphe a. un espace
euclidien). On en conclut que Γespace homogene Gc/&c des classes a droite
de Gc modulo son sous-groupe toroidal maximal £>c se trouve decompose en
"cellules" mutuellement disjointes dont chacune est homeomorphe a un espace
R2ΛΓ(W). Les dimensions de ces cellules etant paires, un raisonnement topo-
logique facile (dans lequel nous n'entrerons pas ici) montre que le polynome
de Poincare de Gc/&c est

Soit par ailleurs PG(T) le polynome de Poincare de Gc, et soit / son rang.
On sait alors que

P(T) = PcΛT){T-l)-1;
on obtient done la formuie

Cette formule permet de retrouver (par une methode assez compliquee que
nous n'exposerons pas ici) les nombres de Betti des groupes simples excep-
tionnels.

Considerons maintenant le cas ou K est un corps ίini. Nous designerons
sa caracteristique par p et son nombre d'elements par q. II est clair que
tout element different de Γelement unite de Γun quelconque des groupes ϋr

est d'ordre p, et que tt, 33 sont d'ordre qN (rappelons que nous designons par
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N le nombre des racines > 0); le groupe HZ est d'ordre q^w). Le groupe &
est isomorphe au groupe des homomorphismes de Pr dans le groupe multi-
plicatif des elements =f= 0 de K; ce dernier etant cyclique d'orde q~l, et Pr

admettant une base de / elements (/ etant le rang de g), © est d'ordre
(q — iy. L'ordre de G est done

On notera que N{w) = 0 si (et seulement si) w est Γelement unite du

groupe de Weyl,- on a done 2 W T F # V ( M ; ) = l(mod q), et on en conclut que

U, 3? sont des groupes de Sylow de G.

Soit par ailleurs p' un nombre premier qui divise q — 1, mais qui ne

divise pas l'ordre [W] du groupe de Weyl. La formule *Σw.wQ
Λ?iw) = Wl

(mod q — 1) montre que pr ne divise pas 2U>CTF#V(W;)* ®n e n conclut que, si q
est la plus haute puissance de pf qui divise q — 1, les groupes de Sylow pour
pf sont des produits de / groupes cycliques d'ordre q': ils sont abeliens.

Supposons toujours le corps K ίini, et soit K un sur-corps de K de degre

fini sur K; le groupe de Galois de K/K est alors engendre par un certain

automorphisme σ. Soient G, S, ξ), U les groupes construits au moyen de K
comme G, 33, «£>, Π Γont ete au moyen de K. Ce sont des groupes d'automor-
phismes de Γalgebre g^ que Γon peut identifier a Γalgebre deduite de q par
extension a K du corps de base. Nous la designerons par gΰ On peut f aire
operer σ sur Q de telle maniere que σ. (X + Y) = σ X + σ F pour X, Y € g,
σ X-Xs\Xζ: g, σ {aX) = (σ- #)(σ- X)si ^ ζ K, X ζ g. Pour tout endomorphisme

£ de 0 (considere comme espace vectoriel sur jfiO, nous designerons par E*

Γendomorphisme defini par Eσ X~ σ E{σ~ι X). Si r est une racine, nous-

designerons par Ίcr{jt) (oύ 7~€ 5") Γelement de G defini de la meme maniere

que xr{f) Γa ete dans G. II est alors clair que x~r(σ Ίj = (^r(0)σ Pa^ ailleurs,

si t ζ K, xr(t) est Γautomorphisme de q qui prolonge #r(/). Soit X un homo-

morphisme de Pr dans le groupe multiplicatif des elements =t= 0 de K] et soit

h(X) Γautomorphisme de IT qui applique Xr $MrX{r)Xr pour toute racine r et

laisse invariants les elements de ί). Si on designe par Xσ Γhomomorphisme-

de Pr defini par Xσ{r) = σ X(r) pour toute racine r, il est clair que ti(Xσ) =

(^(X))'. Si %(Pr) est contenu dans K, h(X) est le prolongement a ĝ  d'une

operation de «£). II est clair que Γapplication E -> Zsσ transforme chacun dea

groupes ϊϊ, «£), S, done aussi G, en lui-meme de plus, les elements de II (resp. r

ξ), SJ) qui sont laisses fixes par cette application sont ceux qui prolongent

des operations appartenant a U (resp. ξ>, 9i). Soit reciproquement z un element

de G tel que zσ = 57 II est alors clair, en vertu du th. 2 qu'il existe un element

x de H, un element h de H, une operation w du groupe de Weyl et un element
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~x" du groupe fl^ defini dans Gcomme 11̂  la ete dans G tels que 7= xhω

(w)x", ω(w) designant ici Γoperation de G qui prolonge Γoperation de G deja

represented par ce symbole; de plus, ces elements sont uniquement

determines. Or, on a {ω(w))σ = ω(w), et ( ΐ θ σ = ίt^. On en conclut que ~x? =

x, hσ = h, Έtσ = *", et par suite que "5 prolonge une operation de G. Le groupe

G est done isomorphe au groupe des operations de G inυariantes par Vautomor-

phisme z->zσ de ce groupe.
Soit pf un nombre premier different de la caracteristique p de K et ne

divisant pas Γorder du groupe de Weyl. On peut alors choisir K de telle
maniere que son nombre d'elements ([ soit == 1 (mod p'). Un groupe de Sylow
de G pour p' etant isomorphe a un sous-groupe d'un groupe de Sylow de G
pour p', on voit que: si p' est different de la caracteristique de K et ne diυise
pas Γordre du groupe de Weyl, les groupes de Sylow de G pour p' sont abeliens.

Soit maintenant p' un nombre premier distinct de la caracteristique de
K mais qui peut diviser Γordre \W\ du groupe de Weyl , nous allons deter-
miner la contribution de p' a Γordre [G] du groupe G. II resulte de la
formule de Hirsch-Koszul que le polynome P(T) que nous avons introduit

plus haut est de la forme (T* - l)~ι JΓί=1 (TΛa«> - 1), les a(J) etant les entiers

> 0 tels que le polynome de Poincare de Gc soit Π ) β l (T**™-1 - 1). On a

P(l) = II i_1«(i)i Γexpression que nous avons donnee plus haut de P(T)

conduit done immediatement a la formule, d'ailleurs connue, lίί=zla(f) = [W].

L'ordre de G est JLlml(Q'ιi0 — ΐ)Q.N- Tout revient done acalculer la contribu-
tion de pr a q% — 1 quand a est un'entier > 0. Soit / Γindice de q pour p'
il est clair que qa — 1 n'est divisible par p que si a Ξ= 0 (mod f). Supposons
qu'il en soit ainsi, et posons a =^fb, q' = qf, d'oύ q% — 1 = q'b — 1. Soit b = Vb",
oύ y est une puissance de p' tandisque b" n'est pas divisible par p'. On a

qrb — 1 = (q'h' — 1) 2jt-o Q'™ * ^ u i s c l u e ^ Ξ * ( m 0 ( i ί'X le second facteur est
= b" (mod p') et n'est par suite pas divisible par p\ Tout revient done a
considerer le cas oύ b = ̂ 'Λ est une puissance de p'. Soit f une racine
primitive £-ieme de Γunite. On a alors, si h^il,

<f* - 1 = ί ^ " 1 - l)NQίζ)/Q(q' - ζ)

oύ Q est le corps des rationnels. On a q' — ζ = (^ — 1) — (ζ — 1). Or Γideal
principal (ζ — 1) est Γideal premier unique de Q{ξ) qui divise p' soit p cet
ideal. Si /z > 1 ou si h = 1, />r > 2, p est ramifie par rapport a Q, et, comme
^' — 1 est divisible par p', done par p2, q' — ζ est divisible par p sans Γetre
par p2. Comme p est de degre 1, NQ(ζ )/Q{q — ζ) est divisible par pr sans Γetre
par p'2. Si done pf > 2, et si on designe par p"° la contribution de p' a ^ — 1
et par p'"W la contribution de p* a « (que Γon suppose divisible par /), la
contribution de pr a q* r-\ est ρfv+v(a\ On vέriίie tout de suite qu'il en est
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encore ainsi si p' = 2 dans le cas oύ q = 1 (mod 4) (on a alors / = 1). Si par
contre q = 3 (mod 4), soit 2°' la contribution de 2 a # + 1 la contribution
de 2 a (f — 1 est alors 2"(σ)+t>'~1. On conclut de la que, si p est un nombre
premier qui divise q — 1, et si p'v est la contribution de p' a [W] Γordre dun
groupe de Syίow de G pour pr est pvι+p, ok p'v est la contribution de pa q — 1
dans le cas ok ou bien p' > 2 ou bein p' = 2 et q ~ 1 {mod 4) et est la contribution
de 2 a (l/2)(q + 1) si p = 2, q ΞΞΞ - 1 (^oί/ 4).

Le quotient 3B/© etant isomorphe au groupe de Weyl, on en deduit que,
si pf > 2 ou si p = 2, </ + 1 Ξ*= 0 (mod 8), et si ^ ' divise # — 1, tout groupe de
Sylow de 2δ pour £' est aussi un groupe de Sylow de G pour p\

§ΓV. Etude d'un sous-groupe distingue de G

Nous aurons frequemment a. nous servir dans ce qui suit des proprietes
du groupe 33 paralleles aux proprietes deja etudiees du groupe U, dont elles
se deduisent en observant que 33 = ω{wQ)Vi{ω{w^)Yι si w0 est une operation
du groupe de Weyl qui change toute racine positive en une racine negative,
En particulier, tout element y de 33 se met d'une maniere et d'une seule sous
la forme y = ll r < 0# r(T r), les racines r<0 etant arrangees par ordre jde
grandeur decroissante et les τr des elements de K; nous poserons τr = Tr(y).
Si a est une racine fondamentale, T-a est un homomorphisme de S3 dans le
groupe additif de K; nous designerons son noyau par 33_α. On a done 33 =
X-JB-a = 33-α3£-α. Si r est une racine < 0 d;stincte de — a} et i,j des entiers
> 0 tels que ia + jr soit racine, cette racine est negative et distincte de
— a on en conclut que, si x € Xα, on a x$$-.ax~ι = 33_α, d'oύ 9ία33-« = ΪLα&».

Pour tout ^ > 0, les elements y € 33 tels que Tr(y) = 0 pour toute racine
r < 0 telle que — r soit de hauteur < k forment un sousgroupe distingue 33fc

de 33, et le commutateur d'un element de SSfc et d'un element de 33fc/ est
dans 33̂ +fc/. L'ensemble 33© = ©33 est un groupe e'est le normalisateur de 33
dans G.

Nous designerons par G le sous-groupe de G engendre par 11 et 33.
Rappelons que les elements de © sont les applications definies par les
formules Hr -> Hr, Xr -> X(r)Xr (pour toute racine r\ oύ X est un homomor-
phisme quelconque du groupe Pr des racines dans le groupe multiplicatif
/£* des elements Φ 0 de K. Nous designerons par ©' le groupe des elements
de © qui correspondent a des homomorphismes X qui peuvent se prolonger
en des homomorphismes du groupe P de tous les poids de representations
de g<7 dans iΓ*. Le groupe Pr est un sous-groupe d'indice fini de P; si j est
cet indice, la puissance y-ieme de tout element de © est dans ©'. Si K est
algebriquement clos, on a manifestement © = ©'.

LEMME 1. Si 2) est le groupe des matrices diagonales de SL(2; K), et r
une racine quelconque, φr(®) est contenu dans ©'. Le groupe φr(SL(2 K)) est
lontenu dans G'. Toute classe de 2ΰ modulo © contient un element de G'.

Si z est un element =J= 0 de iζ on a
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oύ Xr est Γhomomorphisme de Pr dans K* defini par Xr(s) = zH#r> pour toute
racine 5. Cet homomorphisme se prolonge en un homomorphisme de P dans
K* qui applique tout u € P sur zM(/7r); il en resulte que φr(Φ) cz «£)'. Les
notations etant celles du lemme 2, §111, on a φ,.(3l) = Xr, φr(3ί0 = 3£-r comme
SL{2 ; K) est engendre par 31 et 3ϊ', on a φr(SL{2 K)) a G'. On sait que φr

(O) = ωr est un element de 2B tel que ζ(ωr) soit la symetrie par rapport a.
la racine r; par ailleurs, cet element appartient a G en vertu de ce qu'on
vient de demontrer. Comme les symetries par rapport aux racines engendrent
le groupe de Weyl, il en resulte que toute classe de 28 modulo ξ) est
represented par un element de G'.

LEMME 2. Le groupe ξ)' est contenu dans G'.

S3ient ah ....,aι les racines fondamentales. On sait qu'il y a des poids
pi de representations de Q (ϊes poids f ondamentaux) tels que pι{Haj) = htj (1

^ i, j <i /), et que ces poids f orment une base du groupe P des poids (cf.
[6], Theorem 1, p.30). Soit a un element quelconque de K*, et soit Xi,*
Γhomomorphisme de P dans K* qui applique pt sur a et p5 sur 1 si i Φ j . II
est clair que les % ί )Λ engendrent le groupe des homomorphismes de P dans
K*. II suffira done de montrer que ]'element fa,a de ξ)' qui correspond a Xι^
appartient a G'. Or on a, pour toute racine r, %«,« (r) = Λβ', oύ et = r(Hat);
hi a est done Γimage de la matrice

/ * 0 X
VO w1)

par Γhomomorphisme φ α ί , ce qui demontre le lemme 2.

LEMME 3. On a « £ U $ = G, SSφ'USS = G'.

Montrons d'abord que G' est engendre par les groupes £,, X_α pour
toutes les racines fondamentales a. Soit G" le groupe engendre par les 3£α

et X_α. Si β est une racine fondamentale, il resulte du fait que SL{2 K)
est engendre par 3ϊ et 31' (cf. lemme 2, §111) que φa(SL(2;K)) est contenu
dans G", done que ωα = φα(ίl ) appartient a Gr/. Or ωa est dans 'SB, et ζ(ωa)
est la symetrie par rapport a la racine a. De plus, on sait que le groupe
de Weyl est engendre par les symetries par rapport aux racines fondamen-
tales. On en conclut que, pour toute operation w du groupe de Weyl, il y
a un element ω € G" Γl 2δ tel que ζ{ω) = w. Or, soit r une racine quelconque
il y a une operation w du groupe de Weyl et une racine fondamentale a
telles que w{a) = r (car r appartient a au moins un systeme fundamental,
et les systemes fondamentaux sont permutes transitivement par les operations
du groupe de Weyl). Si ω € 2B est tel que ζ(ω) = w, on a ω ϊ α ω " 1 = 3£r,
choisissant ω dans G'r, on voit que Hr c: G/r. Les groupes U et 35 sont done
contenus dans G", ce qui prouve que G" = G'.

Comme G est engendre par les groupes &,, X-α (pour toutes les racines
fondamentales β) et ξ), et Gr par les groupes Xα, X-α, il suffira pour etablir
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le lemme 3 de montrer que l'on a

c : 33£>U23,

pour toute racine fondamentale #. On a 23#α = 3£-α23_α£α = X-α3Cα9S-α. Soit Ua

Γensemble des x € U tels que 7α(#) = 0 on a II = XaUa = U«9£« et UαX_α = #_*
Uα. On a aussi UaXa = Xαllα, puisque Ua est un sous-groupe distingue de U.
On a done

Posons ©a = φa(Φ), © etant le groupe des matrices diagonales de SL{2 K).
L'ensemble 9U6-α3£α est contenu dans Pimage par φa du groupe SL(2 K) =
Ή'ΦϊϊDΐ' (cf. lemme 2, §111) il est done contenu dans X-a&JcJi-a tenant
compte de ce que 3Lαllα = UJί-a, 36_α23 = 23, XaUa = U, il vient

Or on a ί)3Lα = #-«•£), §'3£-a = X-α ©', car, si h € $, on a hX-ah'1 = 9£-α.
Par ailleurs, on a SSX-α = 23, !>£)<* = © de plus, |>α = φαfS)) est contenu dans
&, ά'oύ &ξ)a = ©'. On a done

Comme $9e_a = S, on a «€)U«X-a = SSφUSB, W l - « = SS©Ί1». On a
aS©USB© = aS©Uφ» = aS©U», car, ©U etant un groupe, ©U© = ©U. Le lemme
3 est done demontre.

LEMME 4. Le groupe G est un sous-groupe distingue de G, et G/G' est
isomorphe a £>/€>'. On a G' f| © = δ r Γo«ί element de G {resp.: G') peut etre
transforme en un element de 33©U (r^s/>.: 9S©'U) />αr «» element de 53.

Le normalisateur de G' dans G contient manifestement II et 23 il contient
aussi ξ), car, si /* € <£), feUfe"1 = U, ti$lrι = 23; ce normalisateur est doncG
tout entier. Comme 23© = $23, il resulte du lemme 3 que G = ©23U23 = ξ>G',
done que G/Gf est isomorphe a §/(£> Π GO- Soit & un element de ξ) apparte-
nant a G' , on peut alors ecrire, en vertu du lemme 3, h = yh'xtf, avec ^, y
dans 23, ̂ ' dans © et # dans It. Si / est Γelement unite de G, on a

/ = (h-tyh) (h-ιh')xy'

d'oύ I = yf(Jι-ιyh) {h~ιhf)x. II resulte alors du corollaire 1 au theoreme 2,
§IV que y\h~ιyh\ qui est dans 23, est /, que h~ιh', qui est dans ©, est /
et que Λ = /; puisque h = h', h est dans ©'. On a done G' Π © = €>r et G/GΛ

est isomorphe a ©/©'. Si y ^ 23, ft € ©, ΛΓ € U, y € 23, on a ytyhtf)?-1 =
(̂ »ftΛΓ, ce qui acheve de demontrer le lemme 4.

Nous designerons dans ce qui suit par H un sous-groupe de G tel que
zHz'1 = H pour tout element z de G' nous suppόserons que H contient au
moins un element distinct de Pidentite /. De plus, nous supposerons a. partir
de maintenant que Q est simple. Dans ces conditions, il resulte immediate-
ment du lemme 4 que H contient un element =*= / appartenant a. l'ensemble
23&1I. Nous designerons par DJij l'ensemble des y € 23 pour lesquels il existe des
elements h € £> et x £ U tels que yhx € H. Nous nous proposons de montrer
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que, sauf dans le cas oά g est de type (A0 et K est un corps a 2 ou a 3
elements, on a H f] ξ>U Φ {/}. La demonstration assez longue de ce fait
procedera par reduction a Γabsurde. Dans ce qui suit, nous supposerons
•done que H Π I>U = {/}, ce qui implique Tt0Φ{ί}} et que Γon se trouve pas
dans le cas oύ π est de type (Aι) et K a moins de 4 elements nous nous
proposons de deduire une contradiction de ces hypotheses.

LEMME 5. Supposons que H Π ξ>Vί = {/}. Si y € 93ΐϋ, β e#/ste ίfes elements
uniquement determines h de «£) £/ # fife It tels que yhx € i7; nous poseron$ η(y)

= #> ζ(y) = #; 2ίίϋ £s£ #rc groupe; η est un homomorphisme de 93ΐυ ώws ©, et
on a, pour y,y GWo, ξ(y'~ιy) = *?(y)fO>) (ffy))-1^^))-1. S£ /*'€£>', OΛ «
λ '* ' " 1 € SDΊi, et vih'yh'-1) = ^7^), ξ(h'yh'-1) = h'ξ{y)h'-1.

Soient ^,y des elements de 25, ^, ^ r des elenents de «g) et #, tf des
elements de U tels que yhx et yftV soient dans H. L'element yhκ{y'h'xΎι

est alors dans H, et il en est de meme de son transforme par y'~ι, qui est
<y'-ιy)(hh'-i) (h'(xx'~1)h'-1); on a done yf'λy e 3Dϊo, ce qui montre que TO0 est
un groupe. Si y = y, il resulte de ce que jy f l§Π = {/} que 7/ = h, x' = ^,
et la premiere assertion du lemme est demontree. Cjmme 0 est commutatif,
V est un homomorphisme la formule qui donne ξiy'-ty) resulte immediatement
de la forme que nous avons donnee a (yhx) (y'h'x'Y1. Soit maintenant h' un
Element de £)r, done de Gr alors h'(yη{y)ξ(y))h'-1 est dans H; or cet element
s'ecrit

€e qui demontre les dernieres assertions du lemme.
Nous designerons par 99ΐ le noyau de Γhomomorphisme η de 9Jί0 dans «ξ).

LEMME 6. Si K est de caracteristique p > 0, tout element de 33 est d'ordre
fini egal a une puissance de p.

Si r est une racine et t € K, on a (xr{t))p = xr(pt) = / . Pour tout entier
.# > 0, SSfc/Sβ'c+i e s t isomorphe au produit des groupes Xr pour les racines
r < 0 telles que — r soit de hauteur k tout element distinct de l'element
unite de ce groupe est done d'orde p} ce qui demontre le lemme 6.

LEMME 7. Supposons aue H Π £>H = V} on a alors 9R Φ {/}.

Si K est de caracteristique p > 0, tout element de 2)̂ /2)1 est d'ordre fini
•egal a une puissance de p. Soit par ailleurs X un homomorphisme de Pr

dans le groupe multpilicatif K* des elements Φ 0 de K. S'il existe un e > 0
teί que (%(r))p" = 1 pour toute racine r, on a deja %(r) = 1 ξ> tie contient
done aucun element Φ / dont Γordre soit une puissance de p. Comme 3Jio/3Jl
est isomorphe a un sous-groupe de ©, on a dans ce cas 9Ji = Wl0 Φ {/}.

Considerons maintenant le cas oύ K est de caracteristique 0. Soit y un
element Φ / de 95ΪO, et soit r une racine telle que Tr(y) Φ 0. Si X est un
homomorphisme du groupe P des poids dans K*, et &' l'element correspondant
de £)', on a Tr{h'yh'-1) = X(r)7V(.y). Or on peut choisir X de telle maniere
que %(r) Φ 1. On sait en effet par la theorie des diviseurs elementaires qu'il
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existe une base de P contenant un element tv tel que r puisse se mettre sous
la forme dw, d etant un entier Φ 0. Puisque K est de caracteristique 0, ii y
a un element oc de K* tel que ccd Φ 1 or, to f aisant partie d'une base de P,
il y a un homorphisme de P dans K* tel que X(w) = or, d'ou Xir) = aa Φ 1.
Soit done &' un element de £)' tel que h'yhf~ι Φjy; il resulte alors du lemme
5 que hfyh'-ιy-1 est un element Φ / de 3Jf.

LEMME 8 * Supposons que H f] £>U = {/}. L1 application y->(ξ (y)Yι induit
un monomorphisme de 9DΪ <i<zws U.

11 resulte immediatement du lemme 5 que cette application induit un
homomorphisme de 9JΪ dans It. Soit y un element du noyau de cet homomor-
phisme on a done y ^ H Π 33. Or, il y a une operation du groupe de Weyl
•qui change toute racine negative en une racine positive. II resulte done du
lemme 1 qu'il y a un element ω € G' tel que ωSSω"1 = II, d'ou ωyω~ι € H f] U
ceci montre que y = / .

LEMME 9. Soient a une racine fondamentale et t un element Φ 0 de K. Si
un element Λ6U commute avec xa(t) (resp.: avec x-a(t)), on a Tr{x) = 0 pour
toute racine r > 0 telle quil y ait un element de 9έr qui ne commute pas avec
tous les elements de 36α {resp.: de dί-a).

Nous commencerons par etablir que Ta(x) = 0 si x commute avec X-a(t).
Puisque a est une racine fondamentale, nous avons x = xa(Ta(x))xf, oύ xf est
un element de it tel que Ta{x') = 0 (lemme 7, §111), et on sait que X-a{t)x'xz\
(t) € U (lemme 8, §111). II suffira done d'etablir le resultat suivant: si r est
un element de K tel que x-a{t)xa{τ)xzlif) € 11, on a r = 0. Or, X-a(t)xa(τ)xzl(t)
êst Γimage par φa de la matrice

\-t*τ 1 + tτj.

Si tτ Φ 1, cette matrice se met sous la forme

a ox fx o \ /l w\
V̂  1/ Vo ΛΓ-V Vo l)

avec ^ = —(1 — tτ)-ψτ, x = I — tτ, u = (1 — ίT)"1^ Or, les images des
trois f acteurs de cette decomposition sont respectivement dans 93, dans ©
et dans 11. Comme un element de S3©11 ne peut se mettre que d'une seule
maniere sous la forme du produit d'un element de $, d'un element de ξ>
et d'un element de 11 (lemme 13, §111), on en conclut que Γimage par φa de
3a matrice

1 OX
v l)

>est Γelement unite, ce qui implique υ = 0, d'ou T = 0. Si tτ = 1, la matrice
<en question se met sous la forme

0 τ\ /I -2τ\2TN

i /
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et Γimage du premier facteur par φa est dans U. Cette image est le produit
d'un element de *J) par ωa: ce cas ne peut done se presenter (theoreme 2,
§111). Ceci dit, nous diviserons la demonstration du lemme 9 en deux
parties, relatives aux cas oύ Qc n'est pas ou est de type (Ga). Supposons
d'abord que gc ne soit pas de type (G3). II sufϊira evidemment de montrer
que, si, pour un certain m > 0, on a Tr(x) = 0 pour toute racine r > 0 de
hauteur < m, et si x commute avec xa(t) (resp.: x~a{t)\ on a TV(#) = 0 pour
toute racine r de hauteur m telle que Hr contienne un element qui ne commute
pas avec to us les elements de 36rt (resp.: 3£_α). Nous poserons τr = Tr(x).

Supposons d'abord que x commute avec xa(t). On a, pour toute racine r
de hauteur > m,

Xa(t)Xr(rr)χ-\t) = Xr(rr)Xr+a(Na,rtτr) (mθd lU+a),

et xr+a(Na}rtτr) € IL+ T . Comme UOT+1/UOT+2 es t dans le centre de U/Uw+2, on a

Cet element etant egal a. x, il en resulte que Na,r τr = 0 pour toute racine r
de hauteur m. Si done JVα.r n'est pas divisible par la caracteristique de K,
On a 7> = 0. Si Â ,,- = 0, a + r n'est pas racine, et tout element de Hr commute
avec tout element de 9£α. Si Na,r =*= 0 est divisible par la caracteristique de
K,r — a est racine (car, sinon, N<*,r serait ± 1 ) : comme gc n'est pas de type
(G2), le seul couple d'entiers i > 0, / > 0 tel que ϋr + ja soit racine est (1,1)
(lemme 2, §1), et, quels que soient f, τr dans K, xa{f )xr(τf)x~\t') = ^ ( T ' ) ^ * *

Supposons maintenant que x commute avec x~a(t). Nous savons deja que
τa est nul. Si r Φ a, on a

)^lί(ί) = Xriτr) Π ijX-ta+jr(CtJ:

oύ le produit est etendu aux couples {i, j) tels que i > 0, i > 0 et que — ώr
+ /r soit une racine, arranges dans un ordre convenable — ia + jr est

alors > 0. Soit n le plus petit entier tel qu'il existe une racine r et des.
entiers i > 0, j > 0 tels que — ια + ir soit une racine de hauteur n et que
•Ctj;-a,rTr =t= 0. On a

X-a{t)XXZ\{f) =xΐί ,Xβ {^-ia+jr=sCi3..a,rtiτή (mod UΛ+ι)

oύ le produit est etendu aux racines s de hauteur n et la somme aux couples,
(i,j, r) tels que s = — ia + jr, i > 0, / > 0, r de hauteur > m ; cela resulte
du fait que, si s est de hauteur n et si xf est un element quelconque de U, x''
commute avec tout element de Xs modulo U,ί+1. On a done 2-«β +* «* dji-a^rf
= 0 pour toute racine s de hauteur n. Observons maintenant que, si

n <,m,s = — /a + jr, avec ί > 0, i > 0, Tr * 0, r de hauteur > w, o n a ; = 1
si s est de hauteur n. En effet, si / etait > 1, on aurait / = 2, i = 1 puisque
Qc n'est pas de type (G3) (lemme 2, §1), d'oύ 2m — 1 <; m, m = 1 mais r
serait alors une racine fondamentale, de sorte que 2 r — a ne serait pas
racina (r est Φ « puisque τr 4= 0). Comme f £ 2 (lemme 2, §1), on voit que
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n > m — 2. Le cas n = m — 2 est impossible, car, 5 etant une racine de
hauteur n — 2, il n'y a qu'un seul systeme (i,j,r),i>0,j>0,r de hauteur

ί> m tel que s = —iaΛ jr on devrait done avoir Ctj;-a.rtiτJr = 0, en contradi-
ction avec la definition de n. Si done r est une racine de hauteur m telle que
r — 2a soit racine, on a C2,ι; -α,rτr = 0. Or, r 4- a n'est alors pas racine (lemme
2, §1) et on a par suite iV_«,r = ± 1, N-a,r-a = ± 2, C3,i;-α,r = ± 1 (cf. formule
(5), §111) et par suite τ r = 0. Supposons maintenant que n-m — 1. Si s =
—tVz + r est une racine de hauteur m —1, avec 2 > 0, il n'y a qu'au plus deux
couples (/, r) tels que s = —ia + r s'il n'y en a qu'un, on a * = 1, s = r — a, r
etant une racine de hauteur m telle que r + a ne soit pas racine s'il y en a
deux, ce sont (1, r) et (2, r + a), r etant une racine de hauteur r telle que
r — a,r,r + a soient racines. Dans le premier cas, on a Ci,i;_α(rTr = N-a,rτr

= 0 mais, r + « n'etant pas racine, N-a, r = ± 1 et τ r = 0. Dans le second
cas, on a

(1) Ci.i; -α,r^Tr + Ca.i; -α.r^Tα+r = 0.

Nous avons done τr = 0 pour toute racine r de hauteur m telle que r — a
soit racine, mais que r + a ne le soit pas. Montrons maintenant que, si
^ = r — a,$f = r' — a, oύ / sont des racines de hauteur m, tout element de
Xs commute avec tout element de Xs> modulo IL+ 1. Le commutateur d'un
element de %s et d'un element de Xs/ est dans U2OT_2 notre assertion est done
vraie si 2rn — 2>m-\-l, i.e. si m > 3. Si /w = 2, s et sr sont des racines
fondamentales, ainsi que a comme 5 + a et s' + a sont des racines, s + s!
ne peut en etre une (car le graphe de gc ne comporte aucun triangle), d'oύ
il resulte que tout element de Xs commute alors avec tout element de 9£s/.
Par ailleurs, les elements de X, commutent avec ceux de Um modulo Um+ι.
Puisqu.e^-ίa+jr=sCir,-a,rtiτ!. = 0 pour toute racine s de hauteur m — 1, on
en conclut que

X-aif)XXl\(f) = X Tί , {*Σ-ia+jr-r'Ctj t -ajfr}) (Πlθd Um+ι),

le produit etant etendu aux racines r' de hauteur m et la somme aux
systemes (/, / r) tels que — ia + jr = r\ i > 0, j > 0, r de hauteur > ^ . Comme
nous Γavons vu plus haut, ceci implique j = 1. Or, supposons que rf soit
tel que r' — a <zt r' Λ- a soient racines. Alors r' + 2a n'est pas racine, et il
n'y a par suite qu'un couple (i, r) tel que r' = — /« + r, a savoir (1, r' + a).
On a done alors Cι,i;-cι.j"+α7v+<ί = 0. Mais Ci^j-αr+α = N-a,r'+a = ± 1 puisque
rr + 2« n'est pas racine (ie.nme 2, §1). On a done τr^+(l = 0, et par suite aussi,
tenant ompta di la relation (1) ci-dessus, appliquee a r', Cι,v,-a, r>τr' = 0.
Par ailleurs, r — a,r' et r' 4- α etant d^s racines, le seul couple d'entiers
i > 0, j > 0 tels que — /α + jr' soit racine est (1,1) (lemme 2, §1). On a done,
quels que soient f, τ' dans iζ .τ-^ί'^ ^T')^:1^') = Xr'{τr)xr'-a{CιΛ -a,r t'τ') = Λ̂ ./
(T'), et tout element da ϋ.a commute avec tout element de Xr/. On voit done
que, si T, Φ 0 pour une racine r de hauteur m telle que r — a, r,r + a soient
racines, tout element de #, commute avec tout element de H-a (cela ne peut
d'ailleurs se produire que si K est de caracteristique 2). Enfin, si r — a n'est
pas une racine, tout element de Xr commute avec tout element de 3£_α.
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II reste a envisager le cas oϋ gc est de type :(G2). Soit alors b la racine
fondamentale Φ a. II y a a considerer separement le cas ou b + 3a est racine
et celui oύ a -4- 36 est racine.

Supposons d'abord que b + 3a soit racine, et soit

X = Xa{Ta)Xb(τb)Xb + a{Tb+a)Xb+2a{τι)+^a)Xb+3a(Tb^3a)X'Zb + 3a('T-2b + 3a).

Supposons d'abord que x commute avec xa(t). On a

Xa(t)XX-\t) = XXb+a(Cι,v,a,btτc) (mθd U3)

et Cι,i;α i> = iV"α,ι> = ± 1, d'oύ Tb = 0. On a done

ΛαW^-W^^ft+aαίCi.i α.δίTft+α) (mθd U4)

et Chι;ab+a = Nab+a = ± 2 on a done τ f t+α = 0 si ϋΓn'est pas de caracteristique
2. Si /£ est de caracteristique 2, on a

e t ΛTa(̂ ) c o m m u t e a v e c ^&+3β(τ6+8α), ΛΓ2δ+3α(τ2δ+3α). D e plus , les e l e m e n t s d e &,+2<»
commutent avec ceux de 36δ+3α et ^+3a est dans le centre de U. En ecrivant
que T*,+za(Xa{t)xχ-\t)) = Γaft+sαW, il vient done Clj2;α,δ+ατg+α = 0. Or on a
Cιr>-aϋ+a = Mδ+αα,: == (l/2)Nb+aιaNb+a, 6+aα. Le plus grand ί tel que α — f(6 + α)
soit racine est 1, et le plus grand / tel que b + 2a — /(6 + «) soit racine est
2, d'oύ Cj a αδ+α = =fc 3 le corps K etant de caracteristique 2, on a τ&+o =
0. II eύ resulte que

Xa(t)XX-\f) = X Xb+3a{ChV,a,b+2atTb+^a) (mod U5),

d'oϋ CiJι;αl&+aαTδ+2α = 0. Par ailleurs, on a

quels que soient f, τr. II en resulte que, si τ δ + 2 a Φ 0 (ce qui ne peut d'aiJleurs
se produire que si K est de caracteristique 3), tout element de Ka commute
avec tout element de &>+2a.

Supposons maintenant que x commute avec X-a{t). Nous savons alors que
τa = 0. Tout element de X-a commute avec tout element de Xb ou de X2δ+3α.
Soit 3 le groupe engendre par 3£&,3£&+a, X&+2a, 3ίδ+3α, 3£3&+3a; le groupe des
commutateurs de 3 est contenu dans X3*+3α, qui est dans le centre de It. II
resulte immediatement de la que

(car x-a(t) commute avec les elements de % >b+3a). On a ChV,-σ,b+3a~ iV-α,6+sα
= ± 1, et par suite τί)+3a = 0. On a done

Tb + a{X-a(f)XXZl(t)) = Tb + a(x) + Ci, i; _a/> + 2ai Tft+aα.
Comme Ci,i;-a,&+2a = =fc 2, on a τo+3α = 0 dans la cas oύ /£" n'est pas de
caracteristique 2. Pour traiter le cas oϋ K est de caracteristique 2, on
observe que Tzb+3a(x-a(t)Xr>+a(τb+a)xzl!ίt)) = 0. Comme τδ+3α = 0, on a

/ / α = 0. , , , , l

= (1/2X±2)(± 3) = ± 3 K etant de caracteristique 2, on a τδ+2α = 0. On
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en deduit que

Tb(X-a(t)XXZ\(t)) = Tb(x) + Cι,i; -aMa

or on a
X-a{t')Xi>+a(τ')XZl

a{t') = #δ +α ( T ^ C I , ; ; -α,

quels que soient ί' et T' done, si τb+a =t= 0 (ce qui ne peut se produire que si
K est de caracteristique 3), tout element de 9ί_α commute avec tout element
de Xδ+α.

Supposons a partir de maintenant que 3b + a soit racine soit

X = ΛΓα(τα)#ύ(Tδ)ΛΓή+α(τ&+α)^

Supposons que x commute avec xa(t). Les elements de Xα commutent avec
ceux de £,, Xδ+α, X3&+α, 9ί3δ+2α. On a

Λα(ί)XΛΪΓHft Ξ #*&+α(Cllι;α,δfτ&) (mod U3)
et C l ) 1 ; α & = ± 1, d'oύ τ& = 0 . On a done

et Ci.i α^δ+α = ± 1, d'OU T3&+α = 0.

Supposons maintenant que x commute avec x~a{t). On a τα = 0, et les
elements de 3Lα commutent avec ceux de Xδ, 3£2ί>+α, 3̂5+α. On a #_a
(τ 3 δ+2α)^lj(ί) = X&+2O, (τ3δ+aα)ΛΓ36+α(Ci,i;_α)3

7> + 2αίτ3&+2α) e t ί l e n

X-a{t)XXZ\(t) ~ XXb (Cι; i,-α,6+αί T&+α) (mod Ua),

et Ci,i; -α jδ+ α == ± 1, d'oύ Tύ+a = 0. On en conclut alors, au moyen de la relation
ecrite plus haut, que Ci,u-0,36+20τ3&+2α = 0. Or on a Cι,i;_o,36+2α = ± 1, et par
suite τ3b+2a = 0. Le lemme 9 est done demontre.

LEMME 10. Soient r et s des ratines telles que tout element de Hr commute
avec tout element de Xs; on a alors s{Hr) S 0.

La conclusion est cartainement vraie si r = s. II est par ailteurs impossible
que 5 = — r. Supposons en effet pour un moment que tout element de 9έr

commute avec tout element de 9έ_r. Puisque SL(2 K) est engendre par 9Ϊ
et 9ϊ' (lemme 2, § III), φr{SL[2 K)) est alors abelien. Mais ce groupe contient
Γέlement ωr = φ, (Ω), et on sait que ω^rω~ι = X-r, ce qui montre que φr(SL
(2 ϋQ) n'est pas abelien. On peut done supposer r e t s lineairement indepen-
dantes. On a alors

/ = Xr(l)Xs(l)χ-\l) = Xs(ΐ) ϊίijXi

oύ le produit est etendu aux couples (1, j) d'entiers > 0 tel que ir + js soit
racine (ces couples etant ranges dans un ordre convenable), et oύ lκ est
Γelement unite de K; on a done Cijir,s'lκ= 0 pour tout couple (/,/) (on peut
en effet munir Pr d'une structure de groupe ordonne telle que y e t s soient
> 0 dans cette ordination de Pn et les ir + js sont alors tous > 0). En

particulier, on a JVi , s lκ =0, et s — r est par suite racine. Si on avait s(Hr)
< 0, il en resulterait que s-\ 2r serait aussi racine, et on aurait C2,ι;r,s =

(l/2)Nr,sNr,r+s. Puisque 5 + 2r serait racine, 5 — 2r ne serait pas racine, et
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on aurait JVΓϊ* = ± 2, Nr,r+s = dt 3, Ca,r,rf« = ± 3. c'est impossible, car Ci, ι;r,s.
lκ et C2,i;r,5. 1* ne seraient pas tous deux mils.

LEMME 11. Soit P le groupe des poids. Si r est une ratine et u un element
=*= 0 de K, il y a un homomorphisme X de P dans le groupe K* des elements
=t= 0 deK tel que X(r) = uz. Supposons que r et s soient des racines lineairement
independantes et que tout homomorphisme de P dans K* qui applique r sur 1
applique aussi s sur 1. On est alors dans Γun des cos suivants: a) K est un
corps a 2elements; b) K est un corps a 3 elements, et r, s sont des racines
orthogonales c) K est un corps a 3 elements, tout homomorphisme de P dans
K* applique s sur 1 mats il y a un homomorphisme de P dans K: qui ny applique
pas r sur 1 , d) K est un corps a 4 elements et gc est de I'un des types (A*) ou
(G3).

On peut former un systeme fundamental de racines {ax, ,az) tel que
r = ah s = λtfi + μah λ et μ etant des entiers ^ 0 (lemme 1, §1). Soit d le
plus grand entier > 0 tel que d"ιr € P; il y a alors une base (wu ,Wι) de
P telle que w{ = d'λr. Pour tout u € K*, il y a un homomorphisme X de P
dans K* tel que X(wx) = u, d'oύ Xir) = un. Par ailleurs, on a 2 = r(Hr) =
dWι(Hr) comme Wι{Hr) est entier, d est 1 ou 2, et la premiere assertion du

lemme 11 est demontree. Posons 5 = 2 ί = 1 niWί, les nt etant des entiers.
Si i >1, il y a un homomorphisme de P dans K* qui applique Wι sur u et
Wj sur 1 si ί Φ j appliquant r sur 1, il applique aussi s sur 1, d'oύ uHί = 1.
Puisque r e t s sont lineairement independantes, nh ... .,nz ne sont pas tous
nuls puisque uHi = 1 (i = 2, /) pour tout u € K*, K est un corps ίini
soit q le nombre de ses elements. Les nt{i > 1) sont divisibles par q — 1,
d'oύ s — d~λnιr = (q — l)w, avec un w € P. Supposons que Pon ne soit pas
dans le cas a), d'oϋ q > 2. On a

sCffi.) = 2W,//-1 + (<? - 1K#,) , 2 = n.d-'riHs) + to - 1 X A ) .
Multipliant la premiere relation par r{Hs) et observant que w{Hr), w(Hs) sont,
entiers, il vient s(Hr)r(Hs) = 4 (mod q — 1). Or on sait que r(Hs)s(Hr) est un
entier > 0. S'il est nul, r et s sont orthogonales, on a r(Hs) = 0 et 2 = (q —
T)w{Hs), d'oύ <7 = 3. Si r/

κHs)s(Hr) — 1, on peut supposer sans restriction de
generalite que r(Hs) et s(ϋΓr) sont egaux a — 1 (s'ils etaient egaux a 1, on
changerait s en — 5). Puisque q — 1 divise 3, on a q = 4 dans ce cas.
Montrons que Pon doit avoir / = 2. S'il n'en etait pas ainsi, il resulte du
fait que g est simple que {«i, ....,«?} contiendrait une racine, disons «3,
distincte de ah aλ mais qui ne serait pas orthogonale a aγ et a α3. Comme
Λi, «2 ne sont pas orthogonales, a3 serait d'aiJleurs orthogonale a Pune des
racines ah aλ. Puisque gc ne serait pas de type (G3), celui des nombres aι(Ha),
a >{Ha) qui serait Φ 0 serait — 1 ou — 2. On aurait (s — nλd-ιr){Ha^ = 3w{Haa)
= 0 (mod 3), et ce nombre serait (λ — nxd'ι)aι{Ha^ + μa-λ{Haz\ Par ailleurs,
g n'etant pas de type (Ga), μ serait < 3 (lemme 2, §1), et il est clair que μ Φ 0.
II serait done impossible que av{Ha9) = 0, d'oϋ a2(HO3) = 0, λ — rc^-1 = 0 (mod
3). Par ailleurs, la relation 2 — nxd~lr(JEIs) = 0 (mod 3) donnerait ί/-1/?! = 1
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(mod 3), d'ou λ = 1 (mod 3) et λ = 1 puisque λ ^ 0, λ < 3 (lemme 2, §1). II
en resulterait que s — r = μa i serait de la forme 3w', avec w' € P, d'oύ 2μ
= 3ιv'(Hai) mais c'est impossible puisque 1 <: μ < 3. On a done bien / = 2

dans ce cas. De plus, on verifie tout de suite qu'une algebre de type (B2)
ne contient aucune couple de racines r, s telles que r{Hs)s(Hr) = 1 Q« est done
de type (A,) ou (G2) si s{Hr)r{Ήs) = 1. Si s(Hr)r(Hs) = 2, la relation r(Hs)s(Hr)
= 4 (mod <7 — 1) donne # = 3. Si on avait <i = 2, tout homomorphisme de P
dans ϋΓ* appliquerait r = 2z</i sur un car re, et appliquerait par suite aussi
5 sur 1. II en resulte en vertu de la premiere partie du lemme que s/2
serait dans W, done que nλ serait pair; d~LΠι serait done entier, done s(Hr)
serait pair, et on aurait r(Hs) = it 1 mais ceci est impossible si d = 2,
puisque r(Hs) = dwι(Hs). On a done d = 1, et il y a un homomorphisme de
P dans K* qui applique r sur un element =t= 1. La relat on s(Hr)r(Hs) = 4
(mod q — 1) exclut la possibility que r{Hs)s(Hr) soit 3. Comme s(Hr)r(Hs) est
toujours ^ 3, le lemme 11 est demontre.

Ceci dit, revenons a Γetude du groupe R. On notera que, si y ^ 9JI et
si a est une racine fondamentale telle que T-a(y) = 0, on a, pour tout i ζΞ
K, xa{t)yx:\t) € 2K et

en efifet, on sait que Xa{t)yx~\t) € 95, et l'element ^(O^WΛΓ KO est dans /ί,
tandisque Xa(t)ξ(y)x~ι(t) est dans U. On voit de meme que, si y ^ Wl, Ta{ξ(y))
- 0, on a x-a{t)yχZι

ait) € 3)ϊ et

ξ(x-a{t)yxzl(t)) - x-<ίjt)ξ{y)xz%f).

Ceci dit, soit m le plus grand entier > 0 tel que 9)ί f] 33m contienne un
element y Φ /. Si jy ^ 30ΐ fl ®m, soit A(y) Pensemble des racines fondamentales
a telles que Ta{ξ{y)) 4= 0. Parmi tous les y € 9JΪ fl 3S»», y =*= /, choisissons en
Uii, soit ^ , pour lequel le nombre d'elements de A(^) soit le plus petit
possible soit A Pensemble A(y0). Nous allons montrer que les racines de A
(s'il y en a) sont mutuellement orthogonales. Soit a un element de A. Soit
h! un element de & tel que h'. Xa = Xa hf commute alors avec les elements
de Xa. L'element Ky^W'1 est dans »„ f] 2», et ξ{h!yjι'-1) = h'ξ(y*)h'-1 (lemme
5). On a ξίh'yoh'-tyQ1) = (^(^o))" 1^^)^" 1, et par suite, pour toute racine
fondamentale #',

Or, si on pose β' Xα' = X{a')Xa, le second membre est (%(αθ - l)Γα (IrβΌ)). Π
est nul si αr n'est pas dans Λ(y0) et aussi si d - a\ done A^'^o^'"1^1) est
CDntenu dans ACvo) mais ne contient pas a. En vertu de notre choix de y0,
caci entraine hfyoh'-^1 = / et par suite X(flQ = 1 pour toute racine fonda-
mentale <z' € A(yo). On en conclut que, si a, d appartiennent a A(y0), tout
homomorphisme de P dans K* qui applique Γune des racines a, d sur 1
applique aussi l'autre sur 1. Faisant alors usage du lemme 11, on voit que,
si K n'est pas un corps a 2 ou a 4 elements, les racines a, d, si elles sont
distinctes, sont orthogonales. Supposons maintenant que K soit de caracte-
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ristique 2. On sait que tout element de 33,Λ/33,,,+i est alors d*ordre 1 ou 2,
d'oύ y'l 6 S5«»+ι. En vertu de notre choix de m, ceci entraine y] = I, d'oύ (ξ(yo))'£

= /, puisque jy -> (ξiy))'1 est un homomorphisme. On a ξ{yo)~T[.τξAXa{ta)
(mod ll2), oύ fα = Ta(ξ(yo)) =*= 0. Nous allons calculer le carrέ de cet element
modulo U3. On a xl(ta) = /. Si #, #' sont des racines de A telles que aΛ- d
ne soit pas racine, #«(£*) commute avec xa'(fa'); dans le cas contraire, on
a Ci,i;%α' = ± 1 puisque a — d n'est pas racine, et par suite xa(ta)xa>(ta)x';1

(ta) = Xa'(ta')Xa4a(tata') (mod U3). Tenant compte de ce que U2/U3 est dans
le centre de U/U3, on voit que (fCv0))

2 est congru modulo lt3 au produit
des Xa+a>(tata>) pour tous les ensembles (pas les couples !) de racines a, a'
de A telles que a 4- a! soit racine. Par ailleurs, si {a, a'}, {«,,«:} sont
deux distincts de ces ensembles, o n a c + β ' Φ f l i -{• a[ en vertu de Γindepen-
dence lineaire des racines fondamentales. La relation (fCVo))2 = / implique
done qu'il n'y a aucun couple de racines a, d de A telles que aΛ- d soit
racine, done que les racinss de A sont mutuellement orthogonales.

Soit B Γensemble des racines fondamentales b n'appartenant pas a A,
done telles que To(ξ(yo)) = 0. Si b € B, t € K, on a x.b(t)yύxzι

b € 9K en vertu
d'une remarque faite plus haut. Par ailleurs, cet element est congru a y0

modulo aSTO+i/ Comme 2JI fl *m+ι = {/}, on a x-h(t)yυx-ι,(t) =y0. Nous designe-
rons par 9Jίr Γensemble des y € 9JΪ tels que, pour tout b € B, y commute
avec x-b{t) (pour * € X) et que Γ»(f (y)) = 0 on a done ^ 0 € 3Dΐr. Comme
1'application 3> -> (?(3;))"1 est un homomorphisme de 23ΐ, 9Jί' est un sous-groupe
de 3JI. II resulte du lemme 8 qu'il y a un plus grand entier m' > 0 tel que
9Jϊr contienne un element, soit yh distinct de / et tel que ξ(yt) € IW. Soit
b une racine de B. Si c est une racine fondamentale telle que T.c(yι) Φ 0,
il resulte du lemme 9 que tout element de 3L& commute avec tout element
de 3LC. Si c Φb,c est orthogonale a ^ car, sinon, —b — c serait une
racine, mais non b — c, et on aurait N-b-c = =t /, d'oύ #_&(1) ΛΓ-^I^IKI)
Ξ^c(l)jr-6_c(± 1) (mod SS3), ce qui n'est pas. Si c € A, c*est orthogonale a
toutes les racines de A autres qu'elle-meme elle est done alors orthogonale
a toutes les racines fondamentales autres qu'elle-meme. Mais, QC etant simple,
le graphe qui lui est associe est connexe, et cette situation ne peut se
produire que si QC est de rang 1, done de type (Ai).

Supposons maintenant que Qc ne soit pas de type (Ai). II resulte alors
de ce que nous venons d'etablir que T-αCVi) = 0 pour toute racine a € A.
Nous allons voir que, si a € A, XaίXyyxXΊ1^) appartient a 9JΪ'. Cet element
est dans SDΪ, puisque T-a(y\) = 0, et

Si b € B, b est distincte de a et a — b n'est pas une racine, d'oύ il resulte
que les elements de $_& commutent avec ceux de Xα; commutant avec yu ils
commutent aussi avec xa(ϊ)y\χ-\ϊ). Par ailleurs, on

Xa{l)ξ(yι)xΛΪ) = ξ&ύ (mod U2),

d'oύ Tυ{ξ{xa{l)y,x:\l)) = Tb(ξOO) = 0. Ceci etablit bien que
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L'element xa{l)yιX~\V)y[ι est dans 9JΪ' et son image par ξ est {ξiy\))'1Xa{l)
ίrW^άW; CDmme ξ(yx)est dans VLm, cat element est dans U^+i. En vertu de:
la definition de m', on a y{ = tfαOLϊVi^Cl): 3Ί e t ?CVι) commutent done avec
Λα(l). Par ailleurs, si b € £, 3Ί. commute avec #-&(l), et il en est de meme
de ξ{yι\ car, Tb{ξ[yx)) etant mil, on a f φ ) = ξ(x.,(l)yιXzl(l)) = *-6(l)£CVι)*:£(l).
L'element 2 = yiζiyi) est dans ϋf. Soit i? Γensemble des racines r telles que-
ou bien r < 0, ΓrCtt) Φ 0 OU bien r > 0, TAgtyi)) * 0 ; 2 appartient done au
groupe engendre par les 3£r pour r €z R. Par ailleurs, il resuite du lemme 9
que, si r € i?, tout element de & commute avec tout element de Ha et aveσ
tDut element de 3Lδ, d'oύ r(#α) ̂  0, r(fii) ^ 0 en vertu du lemme 10.

Soient a(l), . . . . , a{l) les racines fondamentales. Choisissons des nombres
reels λ4- (1 <; i ^ /) lineairement independants par rapport au corps des.
rationnels et tels que λt > 0 si a{i) € A, λ, < 0 si β(/) € # (ce qui est evide-
mment possible). Si u est un element Φ 0 du groupe Pr engendre par les
racines, les u(Haa)) sont des entiers non tous nuls, et par suite 2z=i λf#(i2α(o)
= /(«) est un nombre reel 4= 0. On peut definir sur Pr une structure de

groupe ordonne en prenant comme ensemble d'elements positifs dans Pr

Γensemble des u tels que f{u) > 0, il est evident que, relativement a cette
relation d'ordre sur Pr, les racines de Γensemble R sont toutes positives.
Notre relation d'ordre determine un systeme fundamental F de racines de
9, et il y a une operation w du groupe de Weyl qui transforme F en le

systeme {«(!), ,«(/)}. II y a une operation ω de G' Π Sΰ telle pue ζ(ω) = w
(lemme 1); puisque ωHrω~ι = ϊM(r), les transformes par ω des X,., r ζ R,
sont dans U, d'oύ ωsω" 1 ^ II. Mais cet element est aussi dans H, ce qui
nous amene a une contradiction avec Γhypothese que H Γl £>U = V}-

Supposons maintenant que go soit de type (Aτ) mais que K contienne plus
de 3 elements. II n'y a alors qu'une seule racine positive a, et Gf = φa{SL(2;..
Kj). Or, le quotient de SL{2 K) par son centre est simple si K contient plus
de 3 elements ([7]). Le noyau de φa se compose des matrices / et — J,J etant
la matrice unite : e'est le centre de SL{2 K), et il en resuite que G' est.
simple. Le groupe H f] G' est Φ {/}, car, si y € 93ί, yξiy) appartient a H et:
a 96_«X« c: G' on a done H f] G' ~ G', en contradiction avec Γhypothese que
H Π £Λl = {/>. Cette derniere hypothese est done f ausse.

LEMME 12. Sauf dans le cas ou αc est de typs (Aτ) et K a au plus 3<
elements, H contient un element Φ I du centre de U.

S3it hx un element Φ / de H Π <&U, avec /i € ©, Λ; ̂  U. Supposons d'abord
que h Φ /. II y a alors au moins une racine r telle que /z X = cXr avec un.
^ Φ 1. Comme h X-r = c~ιX-r, on peut supposer r > 0. On a h~1xr{ϊ)h =
^ " O e t par suite χ.(l)^: ](l) = / h ^ " 1 - 1). L'element ^ . ( D ^ Λ XI) appartient
a Jϊ il est egal a to^"1 - 1) (xr(l)xχ-\l)). Or, si ^ est la hauteur de r,
IVUb+1est dans le centre de U/Ufc+1, d'oύ Xr(l)xx;\l)= x (mod Uk+1). SoitΛ:' =
Xric'1 — ifaiiyxx-^l) o n a ^ ' Ξ Λ;^-1 — l)x (modUfc+i), d'oϋ x' Φ Λ:puisquec"1 Φ
1. L'eJement hxf etant dans H, il en est de meme de AT1*', ce qui montre
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que H f i l l * {/}. Soit alors m le plus grand entίer > 0 tel que Hf]Um

-contiemne un element, so it x, distinct de /. Soit 5 une racine positive quel-
•eonque, et soit t € K. AIOTS l'element x~ι xs{t)xx;\t) est dans H, et aussi
dans Um+1 puisque Um/U.,n+ι est dans le centre de U/U?w+i Cet element est
done /, et x commute avec xs(t) x est done dans le centre de U.

Soit x un element de H appartenant au centre de 11. Si s est une racine
telle que Ts(x) * 0 , et si r est une racine positive quelconque, tout ele.nent
de dίs commute avec tout element de 36r (lemme 9), d'oύ s ( i ί ) > 0 (lemme 10).
Nous appellerons dominante une racine s telle que s{Hr) ^ 0 pour toute racine
r > 0. Une telle racine est necessirement positive le raisonnement qu'on
vient de faire (applique au cas oύ H = G) montre qu'iί y a au moins une
racine dominante.

LEMME 13. // ne peut exister plus de deux ratines dominantes si Q est de
Γun des types (Az), (A) {I ?£ 4) ou (E,) (I = 6,7 ou 8), il rΐy a qu'une seule racine
dominante. Si Qc est de type (G2) et si K n'est pas de caracteristique 3; il n'y
a qu'une racine dominate s telle que %s soit dans le centre de It. SHI y a deux
ratines dominantes s et sf, ces ratines ne sont pas orthogonales et ont des
longueurs differentes si g<? est de rang > 2, on peut supposer {en rangeant s, s'
dans un ordre convenάble) quHl existe une racine c lineairement independante

-de s, s' qui possede les proprietes suivantes: s + c est une ratine, mats aucune
des combinaisons s — c, s + 2c 2s + c, s' — c, s' + c n'est une ratine.

Soient a(T), . . . . ,a(l) les racines fondamentales, et soit s = 2 s i

racine dominante, les d etant des entiers > 0. On a s{Haur) = 2cj + V.^ (a{i))
(Hau))- Or, si i,j sont des indices distincts, a{i) — a{j) n'est pas une racine,
ά}oύ (a{i)) (Hau)) ̂  0. De plus, si / > 1, il y a au moins un i =t= j tel que (a(i))
<(Hau)) < 0> c a r s m o n aU) serait orthogonale a toutes les autres racines
iondamentales, ce qui est impossible, qc etant simple. La relation s(Hau))
> 0 montre alors que Cj > 0 , il en est de meme si / = 1 les d sont done

tous > 0. Supposons qu'il y ait une autre racine dominante s'. On a alors
3(Ά') = 2 i . i d(a{i))(Hs>). Or, les nombres s\Hau)) sont tous > 0 et Pun d'eux
au moins est Φ 0 (car, sinon, sf, etant orthogonale a toutes les racines
fondamentales, le serait a toutes les racines, ce qui est absurde). II en resulte
que les (a{i))(Hs>) sont tous 2> 0 et que Γun de ces nombres est > 0 , on a
done s(HS') > 0, et il en resulte que s — s' est une racine. Supposons 5
et s' telles que s > s', d'ou s — s' > 0. On a alors s'(Hs-s>) > 0, d'oύ (s — sf)
iHs>) > 0 et s(S') ^ s\Hs>) = 2. On sait qu'il en resulte que la longueur de
s est strictement superieure a celle de sf (formule (1), §1). Par ailleurs,
Qc etant simple, Γensemble des longueurs des racinep ne peut contenir
plus de deux elements il en resulte qu'il ne peut y avoir plus de 2
racines dominantes. Si Qc est de l'un des types (Ai), (A) (/ ^ 4) ou {EZ){1 =
-6, 7 ou 8), toutes les racines ont la meme longueur, et il n'y a qu'une seule
racine dominantes. Supposons que Qc soit de type (G2), et soient a, b les
xacines fondamentales, les racines positives etant a,b,a + b, 2a + b, 3a + b, 3a



SUR CERTAINS GROUPED SIMPLES 61

+ 2b. II est cίair que les elements de X3α+a* commutent avec ceux de Xr pour*
toute racine r > 0, done que 3<z -f 2ft est domίnante. On a «(#«) = b(Hb) = 2,
ί(ffi) = - 3 , a{Hj>) = - 1 il en resulte que (2a + ft) (#„) = 1, (2a + ft) (ift) = 0,
done que 2a + ft est dominante. On a iVα,-*»+& = ± 3, d'oύ ΛΓα(l)̂ α+δ(l)ΛΓ7:(l)

= 2̂ίί+δ(l)ΛΓ3α+δ (± 3). II en resulte que, si K n'est pas de caracteristique
3, dί xa+?j n'est pas dans le centre de U.

Supposons maintenant qu'il y ait 2 racines dominantes distinctes 5 et s'
et que Qc soit de rang > 2. II y a un systeme fondamental de racines qui
contient — s' ainsi qu'une racine s0 telle que 5 = — λs' +/ΛS0, λ et μ etant des
entiers > 0 (lemme 1, §1) On a μ, > 0. Si r est une racine > 0, on a μso(Hr) =
s(JK ) + λs'(iί ) 2̂  0, ce qui montre que s0 est dominante. Comme s0 Φ S', on a
s0 = s, λ = 0, μ = l. Puisque QC est de rang > 2, le systeme fundamental qui
contient — s' et s contient au moins une troisieme racine; le graphe associe-
a Qc etant CDnnexe, il y a une racine c de ce systeme qui n'est pas orthogonale
a la fois a s e t a s'. Puisque — 5', s, c font partie d'un meme systeme funda-
mental, ni s' -r c τήs — c n'est une racine. Le graphe associe a $c ne contenant
aucun triangle et s, s' n'etant pas orthogonales, c est orthogonale a l'une des
racines s, s'. Supposons que ce soit a s'. Alors s+.c est une racine mais
s' — c n'en est pas une. Par ailleurs, nous avons vu que 5 et s' n'ont pas la.
meme longueur , un examen des graphes associes aux diver's types d'algebres
simples montre alors que le fait que c ne soit pas orthogonale a s entraϊne
que c et s ont m£me longueur. II resulte alors de la formule (1), §1 que c(Hs)

= s(Hc) le produit de ces deux nombres etant <; 3 (formule (3), §1) ils sont
tous deux egaux a ± 1 comme s — c n'est pas racine, c(Hs) = s(Hc) = — 1 et
ni s -f 2c ni 2s + c n'est une racine. Si maintenant c est orthogonale a s,
( — sf) + c est une racine, mais ( — s') — c n'en est pas une, on a c(Hs>)

= ( — s') (He) = — 1, ni ( — s') 4- 2c ni ( — 2sf) + c n'en n'est une racine, et
s -\- c n'est pas une racine. Remplaςant c par — c et echangeant 5 et sr, on
obtient une racine ayant les proprietes requises.

LEMMA 14. Supposons que Von ne soit pas dans Vun des cas suivants: 1)
Qc est de type (Aγ) et K a au plus 3 elements 2) QG est de type (Ba) et K n'a
que deux elements. Alors il y a une racine r telle que H Π &• =4= {/}.

S'il n'y a qu'une seule racine dominante s telle que Xs appartienne au
centre de U, tout element de H appartenant au centre de U est dans X5

(lemme 9). Supposons qu'il y en ait deux, soient 5 et 5' H contient alors
un element de la forme xs(t)xs(f) ou t, f ne sont pas tous deux mils, et il
suffit manifestement de considerer le cas oϋ W 4=0. Supposons d'abord que
K contienne plus de 2 elements. II est alors impossible que K soit un corps
a 4 elements et que 0 soit de type (G >) (lemme 13) on en deduit qu'on peut
rangei s et 5' dans un ordre tel qu'il existe un homorphisme du groupe P
des poids dans le groupe multiplicatif K* des elements Φ 0 de K qui applique
5 sur 1 et s' sur un element C Φ I (lemme 11 on se souviendra que s,s'ne
sont pas orthogonales). II y a done un h' € H' tel que h'*Xs = Xs, h'*XS' —

s*. L'elsment h!(xs(t)xsr(tt))hf~ι = Xs(t)xs>(cf) est dans H, et il en est de meme
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de xS'{(c — l)t'\ qui est Φ /. Supposons maintenant que K ne contienne que 2
•elements et que QC ne soit pas de type (β3). Alors, il resulte du lemme 13
•que Qo ne peut etre ni du type (A3) ni du type (G2), done que $c est de rang

> 2 on peut supposer qu'il y a une racine c telle que s + c soit une racine,
mais qu'aucune d^s combinaisons s — c, s + 2c 2$ + c, s' — c, s' + c ne soit une
racine. On a Ci,i;c,, = Nc,s = ± 1, et (1,1) est le seul couple d'entiers / > 0, j > 0
tel que ic + js soit une racine. On a done

Xc{l)Xs{t)x;\l) = tf,(*)**+e(± *) = Xr+c(± *)*#)

'{car (s + c) -f 5 n'est pas racine). Puisque s' + c n'est pas racine, xc(l) commute
..avec xs>(t'); Γelement

*,(1) (Xs(t)Xs>(t')K\l) (XsWxAt'))-1 = Λk+e(± t)

.appartient a H, ce qui demontre le lemme 14.

LEMME 15. Si r est une ratine telle que H Π &• Φ {/}, o^ α 3έr cz H.

Soit £ un element Φ 0 de K tel que ΛΓ, (O € i£ Si .ίΓ n'a que deux elements,
on a &. = {/, jifr(ί)} si iΓ n'a que 3 elements, on a Xr = {/, xr(t), x~ι(t)}, et le
Uemme est vrai dans cas cas. Supposons que K ait plus de 3 elements. Soit
.H* Γensemble des elements M de SL{2; K) tels que φr(M)€H; comme
φr(SL{2, K))czG' (lemme 1), JH* est un sous-groupe distingue de SL{2 K). Ce
groupe contient au moins un element distinct de la matrice unite appartenant
au groupa 9ΐ du lemme 1, §11 il n'est done pas dans le centre de SL{2 K).
Or, 1̂  o r p s K ayant plus da 3 elamants, SL(2 K) est son propre groupe
*des coniautateurs et le quotient da cs groupe par son centre est simple ([7],
Hίlftssa^z 1 et Hauptsatz). II en resulte que H* = SL{2; K), ce qui demontre
le lemme 15.

Soit R Γensemble des racines r telles que 3έr c: H. Si r € R et si w est
une operation du groupe de Weyl, w{r) appartient a R. II y a en effet un
-element ω ^ Gr Π 2δ tel que ζ(ω) = w (lemme 1), et on aϊW(Γ) = ωHrco~ι czH.
Si done λ est la longueur d'une racine de R, R contient toutes les racines
-de longueur λ (lemme 5, §1). Si toutes les racines, de Qc ont meme longueur,
R est Γensemble de toutes les racines, d'oύ G' aH. Supposons qu'il n'en
soit pas ainsi. L'ensemble des racines fondamentales de longueur λ est non
vide il en resulte qu'il y a deux racines fondamentales a et b, de longueurs
differentes, non orthogonales, telles que CL€LR. Supposons d'abord que QG

ne soit pas de type (Gy. Ce cas se decompose en deux suivant que b + 2a
oua + 2b est racine. Si b + 2a est racine, on a λ(<z) = \{a + b), \(b) = Xφ + 2a)
.{cf. §1, X). On a, si t, u € K,

•Or on a C,,2;&}ίl = Ma,κ> = (1/2) Na,bNa,a+b = (1/2) (±1) (±2) = ± 1. Comme 9ία

et 3£α+& sont dans i7, il en est de meme de X&+aα, et R est l'ensemble de
toutes les racines. Supposons maintenant que a -f 2b soit racine a et # 4-
:2£ ont alors meme longueur, et il en est de meme de b et <z + b. On a
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•et Ci,i;&,rt = ± 1 comme 3Cα et Xx+2& sont dans H, il en est de meme de #α+&,
-et R est Γensemble de toutes les racines.

Supposons maintenant que $c soit de type (G2). Nous modifierons alors
nos conventions: au lieu de stipuler que r € A, nous supposerons que 3a +
b ont une racine. Les racines a,a-\- b, 2a + £ sont alors de meme longueur,
et il en est de meme de b, 3a -f b, 3a -f 2£ (cf. f ormule (6), §1). On a

Na,2τ+k = ± 1 nous designerons ces nombres par £L, £3, et £3, et nous poserons
C = C3)2;α,&. Supposons d'abord que 6 € R. Alors xx(t)Xi,(u)χ-\t) € -if, et X^+s
c: 77,363Ί+2& c: H. II en resulte que l'on a xt+/>(£ita)#2i+δ(£2£

2#) € i£ Si K contient
plus de deux elements, soient t, f des elements distincts de K tous deux Φ
Ό. Posons u = t',u' =; t on a alors ίw = t'u', tιu Φ ί/2«r. II en resulte que
X'zτ+b{tf*u' — tzu) € H, d'oύ Xaτ+δ a H en vertu du lemme 15, et /? est Γensemble
de toutes les racines. Supposons maintenant que a ξ R. La formule ecrite
plus haut donne xb'\u)Xa(t)xb(u) = Λί+ft^iίM^t+^a^wKα+δ^^^si+aδίC/3!*^^^.
Elle montre que 3̂t+&(<?3ί

3w)ΛΓ3.χ+2'>(Cί3w2) appartient a Zf. Or, on a Xb(u)x3τ+*
(S3t

3u)Xi;\u) = X3%+b(^3t3u)X3x+^(S3SJ3u), aVeC £ 4 = N;>,3τ+b = ± 1 ; de plus, ΛΓfc(l)

commute avec #3*+2δ(C/3«3). On en conclut que ΛΓ3t+26(<?3<?4ί
3w) appartient a /Z,

et par suite que i? contient toutes les racines.
Si R contient toutes les racines, H contient It et 33, done G'. Nous

avons done demontre le

TH&OREME 3. Supposons que Von ne soit pas dans Vun des cas suivants: a)
K est un corps a 2 elements, et gc est de Vun des types (Ai), (Z?2) ou (G3) b)
K est un corps a 3 elimznts, el &c est de type (AT). Alors tout sousgroupe H
de G qui contient un element different de Velement unite et qui est tel que

= H pour tout z € G' contient Gf.

COROLLAIRE. Les hypotheses etant celles de theoreme 3, G' est le groupe des
tcommutateurs de G et est un groupe simple.

II est en effet clair que G' est un groupe simple non abelien, done
identique a son propre groupe des commutateurs, et par suite contenu dans
le groupe des commutateurs de G. Par ailleurs, nous avons vu (lemme 4)
que G/G' est isomorphe au groupe abelien «£)/£>', ce que G' contient le groupe
des commutateurs de G.

II est facile de determiner l'ordre de G' dans Je cas oύ K est un corps
fini a q elements. Rappelons en effet que £)' est isomorphe au groupe des
hornornorphism.es du groupe Pr engendre par les racines dans iΓ*(le groupe
multiplicatif des elements Φ 0 de K) qui peuvent se prolonger en des homo-
mo rphisines de P dans K*, tandisque ξ) est isomorphe au groupe de tous les
homomorphismes de Pr dans K*. Or, Pet Pr sont des groupes isomorphes;
I'indice de & dans ξ> est done egal a l'ordre u du groupe des homomorphismes
de P/Pr dans K\ Mais le groupe P/Pr est isomorphe au centre du groupe
•compact simplement connexe correspondant au type de $c. II est cyclique
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d'ordre / + 1 si QC est de type (At), cyclique d'ordre- 2 si §c est de Γun des
types (Bι) ou (d) (/ <Ξ 2), cyclique d'ordre 4 si ft? est de type (Dι) avec / <
4, / impair, produit direct de 2 groupes cycliques d'ordre 2 si Q<7 est de type
(Dι), / £: 4, I pair il se reduit a son element neutre si g<? est de Γun des
types (G3), (F4) ou (En) il est cyclique d'ordre 3 si QC est de type (EG), et
cyclique d'ordre 2 si Qc est de type (E7). Le nombre u a done les valeurs
suivantes:

si Qc est de type (Az), u est le p. g. c. d. de / + 1 et de q — 1,
si gc est de type (Bι\ / ^ 2 o u (CO (/ ̂  3) ou (EΊ), u est 1 ou 2 suivant

que q est pair ou impair
si g<7 est de type (Dι), I 2: 4, impair, u = 1 si # est pair, M = 2 si q = 3

(mod 4), u = 4 si # = 1 (mod 4) ,
si grr est de type (Di), I ̂  4, pair, w = 1 si q est pair, w = 4 si # est

impair
si gc est de type (Eb), u = 1 si q est congru a 0 o u a - 1 (mod 3), u = 3

si ^ == 1 (mod 3)
si gσ est de type (EΊ), u = 1 si q est pair, w = 2 si # est impair
si gc est de Γun des types (G2), (F4) ou (E8), « = 1.
Tenant compte de la formule que nous avons donnee pour Γordre de Gr

on voit que Γordre de Gf est

on N est le nombre des racines > 0 tandisque α(z) sont les entiers tels que

le polynome de Poincare d'un groupe compact du type de ĝ  soit

Rappelons que ces entiers ont les valeurs suivantes:
si Qc est de type (A%\ 2, 3, . . . . , /
si Qc est de Γun des types (Bι) ou (Cι), 2, 4, , 2/
si $c est de type (Dz), / > 4, 2, 4, . . . .,21 - 2,1;
si 0(7 est de type (EQ): 2, 5,6, 8,9,12
si g<; est de type (E7): 2, 6, 8,10,12,14,18
si Qc est de type (Es): 2, 8,12,14,18, 20, 24, 30
si Qc est de type (F4): 2,6,8,12
si Qc est de type (Ga): 2, 6.

§V. Quelques questions non resolues.

Nous indiquons ici quelques questions non resolues qui se posent a
propos des resultats que nous avons exposes dans ce memoire.

1. II ne fait guere de doute que notre methode, appliquee aux groupes
classiques, conduise aux groupes simples deja etudies par Dickson et Dieu-
donne. D'une maniere plus precise, le groupe simple Gf que nous avons
defϊni s'identifie presque certainement, dans le cas des groupes classiques,
aux groupes suivants:
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a) si Qc est de type (Az\ au groupe projectif special d'un espace projec-
tif de dimension / sur K (/ etant > 1 si K n'a que 2 ou 3 elements):

b) si Oc- est de type {Bτ), au groupe des commutateurs du groupe
projectif orthogonal d'une forme quadratique en 2/ + 1 varaibles a coefficients
dans K d'indice maximal I (l^>2, et I ;> 3 si K n'a que 2 elements) ,

c) si o<? est de type (d), au quotient par son centre du groupe symplec-
tique a 21 variables a coefficients dans K (/ > 3)

d) si Qc est de type (Dι), au groupe des commutateurs du groupe pro-
jectif orthogonal d'une forme quadratique a 2/ variables a coefficients dans
K d'indice maximal / (/ > 4).

D'une maniere generate, si L est un groupe lineaire complexe quelconque
dont Γalgebre de Lie est isomorphe a QC, ϋ conviendrait d'etudier dans quel
cas on peut associer a L un groupe lineaire Lκ defini sur un corps K quel-
conque et tel que G soit isomorphe au groupe des commutateurs du quotient
de Lκ par son centre.

2. II conviendrait d'etablir que les groupes G' relatifs soit a des algebres
de Lie simples Qc non isomorphes entre elles soit a des corps de base K
differents ne sont pas isomorphes entre eux (sauf en ce qui concerne les
groupes des types (Bι) et (Ci) sur des corps de caracteristique 2). Dans le
cas des corps de base finis, on peut pour ce faire utiliser le fait que, sauf
pour un nombre fini d'exceptions, la caracteristique de K f ournit le f acteur
primaire le plus grand de la decomposition de l'ordre de G' en facteurs
premiers on peut montrer assez facilement ainsi que les groupes exception-
nels fournissent en tous cas une infinite de groupes finis simples veritable-
ment nouveaux. Dans le cas des corps infinis de caracteristique p > 0, il est
peut etre possible de se ramener au cas des corps de base finis au moyen
d'une etude systematique des elements d'ordres finis de Gf. Mais il serait
en tout etat de cause preferable de trouver des methodes plus intrinseques,
du genre de celles developpees par Dieudonne, pour separer les uns des
autres les groupes Gr des divers types.

3. Si K est un corps infini, le groupe G que nous avons defini est
probablement toujours un groupe algebrique. II conviendrait d'etudier son
algebre de Lie et notamment de determiner dans quels cas cette algebre de
Lie est isomorphe a G, et dans quels cas G est la composante connexe de
Γidentite dans le groupe des automorphismes de g.

4. II conviendrait de determiner les groupes d'automorphismes des
groupes simples Gf que nous avons construits.

5. Le probleme le plus important, et probablement le plus difficile,
serait de generaliser Jes methodes que nous avons employees en partant
non pas d'une algebre de Lie simple complexe ĝ  mais d'une forme reeDe ĝ
de g<7- Si on prend pour g# la forme compacte, les resultats de Dieudonne
semblent indiquer qu'il n'y a guere d'expoir d'arriver ainsi a des groupes
simples c'est aussi le cas oύ 1'absence complete d'elements nilpotents semble
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opposer une barriere infranchissables a 1'emρioi de nos methodes. Mais,

dans le cas des autres formes reelles, on peut esperer qu'il y a assez

d'elements nilpotents pour permettre d'etendre le domaine des methodes

que nous avons appliquees ici.
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