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Chap. I. Les operateurs differentiels.

1. Rappel de notions et de resultats. [1,2]. Une variete kahlerienne
M est une variete a structure analytique complexe, sur laquelle la forme
exterieure hermitique associee a la metrique est close. Comme la variete est
complexe, on peut decomposer toute forme differentielle exterieure en une
somme de formes, chacune desquelles est homogene, dans un systέme de

coordonnees locales complexes Zi, ... .,zn, et dans les dzt et dans les dzt.
Cette decomposition est invariante par rapport a tout changement analytique

des coordonnees. Une telle forme homogene dans les dzt et les dzt sera notee

φ\sV si son degre total est r et son degre dans les dZi (son type) est s. II est
evident que Γon p 3ut decomposer Γoperateur d de differentiation exterieure :

d = d° + d1

tel que les dϊ sont homogenes par rapport au type:

De la relation classique dd = 0 on deduit

d°(P = dW = 0, (1)

d>& + dW = 0. (2)

On peut obtenier ces operateurs encore d'une autre faςon: On definit un
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operateur anti-lineaire C par

et un operateur de differentiation d = G2C. Comme

CCtf„ = ( - lfφfa

on a

~dd=z% (3)

rf rf + J J = 0. (4)

Les opereteurs ainsi introduits sont relies par

| Γ : r l d ) (5)

Sur une variete riemannienne, en notre cas de dimension paire 2n, on
definit encore Γadjointe de Hodge-de Rham, qui est une forme *φr de degre
2n — r associee a <pr, et la codifferentielle δ = — *d*. Si la variete F est en
outre compacte, on definit le produit scalaire

qui jouit des proprietes

(ctr, β?) = ij&iCf) (7)

et

(dctr, fr+1) = (ar, δŷ "1-1)- (8)

Comme on a en outre C* = *C, on definit

Ί 5 = C δ C = - * 3 * , (9)

(10)

ί - 2 = - | ( S + v^^^lS), (Π)

ce qui nous donne

δ = δ° + δ ' 1 (12)

(dor, βr+i) = (or, T/ff +i), (13)

^ + 1 ) = (o:r, δ 0 ^ 1 ) , (14)

^ + 1) = (ar, δ" 1

/β
r + 1). (15)

On demontre encore que

rfδ"+&/=0 (16)

soit

^ δ " 1 + δ " 1 ^ = rf*δ° + δW = 0, (17)

d°δ° + δW = ^ δ " 1 + δ- 1^ 1. (18)

Une forme differentielle est dite harmonϊque, si elle est annullee par le
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laplacien generalise Δ = dS -f Sd. Toute forme possede une decomposition
unique en φr (theoreme de Hodge)

a = φr + Δ/^, Δ<pr = 0,

de laquelle on deduit que le groupe des formes harmoniques est isomorphe au
groupe de cohomologie de meme degre, a coefficients reels (toujours sur une
variete compacte). On definit d'autres laplaciens par

Δ = dΓδ + 1 J, Δ° = </°δ° + δ°(P = ΦS'1 + δ " 1 * , (19)
qui sont tous essentiellement identiques:

Λ = 2 Δ ° = - Δ . (20)

2. Les operateurs-elasse. Les operafceurs differentiells introduits au No. 1
sont essentiellement lies a la notion de type. Nous avons deja signale en [1]
que la notion de classe presente beaucoup d'analogies formelles avec celle de
type. Nous nous proposons dans ce numero d'etablif cette analogic dans le
domaine des operateurs diffέrentiels.

Soit Ω la forme hermitique exterieure qui definit la structure kahlέrienne.
On pose

Lφr = φrAΩ,

KqT = ( - iy*L*φr,

et une forme φr

k sera dite de classe k, si

On demontre [3]

dφl = Ψί+1 + Ψlll- (21)
On a alors la possibility de definir des opέrateurs diffέrentiels

d^dt + di, (22)

, (23)

(24)

de la maniere suivante: Introduisons d'abord un automorphisme des formes
differentielles par

Aφl = {-lfφl. (25)

Cet automorphisme est alors defini pour toute forme, comrae il existe une
decomposition unique en somme de formes de classe definie [1]. Posons

d = AdA, (26)

nous avons

^o= \{d + d), (27)

dι=\(d-d\ (28)

De dd = 0 on obtient

dx = 0, (29)
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dodλ + ύdo = 0. (30)

Comme AA = idenΐite,

dd^O (31)

et dd+dd^O. (32)

Passons maintenant a considerer les codifferentielles. Par la formule

(2.14) de [3], * A = ( - l)n'r A*, et on definit

(33)

\ (34)

La formule (8) joίnte au theoreme 17 de [1] donne immediatement

)) (36)

). (37)

Afin de trouver des relations entre d{ et δ», il nous faut calculer δi a
Γaide de la formule fondamentale

<Γ= Zδ - δZ. (38)

On y voit apparaitre les operateurs barres. Pour obtenir les formules que

nous cherchons, il nous faut ou introduire des operateurs dt) ou decomposer

les df en des operateurs d{ homogέnes et dans le type et dans la classe.

Nous choisissons cette derniere possibilite et ecrivons

• ' rf = dg + d? + d l + d} (39)

avec

On definit de m e m e des δj.

A par t i r de (1) et (2), ou de (31) et (32), on obtient

(40)

(41)

(42)

0, (43)

et les formules analogues en δj. (38) se decompose en

(44)

(45)

(46)
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(47)

De ces formules, nous dέduisons les relations cherchέes

d ί j i i+ 85:13 = 0, (48)

rfgδg + δ°d° ~dlSz\ - Bz\d[ + d ? ^ + S^rf? - d J V - δjrfj = 0. (49)

Un autre groups de relations qui ne s'obtiendrait par calcul direct qu'apres
des transformations fort longues, peut etre etabli comme suit: On a demontrέ
([1] Lemme p. 273, (91) p. 280) que

Δ ^ ( s ) = Ψϊw (SO)

Si nous ec ivons maintenant Δ° en terms des dι

Jt on obtient

Δ" = d"^ + Sgdg + dgSi1 + δ»d» + d»δ» + Sgrf" + d*^ + δ^d},

ce qui ne psut satisfaire a (50) qui si

+ Sli dg = 0, (51)

+Sgdϊ = O. (52)

De la mέme faςon, on obtient

dg δll + δzl dj = 0, (53)

d\B^ + B^d\ = 0 (54)

de faςon que, finalement, on a pour les laplaciens

et on a pour les ί& toutes les formules analogues aux formules etablies pour
dK

Par (36) et (37), on a

(d} αΓ, /ff + 0 = (of, δ:j^+O. (56)

II faut remarquer que Γanalogie entre typa et classe ne peut pas etre
poussee plus loin, en particulier, on ne peut pas donner de formule analogue
a (19). En effet, pour une fonction scalaire (0-forme), on a

Δ/=
mais

Ceci provient du fait qu'une forme de degre p peut etre de type p, mais

settlement de classe Γ™ .

Si nous definissons un operateur diίferentiel comme endomorphisme du
groupe de toutes les formes differentielles, et de carre nul, alors on peut
deriver des d) de nouveaux operateurs, comme

A°? = « ^ D ^ d j β 0 . ! (57)
ou

(58)
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Nous reviendrons a Γetude de ces operateurs plus tard, si nous aurons illustre
leur importance dans Γetude des varietes kahleriennes. Pour le moment,
contentons-nous de signaler que Γoperateur defini par (58) est, au signe pres,
celui qui permet de deriver la forme de courbure RijkιdztAdzτAdzkAdzι de la
diastase U (potentiel de la metrique) ([1] (25c)), et que, par consequent, il ne
s'annulle pas identiquement.

Chap. II. Groupes d'homologie.

1. Groupes d'homologie. Nous allons construire des groupes isomorphes
aux groupes de de Rham (groupes de cohomologie a coefficients reels) d'une
variete kahlerienne compacte, en suivant un procede que nous avons utilise
deja plusieurs fois [2]. Un expose detaille des calculs de [2] est contenu dans
[4], de faςon qu'il sera possible d'indiquer ici seulement les grandes lignes du
raisonnement.

Remarquons d'abord que Γon a

JjΔ = Δrfj, (59)

δ}Δ = Δδ), (60)

de faςon qu'une forme harmonique ψ est aussi caracterisee par le fait que

d)φ = δj<p = 0

pour toute combinaison possible des indices.
De Γexpression (55) du laplacien et du theoreme de Hodge, nous avons

une decomposition de toute forme differentielle aτ

or = <jf + (dgδg + Sgdg + d>SL
τ
 + δ^^)/y

= φr + (^δ:ΐ + S-JΛ + d^δό1 + δo"1^)^, Δ ^ = 0
et par (56) et les relations de commutation des operateurs differentiels on
obtient, par le procede indique en [4],

que dPQaι = 0 implique of = φr + d$μ + d{v + δ 0.^,

et de meme,

que rfj ar = 0 implique ar = φr + d*μ + δgr + d[σ,

d\ ar = 0 implique ar = ψr + d[μ + dfr + δ'V, etc.

Le groupe de cohomologie, sur une variete compacte, est isomorphe au
groupe des formes harmoniques. Tout groupe isomorphe a ce dernier est par
consequent isomorphe au groupe de cohomologie de la dimension en question.
Dans ce qui suit, nous donnons une liste partielle de tels groupes. La justifi-
cation des assertions est immediate dans les implications que nous venons
d'etablir. Convention: i + i' = 1.

= 0}/{ar\ar = d]β + d)fη + Sj*€; dffiy + SLJf€) = 0} (61)

= δj/? + SL{^7 + J ^ ^ ;

« rf;<

(-^) = o> (62)
r > 2 (63)

} r<n-2 (64)
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0}/{ar I ar = dιβ + d[i} r^n — 2 (65)

r = O}/{αr|α:r = δj£ + δLtf} r > 2 (66)

f = 0}/{αr|αr = rf^S + δ:fr} (67)

(68)

^h^d[β} (69)

• = 0}/{α:r|α:r = δ^β + d[y} (70)

χ» = 0(ι, j = 0, l)}/{αr I ar = d^dj/fβ} r ^ i (71)

' = 0>/{αr|α:r = ^ + djΎ + ^of + <*fr} ^ ^ ^ ~ 4. (72)

On peut s'affranchir des limitation des dimensions, a condition de changer

un peu les definitions dans les dimensions exclues, p. ex.

(73)

(74)

Une analyse detaillee de Γappareil algebrique des demonstrations est
donnee dans [4J.

Tous les operateurs qui apparaissent dans les definitions (61) a (74) sont
homogenes dans le type et la classe. Par consequent, tous ces groupes se
decomposent de f aςon naturelle dans une somme directe de groupes composes
uniquement de formes simples, voir de type et de classe definies:

r [r/2]

Or, le rang de H£i8)[yξ't ;;)est egal au nombre p*k{s) de formes harmoniques de
degre r, type s et classe k, et ce nombre a son tour est egal au nombre
^r-,_fcj,_fc de formes harmoniques de degre r — 2k, type s — k et classe 0.
L'etude des nombres de Betti d'une variete kahlerienne est done rέduite a
celle des nombres pa%b, dont Γimportance a ete souligne par M.Hodge [5].

2. Sous-varietes. Afin de construire des suites exactes a partir des groupes
d'homologie (61) a (74), il nous faut definir des operateurs de restriction et
d'extension convenables, qui respectent la classe et le type d'une forme.

Une sous-variete analytique V, de dimension complexe v, est donnee
localement par un systeme de n — v equations analytiques dans la variete M
en consideration. Comme nous supposons V etre sans singularites, le jacobien
de ces equations

est de rang maximum au moins dans un voisinage convenable de Γorigine,
et Γon peut completer le systeme des par functions ζ\Z\, ,zn) i~n —

v + 1, , n, telles que le determinant fonctionnel
dZj

soit different de zero
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dans tout le voίsinage. Nous allons travailler toujours dans le systeme de
coordonnees ζ, dans lequel V est donne par ζ1 = = ζn~v = 0.

La forme kahlerienne definie sur M
n

Ω = y ^ T 2 9*#'Λ dζ * (76)

avec sa metrique associee

ds*= ^gucdpdi* (77)

definissent de faςon naturelJe une structure kahlerienne sur V donnέe par
n

«= 2 g βdζ Λdξ* (78)
cc,βan-v+l

et la metrique correspondante.
De cette faςon, toute forme differentielle φr sur M donne une forme sur

V, sa restriction, definie par

φr\ ζlmtmtmζn-vmQ (79)

I
II est clair de la definition que

0 (80)

cJest a dire qu'une forme ne peut que conserver son type sous restriction,
ou s'annuller. De

on tire

done: la restriction dune forme ne peut diminuer la classe. II s'ensuit qu'il y
aura interet a considerer la classe filtree, Une forme φ[k] etant de classe
filtree k si

On pourra dire alors que la restriction conserve la classe filtree. Ici, nous
n'allons pas poursuivre cette voie.

Soit maintenant

. dζ*'t\.... Λ dζ*sΛdζh Λ . . . . Λdt*-9

une forme definie sur V. Nous voulons definir une extension de cette forme
en une forme definie sur M.

Supposons V paracompacte, et couvrons V par un recouvrement localement
fini, dont tout voisinage est la restriction a V d'un voisinage 3St de M muni
de coordinnέes ζι, a indices c dans un ensemble bien ordonne I. Dans tout
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voisinage, on definit une fonction non negative, finίe et indefiniment diffέren-
tiable hlf que nous noterons oύ hip), p € 9St, oύ en coordonnees h^ξ1, ,

ζn, ζ1, ,ξn). En outre, elle sera soumise aux conditions
n

a ) ft,(0, . . . . , 0 , Γ - β + 1 , ..... f", 0, ... . , 0 , p — + i , ξ») > 0, 2 ξ"ζ* < κ»
α-n-υ+1

n-v n

4-1 α-w- ϋ+1

et on choisira les constantes Kk de faςon a avoir
c) pour tout p £ F il existe A avec /&,(/>) > 0.

Toute fonction h&p) peut etre etendue a M entiere par

V) HP) = 0, p $ SB,

Par suite de la paracompacite, la fonction

0 ; *

est definie dans M, positive sur V, et partout finie et indefiniment differen-
tiable sur M. Si pour tout point

ί = «?,.....£•.?,.....£*)€ SB.
nous posons

p = (0, . . . . . 0, f - + ι , ....,?», 0...., 0, C 5-* 1 . . ., fn) € F,

la dέfinίtion de H{p) peut etre έcrite

o, P

et une extension possible d'une forme est

0, j
(82)

oύ p dans >̂ est forme pour le premier c avec p € SSi.
A partir de la definition, on verifie que Vextension conserve le type, et que

Reψ = φ (83)

et, comme la restriction ne diminue pas la classe, Vextension ne peut augmenter
la classe dune forme. En particulier, Γextension d'une forme de classe zero
sur V (c'est-a-dire de classe zero par rapport a ω (78)) est encore une forme
de classe zero sur M (par rapport a ί2). Soit maintenant une forme de classe
k sur V
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notre definition finale de Γextension sera donnee par

Eφl = ίl*Λ eφr

0'*\ (84)

Comme on a encore

REφ^φ (83')

nous avons finalement le theoreme:

Les operations R et E conservent type et classe.

3. Suites exactes. Nous allons montrer qu'a. toute paire de groupes H£w

(";;;) et H£i8$m;:) (cf. (61) a (72)) est associee une suite exacte relative a
Γimmersion de V dans M dans le cas de V et M compactes. Pour ne pas
exhauster la patience du lecteur, nous donnons les demonstrations completes
pour deux cas typiques seulement.

Prenons d'abord le cas des groupes //j:(βJ(jJJ), et partons du groupe ϋ ζ ^ Q
(M) defini par les formes sur M. Comme R annulle toutes les differentielles
qui ne sont pas contenues dans le dual de Γespace tangent en un point de
V, on a, pour les points de V,

Rd = dR (85)

et, par le theoreme a la fin du No. 2, R opere un homomorphisme

R*: ΉUκ)(M) >flϊ(f)(ί8Xn
Soit H (M, V) un groupe construit sur des formes definies sur M dont le
R est nul. Nous definissons un homomorphisme

DT: &ϊω (S) (V) •SEWS) CΛί V)

en associant a toute forme φr

Hs) sur V la forme β g Eφr

Hsy D'apres (85), c'est

une transformation lineaire qui transforme une forme quelconque dans une

forme avec d°0 = d\ = 0, dont le R est nul. Un cobord, c'est une forme φr

kW

= dββ + d%y est transforme dans une forme qui, d'apres (85), est dans la

meme classe de cohomologie que Γextensiou de D^φ = 0, c'est done un cobord

dans ϋζ:J:ϊ(J)(io) (M; V), et nous avons bien un homomorphisme des groupes de

cohomologie. D'autre part, soit D§Eφ un cocycle, voir D§Eφ = Dββ,

Rβ = 0. II s'ensuit que

ou Ίp = RX

c'est a dire que la suite
Γ)00*

y2

est exacte.
Definissons enfin un homomorphisme
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en combinant Γinjection naturelle

7*: flί(,/g) (AT, v)—>m(s

avec Γisomorphisme canonique sur Λf compact

K * : H i w ( ^ ^

donne par Γegalite des formes harmoniques dans les deux groupes. En
travaillant avec les formes harmoniques, on obtient selon le procede usuel
Γexactitude de la suite

(86)

ou Γon a insere les groupes modifiees selon (73) etc. dans les dimensions tres
petites et tres grandes.

Afin d'etablir la suite exacte

(0(0) \( Λ/f)^J^^.τTr (0(0) \ /1/\ V χ y 0 ( - l K ^ . ^ /Ό(0)
\o(i)Λ i W/ ^^"jfcCβVoίυJV^/ ^ " f c w o C

on peut suivre la voie indiquee pour la demonstration de (86), en remarquant
que de la definition de δ et de la formule (cf. [1](92))

on peut deduire de

δ(ωfc Aφr

0) = 0 sur V

que Γon a egalement

8(Ω*Λ^) = 0 surΛf

comme, dans les deux cas, δ̂ > = 0 equivaut a d*φ = 0. La demonstration
procede alors comme auparavant.

II convient encore de signaler la suite

Par la definition de la notion de classe, et les theoremes de Hodge, on a

#£:4

2(,+2)Cϊ)(M) = Λ2 Λf l ί ( f ) ® (M) (89)

de faςon que Γon peut ecrire (88) en explicitant les relations multiplicatives

On peut encore etudier plus en detail les groupes relatifs. Comme on
construit les functions ht dans Γespace cartesien des variables ξ*f on peut
encore choisir, pour tout voisinage, un €[ < 64 et demander la condition
additionnelle

$BL , *<&£ =0,,d = 1 „_„,
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Comme nous ne traitons maintenant que de varietes compaetes,

; >0

et, si nous desigπons par 33e(F) Γensemble des points dont le maximum de
la distance de V, calcule dans la metrique euclidienne des 3St dont le point
fait part, soit inferieur a £, notre construction nous donne en verite un
homomorphisme

ou le second groupe est calcule dans Γespace M — 3Se avec les formes a
support compact. Comme en tout cas les formes qui ne sont pas annulees
par / sont a supports compacts, on peut representer les groupes relatifs par
une limite directe

flϊ(f)® (M, V) = lim HίwQ (M - 2Se)c, (91)
e->0

avec des relations analogues pour les groupes a autres indices.

4. Modifications kahleriennes. Rappelons la notion de modification
kahlerienne: Une variete kahlerienne M (de dimension 2 n) et une variete
kahlerienne M (de meme dimension) sont dites modifications kahleriennes
Γune de Γautre, sJils existent une sous-variete V (de dimension 2v) de Λf, et
une sous-variete V (de dimension 2vr) de M', toutes les deux analytiques (par
consequent kahleriennes), telles qu'il existe un homeomorphisme analytique
complexe de M — V sur M! — V. Dans le cas des varietes algebriques, les
transformations birationnelles dans lesquelles les sous-varietes des elements
exceptionnels sont non-singulieres, sont des exemples de modifications kahl-
eriennes.

II se pose le probleme de determiner les relations entre les nombres pa,b
attaches respectivement a M, M\ V, V'. Nous demontrerons que Γon a
tou jours

Pa^M) -paAV) = PaAM') ~ Pa^W) (92)

et, par consequent, on a aussi pour les nombres de Betti

br(M) - br{V) = br(M') - bW) (93)

Ces relations ont ete etablies anterieurement pour les varietes de dimensions
^ 4 seulement.

Selon (91), une modification kahlerienne induit un isomorphisme

Hίw{.... ){M, V) - H^s){.... XM, V) (92)

et, soit de (91), soit des suites exactes, on voit que les rangs pr

k{s)( XM, V)

des groupes #£(s)( \M, V) sont finis, et l'on a

Fkis)(....)(M,V)=Plis)(....)(M', V). (920

La suite exacte (86) represente en verite toute une serie de suites, dont
chacune commence par

... (93)
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Ecrivons ^interpretation d'une telle suite en termes de characterise ques
dΈuler, en rappelant que la dimension de //£(g)( )(M) est pr_,_fc),_fc, avec
a ~ r — s, b — s:

La premiere somme dans (94) est, pour la suite (93):

pr-SyS(M) ~ />r-f+l,*-l

Le terme

apparait encore dans la formule (94) pour la suite

ce qui donne une possibility de proceder par recurrence.
En effet, introduisons les nombres

TaJ> = pα|6(Λf) - paj(V) - pβ.ftCΛfO + Pα,δ(F0 (95)

et retranchons la formule (94) pour M\ V\ de (94) pour Λf, F. Par (92'), on a

2 ( - l ) ί ^ + i , δ - < = 0. (96)

Par passage au complexe-conjugue on obtient la suite

^ w f f i X Λ ί H ^ F H . . . . (97)

et

2 ( - Wra-i^+i = 0. (98)

Dans (96) et (98) on prend les sommes pour a, b quelconques et on somme sur
tous les termes non-negatifs. Ainsi, on obtient d'abord

rβfo = rO|* = O. (99)

puis

ra%\ — rα+1,0 = 0 n , i — ^o,o+i = 0

ce qui donne, joint a (99)

rβ,i = n,6 = 0

et, par recurrence, on a enfin

rα,6 = 0 (100)

ce qui est identique a la formule (92) et constitue le theoreme principal de ce
travail.

5. Applications. Dans Γinterpretation du theoreme principal et dans
toutes les applications on tiendra toujours en vue que nous avons suppose
les varietes V et V etre sans singularites.

Sur une variete kahlerienne compacte, le nombre de Betti br est egale a
la somme des pa^, nombre des formes harmoniques de type (a, b), a-\- b = r.
On a, pour les dimensions petites

/>α,& = 2/*«-<>»-<» <* + b<>ny (101)
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et pour toutes les dimensions [1]

pa%b = ίn-α,n-6 (102)

I. Dans la suite

tous les groupes sur V sont nuls par des raisons de dimension. II s'ensuit
que

et
Pα,o(M)=/>α,ϋ(Λf) (103)

De (99) et de cette invariance des genres geometriques qui a ete etablie
anterieurement [5] υn deduit

PaJV) = PaΛV) (104)

c'est a dire que deux varietes V et V ne peuvent se correspondre dans une
modification kάhlerienne que si leurs pa,o (leurs genres geometriques) coincident.

II. Supposons v = v'. Nous allons retrouver une partie d'un theoreme
connu en demontrant que dans ce cas

Pap(V) = paAV'l (105)

En effet, posons

μa%l> =

et

on a
μa,b = ^α,6 a + b ^ V

(φa,b{V) = 0 pour a + b> v selon la theorie des formes harmoniques).

Soit d'abord v < ^ , voir w — v > ^ > v. Appliquons (102) il vient

= μ>n-atn-b.

Mais les/>α,& sont les rangs, sur une variete kahlerienne corαpacte, des groupes

H$;b(ι)=z 2 flfc(ί)(l) construites sur l'operateur de ^type d1 (ou d°) et dans la

suite exacte

^ ^ r o CM, F K (106)
les groupes Hβ\ι)(V) sont nulles pour β ou b > v, on a done

H%:β+»χM) ^ H$:lϊ+*KM, V) s HfZ:tf+»XM, V) s H%z$+

et

e'est a dire z/a,& = 0.

Si v > -g-, on peut arriver a la raeme conclusion en utilisant (102) dans
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V{V) et dans M(M') de la faςon suivante: Comme pa,b = pb%a, nous pouvons
supposer b < a. Alors on obtient selon le procede utilise que

μa,b = 0 a > V

c'est a dire

va,b = 0 a < n — v.

Soit maintenant, pour un £ fixe

PaQib > 0,

*>«,& = 0 , a < a0

on a

yLfcα.δ = 0 , a< a0

et par (102)

pn-a,n-b(M) = pn-atn-b(M') d< Ct

ce qui donne, par la combinaison des deux suites (106)

pn-ao,n-b(V) > pn-ao,n-b(V')

et, par (102)

pv-n+aotV-n+b(V) > pυ-n+a0,v-n+b(V')

en contradiction avec notre hypothese.
ΎL

III. Soit maintenant # < ^-. Si nous excluons le cas trivial vf = v, nous

disons quHl est impossible que Von ait v' < n — v — 1. Nous pouvons supposer
υ1 >v.

Soit d'abord υ < v' < ~ . Nous obtenons de la suite (106)

/^β'+lj '+l = /V+2,t>'+2 = = fAn,n = 0

et, par (102)

μv'y = 0

ce qui ne peut pas etre parce μv\v' = 1, comme la classe de ωk n'est pas
homologue a zero dans Mr pour aucun k.

De la mέme faςon, on a pour -g- g z / ' < w - z ; - l

et, comme n — υ' — 1 > υ, on a encore

μn-v'-l,n-i)'-ι

ce qui donne le resultat impossible
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