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SUR LE NOMBRE DE COMBINAISONS EXCEPTIONNELLES

APPLICATIONS AUX FONCTIONS ALGEBROΪDES*3
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1. Introduction. Soient f(z) une fonction algebroϊde transcendante a n
branches dans le plan fini definie par une equation irreductible

( 1 ) F(z,f) = A0(z)fn + AC*)/"" 1 4- . . . + An(z) = 0

oύ les Ao, , An sont entieres sans zeros communs a toutes, au moins un rapport
entre elles est transcendant et λc le nombre de relations lineaires, homogenes a
coefficients constants et lineairement independantes entre les A09 , An. Alors,
le nombre de valeurs lacunaires est au plus egal a n+[n/(n—λc)] ([2]) et le
nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Picard est au plus egal a w + λc + l
([9]); de plus, on ne peut pas les abaisser en general ([7]).

Dans ce memoire, on donne quelques theoremes qui montrent que le nombre
de valeurs exceptionnelles au sens de Picard est limite par le nombre de valeurs
lacunaires et que le nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Borel ou de
Nevanlinna est limite par le nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Picard
quand la fonction consideree est d'ordre un au plus. D'abord, on considere sur
les systemes et puis, applique aux fonctions algebroϊdes.

On utilise les symboles usuels de la theorie de Nevanlinna-Selberg ([3], [5]).

2. Preliminaires. Soit / = ( / 0 , ,/n) un systeme transcendant dans le plan,
c'est-a-dire, les fonctions f0, , fn sont entieres sans zeros communs a toutes
et

lim y 00
log V

oύ T(r,f) est la fonction caracteristique du systeme / ([1]).
On dit qu'une combinaison des fonctions f0, , fn '•

*) Ce travail a ete fait en partie avec Γaide de la fondation de Sakkokai (The Sakkokai
foundation).
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F(z) = flβ/βW + + anfn{z\

oύ les coefficients a0, , an sont constants ou meromorphes dans le plan, est
1) lacunaire si F(z) n'admet pas de zeros
2) exceptionnelle au sens de Picard si F(z) n'admet qu'un nombre fini de

zeros
3) exceptionnelle au sens de Borel si Γordre de N(r, 0, F) est plus petit que

celui de T(r,f);
4) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

On utilise les lemmes suivants souvant par la suite.

LEMME 1. Soient v+1 functions meromorpfies dans le plan fini go,
vέrifiant une relation linέaire a coefficients rationnels

et satisfaisant, en outre, aux conditions suivantes:
1) Aucun des rapports gi/g5 (iΦj) rtest rationnel

2) Pour tout i— 0, , v>

N(r, 0, gt) = O(log r) et N(r, gt) = O(log r ) .

Dans ces hypotheses, on a

cQ = cx =L = cv ^ 0

([7J).

LEMME 2. Soient g0, , gv 0>^l) v + 1 functions meromorphes d'ordre
fini dans le plan fini, U(r) une fonction rέelle, positive, croissante pour r > 0
et Iimί7(r)= oo? c0, , cv v+1 fonctions meromorphes dans le plan fini telles

que
1) pour tout i Φ j ,

0 < l i m s u p - Ώ ς ' # i ^ < oo
U(r)

2) pour tout i — 0, , v,
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N(r,0,gt) = o(U(r)) et N(r,gt) = o(U(r)) ( r-oo);

et 3) pour tout i=0, , v,

Si

alors, on a

([7]).

LEMME 3. Soit f(z) une fonction algέbroϊde dέfinίe par (1). Alors, on a

\T(r,f)-T(r,A)/n\<O(l)

oύ A=(A, ,A,)([8]).

3. Cas de systeme. Le nombre de combinaisons exceptionnelles au sens de
Picard est limite par le nombre de combinaisons lacunaires. En effet, on a le

THEOREME 1. Soit f=(fo,'",fn) un systeme transcendant dans le
plan. Supposons quHl existe μ (i^n + 1) combinaisons Ft (i = 1, , μ) des
fonctions /0, ,/n, lineaires, homogenes a coefficients constants, linέairement
indέpendantes n + 1 a n + 1 et exceptionnelles au sens de Picard. SHI y a
n + 1 combinaisons dans {FJ^i qui sont lacunaires', les autres combinaisons
dans [Fi}i=ι sont aussi lacunaires.

DEMONSTRATION. On peut supposer que Fl9 ,Fn+ί sont lacunaires. II
suffit de demontrer le cas oύ μ> n+1. Representons F Λ + f par î Ί , , F n + 1 :

D'apres Phypothese que {F,}?^ sont lineairement independantes n + 1 a n + 1, les
(Xj C/ = l, , n+1) sont differents de zero.

En vertu du lemme 1, puisque Fn+2 ne presente qu'un nombre fini de zeros
au plus, les fonctions F1, , Fn+1, Fn+2 se repartissent en un certain nombre de
classes jouissant des proprietes suivantes.
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1) chaque classe comprend deux fonctions au moins

2) les rapports mutuels d'une meme classe sont rationnels;

3) Γidentite

J+l

est decomposee en un certain nombre d'identites partielles, chacune de celles-ci

faisant intervenir les fonctions figurant dans Γune des classes.

Considerons Γidentite partielle contenant Fn+2 •

( 2 ) Fn+2 — y2<Xj*Fjk.
k=l

D'apres 2), les rapports mutuels entre Fjx, , Fόv sont rationnels, et elles n'ont

pas de zeros par consequent, les rapports mutuels sont constants. En consequence,

Γidentite (2) devient

Cela veut dire que F n + 2 n'admet pas de zeros. De la meme maniere, on peut

demontrer que F n + 3 , , Fμ n'ont pas de zeros. On a le resultat.

COROLLAIRE 1. Sous les memes situations du thέoreme 1, sHl rCy a

entre les fonctions f0, , / Λ que λ c relations lineaires, homogenes a coefficients

constants et linέairement indέpendantes,

En effet, le theoreme 1 montre que toutes les combinaisons {î }f=i sont
lacunaires, par consequent, d'apres le theoreme 15 dans [2], on a le resultat.

Alors, combien de combinaisons exceptionnelles au sens de Picard y a-t-il s'il

y a au plus n combinaisons lacunaires dans {F^ ί=λ ? Pour cette question, on a le

THEOREME 2. Soίt f=(fQ, ,fn) un systeme transcendant dans le plan

βni. Supposons qu'il y a n + μ+1 combinaisons {FJtV des fonctions f09 ,

/ n , lineairesy homogenes a coefficients constants, linέairement indέpendantes

n + l ά n + 1 et exceptionnelles au sens de Picard. Si Z + l (l^n) com-

binaisons Fo, , Ft sont lacunaires, s'il riexiste entre les fonctions f09 ,

fn que λc relations linέaires, homogenes a coefficients constants et linέairement

indepέndantes et si l + λ c ^/, alors, on a
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DEMONSTRATION. D'apres le corollaire 1, il ne faut demontrer que le cas

oύ / ̂  n — 1. Representons les Fn+Ϊ, . Fn+Iί par FQ, , Fly Fι+ι, , Fn,

alors, on a

( 3 )

D'apres Γhypothese que {FJ^Y sons lineairement independantes n + 1 a

tous les determinants, d'ordre quelconque, que Ton peut extraire du tableau

(cLij){=l\'.V.% sont differents de zero. En consequence, en appliquant le lemme 1 a

chaque combinaison de (3), les fonctions Fo, , Fn se repartissent en un certain

nombre de classes (soit c, qui est au moins 2 parce que le systeme considere est

transcendant) jouissant des proprietes suivantes:

1) chaque classe, sauf une peut-etre, comprend deux fonctions au moins;

2) les rapports mutuels d'une meme classe sont rationnels;

3) la combinaison consideree est somme de combinaisons partielles chacune

de celles-ci faisant intervenir les fonctions figurant dans Γune des classes; a

Γexception de Γune d'elles, les combinaisons partielles sont identiquement nulles.

Soient

cι: le nombre de classes qui ne contiennent que des combinaisons lacunaires;

c2: le nombre de classes qui contiennent des combinaisons non-lacunaires,

c 3 : le nombre de combinaisons lacunaires contenues dans Γune des classes

qui contiennent des combinaisons non-lacunaires, alors,

cλ 4- c2 = c et c2 ^ 1.

Le nombre total des combinaisons partielles identiquement nulles est egal a

et on voit facilement que ces combinaisons sont lineairement independantes n+1

a w+1. Par consequent, il faut que

( 4 ) (C-I)μ^\c

parce que le nombre de relations lineaires, homogenes independantes a coefficients

constants entre les fonctions fo, ',fn est egal a celui entre les fonctions F09

'• 9Fn. D'autre part, Γexistence d'une classe de p combinaisons lacunaires



LE NOMBRE DE COMBINAISONS EXCEPTIONNELLES 485

implique Γexistence de p—1 relations a coefficients constants (les rapports mutuels

d'une meme classe ne contenant que des combinaisons lacunaires etant constants).

L'existence de cλ classes entraine

De plus, l'existence de c2 classes qui contiennent des combinaisons non-

lacunaires implique qu'il existe au moins

relations lineaires, homogenes independantes a coefficients constants, parce qu'il

existe une combinaison n'etant pas identiquement nulle dans c2 classes et que les

rapports mutuels des fonctions lacunaires d'une meme classe sont constants. Ici,

α+ = max(#, 0). Toutes les relations considerees sont lineairement independantes,

par consequent, il faut

/ + 1 - CX ~ C3 + (fo-1) μ + (Cs-C2)
+) ^ λc .

En utilisant c1 + c2 = c et c 2 ^ l , on a de cette inegalite

( 5 ) I -Xc^c-1.

De (4) et (5), on obtient

μ ^ λc/C^-1) ^ λ c / ( / - λ c ) ^ //(/-λ c) - 1 ,

ce qui etablit le theoreme.

N.B. 1. n + μ + l ^ n + [//(/ - λ c ) ] .

N.B. 2. w + [//(/-λ c)J^w + λc + l parce que λ c/(Z-λ c) ^ λc.

EXEMPLE 1. Dans le theoreme 1, on ne peut pas changer "lacunaires'' et

"Picard" en "exceptionnelles au sens de Picard" et "Borel" respectivement en

general. En effet, soient

/o(s)=^ + t , A(z) = e?9 Mz) = z*-z, f>(z) = z et fi(z) = z*.

On considere le systeme /=(/o>/i> * ,/*), alors, Γordre de ce systeme est 2 et
λc = l. Les fonctions

Ft=fi (ί=0,.l,...,4)
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sont 5 combinaisons des / 0 , ,/4, lineaires, homogenes a coefficients constants,
lineairement independantes 5 a 5 et exceptionnelles au sens de Picard et F2, F3, F4

ne sont pas lacunaires. Mais, la combinaison suivante:

= ez2+z + ez* = ezi

est lineairement independante 5 a 5 de Ft (1 = 0,1, , 4) et admet les zeros
d'ordre 1. Par consequent, cette combinaison est exceptionnelle au sens de Borel,
sans etre except ionnelle au sens de Picard.

EXEMPLE 2. Dans le theoreme 1, on ne peut pas changer "Picard" en
"Borel". En effet, soient

Uz) = ̂ \ Uz) = <?\ flz) = * et /,(*) = - ^ .

Considerons le systeme f=(fo,fi,f2,fs), alors, ce systeme est d'ordre 2 et λc = l.
Les combinaisons

Fi=A (ί=0,l,2,3)

sont lineairement independantes 4 a 4 et lacunaires. Mais, la combinaison suivante:

est lineairement independante 4 a 4 de Fo, Fu F2 et F 3 et admet les zeros d'ordre
1. Par consequent, cette combinaison est except ionnelle au sens de Borel sans
etre except ionnelle au sens de Picard.

Alors, sous queues conditions, est-ce que Ton peut generaliser le theoreme
1 ? Pour cette question, on a le

THEOREME 3. Soit f=(f0, ,/ n) un systeme transcendant dans le plan
finί d'ordre positif au plus έgal a 1. Supposons quHl existe μ (^w+1)
combinaisons {Fι}t=i des fonctions f0, •••,/«> lineaires, homog nes a coefficients
ratίonnels rtayant pas de zeros communs a tous, linέairement independantes
n+1 a n+1 et exceptionnelles au sens de Borel. SHI existe n + 1 combinaisons
dans {Fi\ t=i <jui sont exceptionnelles au sens de Picard, toutes les combinaisons
{Fi}ΐ=1 sont exceptionnelles au sens de Picard.

DEMONSTRATION. D'apres Γhypothese, Γordre de ce systeme est egal a 1.



LE NOMBRE DE COMBINAISONS EXCEPTIONNELLES 487

On peut supposer que Fλ, , Fn+ί sont exceptionnelles au sens de Picard. On
demon t re que Fn+2, , Fμ sont aussi except ionnelles au sens de Picard.

Representons Fn+2 par Fu , Fn+1:

( 6 )
3=1

oύ les oCj sont rationnels non identiquement nuls parce que {FJ^i sont
lineairement independantes n + 1 a w+1. D'apres Phypothese que Fi, , F n + 2

sont exceptionnelles au sens de Borel, en appliquant l'identite de Borel (voir [4],
p. 12) a (6), on a

V

( 7 ) Fn + 2 = 5Z ̂ Cft) Fj(fc)

oύ tous les rapports mutuels entre Fn+2, FjiΏ , , Fj{v) sont d'ordre plus petit
que 1. Or, les fonctions Fj(Λ), , FJM n'admettent qu'un nombre fini de zeros,
de sorte que tous les rapports mutuels entre elles sont rationnels. Par consequent
l'identite (7) devient

Fn + 2 = CL F j ( 1 )

oύ le coefficient a est rationnel. Cela veut dire que Fn+2 n'admet qu'un nombre
fini de zeros. De la meme maniere, on peut demontrer que Fn+S, , Fμ n'admettent
qu'un nombre fini de zeros. On a le resultat.

COROLLAIRE 2. Sous les memes situations comme dans le theoreme 3,
s'il rty a entre les fo, ,fn que Xp relations linέaires, homogenes indέpen-
dantes a coefficients rationnels,

μ^n+ [n/(n-\p)].

En effet, en vertu du theoreme 3, toutes les combinaisons {FJίLi sont
exceptionnelles au sens de Picard. En consequence, on a ce corollaire d'apres le
theoreme 1 dans [7J.

ExEMPLE 3. Dans le corollaire 2, on ne peut pas negliger "Γordre de ce
systeme est au plus egal a 1". En effet, voici un exemple:

Soient

flz)=e^\ /&)=<?+% f2(z)=e*\ f,(z)=z*-z9 ftz)=z et Mz)=z>.

Considerons le systeme / = (/0, ,/5) qui est d'ordre 2 et Xp=2. Les 6
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combinaisons

Fi=ft (i = 0,l, ,5)

sont lineairement independantes 6 a 6 et exceptionnelles au sens de Picard. De
plus

5 +[5/(5-2)] = 6,

par consequent, il n'y a pas d'autres combinaisons des /o> ,/5, lineaires,
homogenes a coefficients rationnels n'ayant pas de zeros communs a tous,
exceptionnelles au sens de Picard et lineairement independantes 6 a 6 de {Ft}Uo
Mais, la combinaison suivante:

admet les zeros d'ordre 1, par consequent, elle est exceptionnelle au sens de Borel
sans etre except ionnelle au sens de Picard.

Comme une generalisation du theoreme 2, on a le

THEOREME 4. Soit f=(fo > >fn) un systi?ne transcendant dans le plan
fini d'ordre positif au plus έgal a 1. Supposons qu'il y ait μ combinaisons
{Fj} έU des functions f0, , fn> lineaires, homogenes a coefficients rationnels
n'ayant pas de zeros communs a tous (resp. constants), lineairement indepen-
dantes n+\ a tt + 1 et exceptionnelles au sens de Borel. S'il y a Z + l
combinaisons dans {F^ f=i qui sont exceptionnelles au sens de Picard {resp,
lacunaires), s'il n'y a entre les f0, , fn que Xp {resp. λc) relations lineaires,
homogenes independantes a coefficients rationnels {resp. constants) et si

^ / {resp. λc + 1^/), on a

μ^n+ [//(/-λ,)] {resp. n + [//(/-λc)]).

DEMONSTRATION. II suffit de prouver le cas oύ μ>n +1. Dans ce cas,
on peut prouver facilement que Γordre de / est egal a 1. Par consequent, en
utilisant Γidentite de Borel (voir [4], p. 12) au lieu du lemme 1 et qu'une fonction
meromorphe dans le plan fini d'ordre plus petit que 1 et n'admettant qu'un
nombre fini de zeros et de poles est rationnelle ou constante, on peut demontrer
ce theoreme comme dans la demonstration du theoreme 2.

N.B. Λ+[//C/-λp)]^w+λ p +l et n
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THEOREME 5. Soit f=(f0, ,/n) un systeme transcendant dans le plan
fini d'ordre au plus έgal a 1. Supposons qτCϊl y ait μ (grra + 1) combinaisons
{Fj} Uι des functions f0, ,/n, lineaires, homogenes a coefficients de polynomes
n'ay ant pas de zeros communs a tons, linέairement indέpendantes n + 1 ^ά n + 1
et telles que

8 C F . ) = 1 ( i = l , •-,/*)•

SHI y a n + 1 combinaisons dans {FJέU qui sont exceptionnelles au sens
de Picardy toutes les autres combinaisons sont aussi exceptionnelles au sens
de Pίcard.

DEMONSTRATION. D'apres Γhypothese, Γordre de ce systeme est egal a 1
([6]). Par consequent, on peut demontrer ce theoreme comme dans la demonstra-
tion dυ theoreme 1 en utilisant le lemme 2 au lieu du lemme 1 et que si

T(r, FJF5) = o(T(r,f)) (r->oo),

Fi/Fj est rationnelle.
On peut demontrer ce dernier fait comme suivant. D'apres le lemme 1 dans

[6], on a

wΓ(r, e*) ^ T(r, f) ^ MT(r, ez) (m, M > 0 et r > r0).

Si Fi/Fj n'est pas rationnelle, elle a une forme suivante:

γjβ\έ" (ccΦO: constante, P(z) et Q(z): rationnelles).

Par consequent,

- T(rye
aZ) (r ~> oo).

D'autre part,

m(a) T(r, ez) ̂  T(r9 e
at) ^ M(a) T(r, ez) (m(ά), M(ct) > 0, r ^

de sorte que

qui est absurde.
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COROLLAIRE 3. Sous les memes situations comme dans le thέoreme 5,
s'il rty a entre les fonctions f0, ,fn que Xp relations linέaires, homo genes
indέpendantes a coefficients rationnels, on a

μ^n+ [n/(n-Xp)].

N.B. On ne peut pas negliger la condition que Γordre de ce systeme est
au plus egal a 1 comme l'exemple 3 le montre.

Comme une extension du theoreme 2, on a le

THEOREME 6. Soit f=(f0, ,/n) un systeme transcendant d'ordre au
plus egal a 1. Supposons quHl y ait μ combinaisons {FJ^i des fonctions
/o»' *" >fn> lineairesy homo genes a coefficients de polynomes n" ay ant pas de zeros
communs a tous (resp. constants), linέairement indέpendantes n + 1 a n+1
telles que

δ ( F i ) = l (i=l, ",μ).

S'il y a l + l combinaisons dans {Fi}t=i qui sont exceptionnelles au sens de
Picard (resp. lacunaires), s'il n'y a entre les fo, ,fn Q\ue λp (resp. λc)
relations linέaires, homogenes indέpendantes a coefficients rationnels (resp.
constants) et si λ p + l ^ / (resp. λc + l ^ / ) , on a

μ^n+ [//(/-λp)] (resp. n + [l/(l-Xc)l

DEMONSTRATION. II sufSt de demontres le cas oύ μ>n + l. Dans ce
cas, Γordre de ce systeme est egal a 1 ([6]). Par consequent, comme dans la
demonstration du theoreme 2, on peut prouver ce theoreme en utilisant le lemme
2 au lieu du lemme 1 et ce qui est prouve dans la demonstration du theoreme 5.

N.B. n + [1/(1 -λ,)] ^ n + λp + 1.

4. Cas de fonctions algebroϊdes. Les resultats dans le paragraphe 3
s'appliquent en particulier aux fonctions algebroϊdes dans le plan fini.

THEOREME 7. Soit f(z) une fonction algebroϊde dέfinίe par une έquation
irrέductible (1). Si elle admet nΛ-1 valeure lacunaires, les autres valeurs
exceptionnelles au sens de Picard (sHl y en a) doivent etre lacunaires.

En effet, les vecteurs

{( l ,0, . . . ,0) f (α n ,α n Λ , α , l ) ; α; fini}
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sont lineairement indέpendants n + 1 a n+1, par consequent, ce theoreme est une
consequence directe du theoreme 1.

Comme une consequence directe du theoreme 2, on a le

THEOREME 8. Soit f(z) une fonction algebroϊde dέfinie par (1). Si elle
admet / + 1 valeurs lacunaires, s'il rίy a entre AQ, , An que λc relations
HnέaireSy homog nes indέpendantes a coefficients constants et si λc + l ^ / ,
f(z) admet au plus

-λ c )]

valeurs exceptίonnelles au sens de Picard.

N.B. On ne peut pas changer "lacunaires" et "Picard" en "exceptionnelles
au sens de Picard" et "Borel" respectivement ou "Picard" en "Borel" dans le
theoreme 7 comme dans le cas du systeme.

Les theoremes 3, 4, 5 et 6 aussi s'appliquent aux fonctions algebroϊdes et on
obtient les theoremes analogues en vertu du lemme 3.
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