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SUMMEN VON FίC-RAUMEN.
FUNKTIONALE ABSCHNITTSKONVERGENZ UND UMKEHRSATZE

Meinem Lehrer WERNER MEYER-KϋNIG in herzlicher Dankbarkeit gewidmet*>

GUNTHER GOES

(Received May 31, 1973)

Abstract. Sectional boundedness (AB) and functional sectional conver-
gence (FAK) in i^ϋΓ-spaces (= locally convex, metrizable and complete spaces
of complex sequences x = (xk)k=i) are considered with emphasis on sums
E + F = {x: x = a + 6, aeE, beF} of FK-spaces E and F. Notations and
definitions: Let δk=(δk

n)n=1, 55 = 1, δ*=0 if nφk. Pnx=Σk=iXkδk is the
n-th section of x. Let E be an FϋΓ-space, Ef the space of linear and
continuous functionals on E. Let PnxQE for every n=l, 2, . x has AB
in E if {Pnx} is a bounded set in E, x has AK in E if limn Pnx = x in E,
x has FAK in # , if \\mn(Pnx) exists for every / β i ? ' , x has AD in £7 if
xeφE (= the closure of φ in ϋ7), where φ is the space of x with only
finitely many xkφ0. The spaces i ^ , i^ur, EFΛK, EAD consisting of all
x which have respectively AB, AK, FAK, AD in E, are FϋΓ-spaces with
appropriate topologies. Let Ef = {x:xk = f(δk) for some fGE' if δk6E},
Eβ = {x: Σΐ=i ^kVk exists for every yGE}, Ef = {x: supra | Σ£=i #*2/* I <°° for
every yeE}. HA and B are sets of complex sequences, then (A-+B) =
{x:(xkyk)€B for every ye A).

Theorem. ( i ) Let E be an FϋΓ-space, 0CU7. Then EaEFAK<-*Ef =
Eβ^EFAκ = Eββ^Eβ = (EAκ)β^E has AB and Eβ = Er.

( i i ) Let ̂ F be FϋΓ-spaces, φc:E,F. Then (E->F)cz(EAD->FAD)c:
(Ff -> #,) c feif -> F F ^χ) c (£74X -* F^^:) = (£7^ΰ -> JF^a) = (EAK -> F) .

(iii) Let # , F be .PiΓ-spaces with AB and φczE,F. Then (2<7+F)^ =
EAKΛ-FAK. Furthermore (E+F)FAK = EFAK + FFAK if and only if EFAK +
FFAK — Dβ for some set .D of complex sequences.

(iv) Every solid FiΓ-space containing φ has FAK.
( v ) The theorem of F. and M. Riesz about the absolute continuity

of measures μ on the circle for which μ(n) = 0 for all n < 0, is equivalent
to the fact, that the FZ-space L+ of x which can be extended to Z =
{0, ± 1 , ±2, •••} such that Z-~xke

ikt ~ f(t)eL°°(T), has (C,1)-FAK, i.e.
xeL+ implies: limnΣ?=i (1 — (& — l)/n)xkf(δk) exists for every fe(L+)'.

(vi) The space of absolutely (C, Illimitable sequences \σc\ =
{x: Σ n - i I An'1 Σ£=i #*: 1 < °°}» can be represented as | σc | = 6v + dl = q + dl,
where bv={x:Σk*=i\Λxk\<oo},dl={x:ΣZ=i\k-1xk\<oo}, q = {x:Σk=1k\J2xk\<oo
and supfc \xk\ < °°}.

(vii) The conditions "(kxk) G | σc |", {t(kxk) e bv" and "(fĉ fc) G g" are equiva-

* } Teile der vorliegenden Arbeit wurden Herrn Meyer-Kδnig am 3. Juni 1972 bei einem
Festkolloquium an der Universitat Stuttgart uberreicht.
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lent absolute Tauber conditions for the Abel summation method for series.
Similar statements as in (i) to (iii) hold if one replaces the sections

Pnx by P\x, the Cesaro- sections of order one: P\x = Σ*=i (l-(k-ΐ)ln)xkδ
k,

and if one changes the concepts AB, AK, FAK, EP and Er accordingly.

Die Summe E + F von zwei Fif-Raumen E und F tritt in natϋrlicher
Weise auf, wenn man den konjugierten Raum des Durchschnitts A ΓΊ B
von zwei .FiίΓ-Raumen A und B betrachtet, und wenn die konjugierten
Raume A' und B' mit den i^K-Raumen E und F identifiziert werden
konnen.

Summen von Folgenraumen erweisen sich als niitzlich im Zusam-
menhang mit Umkehrsatzen ( = Taubersatzen) und bei Einschlieβungssatzen,
wie Arbeiten von W. Meyer-Konig und H. Tietz ([14], [15], [16]), M.
Stieglitz [21], G. Kangro [11], H. Tietz [22], D. Leviatan [13] und G.
Goes ([5] bis [8]) zeigen.

Grob gesprochen gilt: Eine Aussage iiber einen Summenraum E + F
ist umso interessanter, je kleiner die Raume E und F im Vergleich zu
dem Raum E + F sind, denn eine lineare Abbildung, welche E und F in
einen Raum G abbildet, bildet auch E + F nach G ab. Diese Tatsache
kann oft beim Vergleich von Tauberbedingungen verwendet werden. Zum
Beispiel folgt aus der Gleichung co = cs + (—l)k cs ([7], Theorem 7), wobei
(—l)fc cs der Raum der komplexen Zahlenfolgen x = (xk) ist, fur die
((— l)k xk) G csy und die Raume c0 und cs im Abschnitt 0 erklart sind, daβ
"xec0" genau dann eine Tauberbedingung fur ein gegebenes additives
und permanentes Summierungsverfahren zur Summierung von Reihen ist,
wenn "a?e (—l)* cs" eine Tauberbedingung fur dieses Verfahren ist.

Der erste Teil dieser Arbeit enthalt Aussagen iiber die Abschnitts-
beschranktheit (AB), Abschnittskonvergenz (AK) und funktionale Absch-
nittskonvergenz (FAK) der Summe von FK-Kάumen. Die entsprechenden
Aussagen gelten auch fiir Cesaroabschnitte. Dabei wird vor allem die
Bedeutung der bisher in der Literatur weniger beachteten funktionalen
Abschnittskonvergenz aufgezeigt. Es wird bewiesen, daβ der bekannte
Satz von F. und M. Riesz ([17] oder [29], S. 285 iiber die Absolutstetigkeit
der MaBe μe M(T), fiir die μ(n) = 0 fiir n = — 1, —2, , Equivalent ist
mit dem Satz: Der .Fiί-Raum LΓ + L7 hat funktionale Cesaro-Abschnit-
tskonvergenz.

Im zweiten Abschnitt werden fiir den Raum | σc | der absolut-(C, 1)-
limitierbaren Folgen zwei Summendarstellungen abgeleitet. Dabei ist \σc\
der Raum der Folgen x fiir die (n~ι Σ?=i χk) G bv, wobei y ebv genau dann,
wenn ΣΓ=i I Δyh \ < oo, (Δyk = yk — yk+ί). Es wird gezeigt, daβ

I σc I = bv + dl = q + dl ,
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wobei dl = {#: Σ~=i \xjk\ < °°} und q = {#: Σ~=i&M2%l + S U P l»* I < °°}
Daraus ergeben sich unmittelbar die folgenden Summendarstellungen fur
den Raum | C, 11 der absolut-(C, l)-summierbaren Reihen:

I C, 11 = I + T-\l) = h+ T-\l) ,

wobei I = {x: Σ~=i \%k\ < °°}> h = {%'- Σ~=i & I ^ I < °° u n ( i limfc->oo »* = 0} =
lΓl{x:Σik=i\4kxk\ < oo} ([5], Theorem 3.2) und T der Operator der arith-
metischen Mittel ist: Tx — (AT1 Σϊ=i xj).

Im letzten Abschnitt werden die Aussagen des Abschnittes 2 in Ver-
gleichssatzen fiir Tauberbedingungen verwendet. H. Tietz ([22], Seite 140,
4a) hat gezeigt, daβ die absolute Tauberbedingung ( = ATB) von J. M»
Hyslop [10] "(WΓ1 Σ*=i ^ * ) G ^^" f ΰr absolute Abelsummierung Equivalent
ist zu der ATB "(k xk)ebv". Es zeigt sich, daβ diese Bedingungen auch
Equivalent sind zu der ATB "(k-xk)eq".

0. Bezeichnungen, Definitionen, Grundlagen. Es sei an die Begriffe
"FίΓ-Raum" und "BJST-Raum" (K. Zeller [27]) erinnert: Ein lokalkonvexer,
vollstandiger und metrisierbarer Folgenraum E bei dem die Funktionale
τk: E—>C (= komplexe Zahlen) mit τkx = xk (k = 1, 2, •) alle stetig
sind, heiBt ein jPiί-Raum. Zu einem gegebenen Folgenraum existiert
hochstens eine Topologie, welche den Raum zu einem FZ-Raum macht, und
diese Topologie ist durch abzahlbar viele Halbnormen pd(jeZ+ = {l,2,---})•
bestimmt. Dies wird durch die Bezeichnung (E; p3) ausgedrϋckt. Ein
FZ-Raum, dessen Topologie durch eine Norm gegeben ist, heiβt ein BK-
Raum.

Neben den schon in der Einleitung deίinierten Raumen werden die
f olgenden Raume betrachtet:

φ: der Raum der Folgen x mit hochstens endlich vielen xk Φ 0.
a): der i^ίΓ-Raum aller komplexen Zahlenfolgen; p3 (x) = \ Xj |, j e Z+«

Alle weiteren Raume sind J5ίΓ-Raume:
m: der Raum der beschrankten Zahlenfolgen, \\x\\ = s u p ^ l ^ l .
c0: der Raum der Nullfolgen, \\x\\ = supfc \xk\.
bs: der Raum der x fiir die \\x\\ = supw |sn(ίc)| < ©o, sn(x) — Σϊ=i%k-
cs: der Raum der x fiir die lim^^^s^x) existiert; \\x\\ = sup% | sn(x)\»
σs: der Raum der (C, 1) summierbaren Folgen = {x: lim^^ on{x) ex-

i s t i e r t , w o b e i σn(x) = Σ * = i ( l ~ (k - l)/n)xk}9 \\x\\ = s u p w \σn(x)\.

σb: der Raum der x fiir die supw \σn(x)\ = ||a? || < oo.
I C, 11: der Raum der absolut (C,l)-summierbaren Folgen = {x: Σ»=i l ^ ( ^ ) ~

σΛ+1(a;)| + supw I <7w(α?)| Ξ || x \\ < oo}.
Ist 1 <^ p <^ oo und sind L?, Cc, Mc die Raume der 2τr-periodischeny

geraden, ZΛ-Funktionen bzw. stetigen Funktionen bzw. beschrankten
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BorelmaBe auf T — RβπZ (R die additive Gruppe der reellen Zahlen, Z
die additive Gruppe der ganzen Zahlen), so bezeichnen LP, Cc und Mc

beziehentlich die zugeordneten Raume der Fourier-Kosinus-Koeffizienten,

wobei wir der Einfachheit halber ^ f{t)dt = 0 fiir fe Lp, Cc und [^dμ = 0
Jo Jo /\

fur μeMc annehmen. Es sei also zum Beispiel fiir 1 ^ p ^ oo Lp

c =
{x: 2,Γ=i%cosΛί ~ /(£), fεLξ}. Entsprechend bezeichnen Le

p, C8 und M8

beziehentlich die Fourier-Sinus-Koeffizientenraume von ungeraden Funk-
tionen in Lp, C und Mafien in M. Bei diesen Raumen von Fourierkoeffi-
zienten wird || |U — IIΊU fur E = Lp, C, ikf gesetzt, wobei £/ unter der
iiblichen Banachnorm betrachtet wird.

Sind x, y e ω, so sei xy = (0;^) das punktweise Produkt. Von besond-
erer Bedeutung sind die Einsfolge δ = (δk) mit dk = 1 fiir alle & e Z + ,
δ = (δϊ) mit «ϊ = 0 fur hΦn und 5; = 1, P.= Σ^iδ f c , Pi =Σϊ«i( l-(*- !)/")**•
Fiir aj e ω heiBt Pwcc der ^-te Abschnitt und Plx der τι-te (C, 1)-Abschnitt
von x.

Sind 4 , ΰ c ω , so sei

AB = {x e ω: x = ab, a e A, b e B} ,

A + B = {xeω:x = a + b,aeA,beB},

(A-+B) = AB = {xeω:xA = {x}AczB} .

Speziell seien wie iiblich

(A — cs) ~ Aβ, (A — bs) = A% (A — σs) Ξ Aσ, (A — σδ) = Aσδ

die β-, 7-, σ-, σ6-dualen (Kothe)-Raume von A.
A heiBt eine i?-Menge (oder ein jB-Raum, wenn A ein linearer Raum

ist), wenn eine Menge Daω existiert, sodaβ A = (D—+B).
Ein Folgenraum E heiBt normal oder solid, wenn E = (m —• E).
Sei E ein lokalkonvexer Folgenraum. Ist Ef der konjugierte Raum

von E, d.h. der Raum der stetigen und linear en Funktionale auf E, so
sei

Ef = {x e ω: 3/ e E\ sodaβ f(dk) = xk, wenn δk e E) .

Ist φaE, so ist die Bedingung "δkeE" natϋrlich f ϋr jedes k e Z+ erf iillt.
Ist φ ς£ E und δfc &E, so ist a? e Ef <=> x + λδfc e £7/ fiir jede komplexe
Zahl λ.

Fiir irgendeine Menge Aaω, sei dA = {x e ω: (xk/k) e A} und \A =

{α?eα>: (fc %)e A}.
Im folgenden sei £7 ein jPiί-Raum mit Abschnittsinklusion. Das letztere

bedeutet EaEAI = {xe ω: Pnx e E fiir alle n e ^+}. Oίfensichtlich ist EAI =
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{xeω:xk = 0, wenn δkgE, keZ+). Es ist also EAI ein abgeschlossener
Unterraum von ω.

x e E hat Abschnittskonvergenz (AK), wenn lim,^Pnx = x in E. xeE
hat (C, 1)-Abschnittskonvergenz (σK), wenn lim,^ P^# — x in £7, as 6 ω hat
Abschnittsbeschranktheit in .£7 (AB) bzw. (C, 1)-Abschnittsbeschranktheit
in E (σB), wenn beziehentlich die Mengen {Pnx} oder {P̂ cc} beschrankt
sind in E. Eine Folge kann also AB oder tfί? in E besitzen ohne selbst zu
E zu gehbren. Entsprechendes gilt fur die Eigenschaften FAK und FσK:
xeω hat funktionale Abschnittskonvergenz (FAK) bzw. funktionale (C, 1)-
Abschnittskonvergenz (FσK) in ϋ7, wenn beziehentlich fur jedes feE' die
Grenzwerte lim^^ f(Pnx) oder lim,^ f(Plx) existieren. Ist zudem x e E
und sind die letztgenannten Grenzwerte f(x), so hat x schwache Abschnit-
tskonvergenz (SAK) bzw. schwache (C, 1)-Abschnittskonvergenz (SσK).
xeE hat Abschnittsdichte (AD), wenn cce^ni?, der abgeschlossenen
Hiille von φf)E in i£.

Mit E = (E; Pj) sind auch die Raume

FAD — φf)E ,
J^x = {α e £7: a; hat AK}
EσK = {xeE:x hat (JJK:}

EAB — {xeω:x hat AJ5 in E)
EaB — {x e ω: x hat oB in E)

FFAK - {x e ω: x hat FAiί in E]
FFσK = {xeω:x hat -PσiΓ in E]
ESAK = {xeE:x hat SAK}
ESσK = {xe E: x hat SσK}

.Fif-Raume und zwar EAD unter der Topologie von E, EAK, EABj EFAK, ESAK

unter der Topologie gegeben durch die Halbnormen qά (j e Z+), wobei
qά(x) = supw Pj(Pnx), und die Raume EσK, EσBf EFσK, ESoK unter den ent-
sprechenden Topologien, die man erhalt, wenn man q5 durch q) mit
q)(x) = sup% Pj(PnX) ersetzt.

1. Summen von î iΓ-Raumen und FAK.
1.1. Sind (E; pi), (F; q3) FX-Raume, so ist E + F ein .F-K-Raum unter

der Infimumstopologie, welche durch die Halbnormen rj}k (j, k = l, 2, •) mit

î,&(̂ ) = inf{i9j(a) + qk(b): x = a + b, ae E, be F}

gegeben ist. Es wird also das Infimum genommen beziiglich aller moglichen
Darstellungen von x als Summe von Elementen aus E und F. ([18], [26],
[25]).
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1.2. Sind E und F FK-R'άume mit AK oder mit AB, so hat auch
der FK-Raum E + F AK beziehungsweise AB (W. Ruckle [18], 5.4 und
5.2). Offensichtlich gilt Entsprechendes fiir σK, σB und fiir AD.

1.3. Bevor wir einen entsprechenden Satz fiir FAK und FσK be-
weisen, bringen wir einige nϋtzliche Charakterisierungen der Raume Ef9

EFAK und EFσK als β-, 7-, tf-oder σδ-duale Raume.

1.4 SATZ. (a) Ist E ein FK-Raum mit AB, so gilt:

Ef = (EAK)f = (EAB)f = (EAKy = (EAKy = (EABy = E? .

(b) Ist E ein FK-Raum mit σB so gilt:

Ef = (EσK)f = (EσB)f = (EσKy = (EσKyb = (EσByb = E°* .

BEWEIS. (a) Ist E ein Fi£-Raum mit AB, so ist (EAK)f = Ef =
(EAB)f wegen EAKaEczEAB und auf Grund des Hahn-Banachschen Erwei-
terungssatzes. Όa,fe(EAκy genau dann, wenn f(x) = Σ~=i χkVk fur ein
y e (EAKy ([28], 3.4 u. 2.1), so ist (EAK)f=(EAKy. Ferner ist (EAKy<z(EAKy =
(EAK —> (bs)AK) = (EAK —• cs) wegen der Stetigkeit der durch Multiplikatoren
gegebenen Abbildung von EAK nach 6s und wegen (bs)AK = cs. Somit ist
(EAKy = (EAK)r. Dies beweist die vier ersten Gleichungen. Offensichtlich
ist (EAB)

r c (EAK)r. Somit verbleibt der Beweis von (EAB)f c (EAB)
r = Er.

Sei xe(EAB)f. Dann existiert ein fe(EAB)' derart, daβ xk = f(dk) wenn
δk e EAB fiir k e Z+. Fiir jedes y e EAB gilt also supn | f(Pny) \ =
sup% I Σϊ=i fiβk)Vk I = supw I Σϊ=i x*Vk l < -

Dies zeigt, daβ {EAB)f c {EAB)Ί. Da 2 ? ^ (zEα EAB und wie schon
gezeigt (EAK)r = (EAB)

r, so ist offensichtlich auch (EAB)
r = Er.

(b) Der (C, 1)-Fall kann entsprechend bewiesen werden unter Beachtung
der Tatsache, daβ fe(Eαk)' genau dann, wenn f(x) = (C, 1) —
lim^oo Σί=i (1 — (^ — l)/n)xkyk fiir ein 7/ e {Eσk)

σ. Ferner gilt
([1], Prop. 3.6).

1.5 SATZ. Sei E ein FK-Rαum. Dαnn gilt:
(a) EAB = (Efy n EAI; EFAK = (Efy n ^ j .
(b) £7σ5 = (Ef)σb Π -& ĵ; -E'̂ A' — ( Er/)σ Π -E'̂ z

BEWEIS. (a) Auf Grund des Satzes von Banach und Mackey iiber
die Aquivalenz von schwacher Beschranktheit und Beschranktheit in
lokalkonvexen Raumen gilt xeEAB genau dann, wenn fiir jedes feE'

n

< CO .sup|/(P^)| = sup|E/(^KI
n n fc=l

Aus dieser Tatsache ergibt sich unmittelbar die erste Gleichung. Die
zweite Gleichung ergibt sich aus der Definition von EFAK.
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(b) Dies kann entsprechend bewiesen werden.

1.6 BEMERKUNG. 1st φczE, so ist EAI = ω. Somit kann in diesem
Fall in 1.5 der Raum EAI weggelassen werden.

Ist EaEAI, so gilt E(zEAB genau dann, wenn Ef = Er, denn nach
1.5 folgt aus EdEAB, daβ Ef = Er. Ist umgekehrt Ef = Er und EaEAI,
so ist E = E n EAI c Err Π EAI = (Efy f] EAI = EAB.

1.7 FOLGERUNG. Ist E ein FK-Raum mit EaEAI, so gilt:
(a) EAB = (EABγr n EAI = (EAKyr Π EAI = (EAK)β? Π ̂ i
(b) EσB = (EσBy

bσb n js?^ = {Eaky
M n JS?^ = (Eσky

σb n JS?^.
/sί vberdies EFAK c {EFAK)FAK (speziell E c £ ^ 5 ) , beziehungsweise ist

EFσK(z(EFσK)FσK (speziell EcEσB), so gilt:
(c) EFAK = (JF^)^ Π ^ z = ( J ^ * ) " Π ^ z = (EABy

β n ί?^, beziehentUch
(d) jg?M = (jg?^)" n JS?^ = (EσKybσ n ^ z = (EOBy

bσ n JE?^.

BEWEIS. (a) Wegen EAB = (EAB)AB folgt dies aus 1.4 und 1.5.
(b) Wegen EσB = (EσB)σB ([1], S. 194) folgt dies aus 1.4 u. 1.5.
(c) Die Inklusionen EFAKa{EFAK)FAK(z(EAB)FAK = (EAK)FAKaEFAK im-

plizieren EFAK = (EAB)FAK, woraus mit 1.4 und 1.5 die Behauptung folgt.
(d) Dies ergibt sich wie im Fall (c).

1.8 SATZ. Ist E ein FK-Raum mit φaE, so sind die folgenden
Bedingungen aquivalent: (i) EaEFAK, (ii) Ef = Eβ, (iii) EfczEβ, (iv)
EFAK

BEWEIS. Fur einen beliebigen FK-R&um E, der φ enthalt, gilt EβaEf

auf Grund des Satzes von Banach und Steinhaus, denn f ϋr jedes n e Z+

definiert die Gleichung fn(y) = Σ?=i Vk%k (y £ Ef xeω) ein fn e E'. Ist also
xeEβ, so existiert limn^0Ofn(y) = ^ΐ=1ykxk=f(y)1 und dieser Grenzwert
definiert feE'. φc:E impliziert f(δk) = xk fur jedes k e Z+. Also ist x e Ef

und damit EβaEf. Somit gilt (ii)<=>(iii). Wir zeigen (i)<=>(iii): ECLEFAK

bedeutet E<z(EfY (1.5 und 1.6). Da Saω stets SaSββ impliziert, so folgt
Efa(Efy

βc:Eβ. Umgekehrt impliziert EfczEβ in (iii), daβ Ec:Eββc:(Ef)
β =

EFAK. Dies beweist (i) <=> (iii). Daβ (iv) *=> (iii) ergibt sich mit 1.5 und 1.6
und der Tatsache, daβ (iii) <=> (ii).

1.9 SATZ. Ist E ein FK-Raum mit φczE, so sind die folgenden
Bedingungen aquivalent:

( i ) EaEFσK,
(ii) Ef = E%
(iii) Ef c E%
(iv) EFσK = Eσσ.
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BEWEIS. Entsprechend wie bei 1.8.

1.10 BEMERKUNG. Mit ganz ahnlichen Uberlegungen laBt sich auch
zeigen, daβ jede der Bedingungen (i) bis (iv) in 1.8 aquivalent ist mit
jeder der folgenden Bedingungen:

( v ) Eβ = (EAKy,
( vi) E" = (EAKyβ,
(vii) Ec(EAKy>,
(viii) E hat AB und Er = Eβ,
( ix) E hat AB und Eββ ist ein FK-Raum mit FAK.

Entsprechend laBt sich zeigen, daβ jede der Bedingungen (i) bis (iv)
in 1.9 aquivalent ist mit jeder der folgenden Bedingungen:

( v ) E* = (EσK)%
( vi) Eσσ = (EσK)σσ,
(vii) Ec(EaK)σ%
(viii) E hat σB und Eσb = E%
(ix) E hat σB und Eσσ ist ein FK-Raum mit FσK.

1.11. Fur die Anwendungen ist es nun von besonderer Bedeutung,
daβ unter der zusatzlichen Bedingung, daβ E und F AB (σB) besitzen,
eine Verscharfung der ersten Aussage in 1.2 gilt.

1.12 SATZ. Sind E und F FK-Raume welche φ enthalten und AB(σB)
besitzen, so gilt (E + F)AK = EAK + FAK beziehungsweise (E 4- F)σK =
EσK + FσK.

BEWEIS. Nach den Bemerkungen in 1.2 geniigt es zu zeigen, daβ
jeweils der linke Raum in dem rechten Raum enthalten ist.

Nach Garling ([3], Theorem 4) gilt fur jeden i^iΓ-Raum A der AB
besitzt die Gleichung AAK = bvo A, wobei bv0 = bvf]c0. Somit ist (E+F)AK =
bvo (E + F) c bvQΈ + bvo-F = EAK + FAK. Dies beweist die Behauptung
im AB-FSLIL

Besitzen E und F σB so ergibt sich die Behauptung entsprechend
unter Verwendung der von Buntinas ([1], Theorem 3.11) bewiesenen Aus-
sage: Ist A ein FK-Raum mit σB, so gilt AσK = qo A, wobei q0 = qf]cQ.

Wir kommen nun zu dem in 1.3 angekϋndigten Satz.

1.13 SATZ. Sind E und F FK-Raume welche φ enthalten und FAK
(FσK) besitzen, so gilt E + Fa(E + F)FAK beziehungsweise E + Fa
(E + F)FσK.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem folgenden allgemeineren Satz.

1.14 SATZ. Sind E und F FK-Raume welche φ enthalten so gilt:
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(a) Haben E und F AB, so ist EFAK + FFAK c (E + F)FAK und es
ist EFAK + FFAK = (E + . F ) ^ * #ewcw dann, wenn EFAK + J F V ^ = Dβ fur
ein Daω, das hei&t, wenn EFAK + FFAK ein β-dualer Raum ist.

(b) Haben E und F σB, so ist EFσK + FFσKd(E + F)FσK und es ist
EFσK + FFσK = (E + F)FσK genau dann, wenn EFσK + FFaK = Dσ fur ein
Dczω, das hei&t, wenn EFσK + FFσK ein σ-dualer Raum ist.

BEWEIS. Wir beschranken uns auf den Beweis der Aussage (a), da sich
(b) ganz entsprechend beweisen lafit. Es gilt die folgende Gleichungskette:

(E + F)FAK = {{E + F)AKγt = (EAK + FAKyt = [(EAKy n (FAKyy

= [(EAK)" + (FAKyψβ - (EFAK + FFAKy>.

Dabei folgt die erste und fiinfte Gleichung aus 1.2 und 1.7, die zweite
aus 1.12, die dritte ist klar, bei der vierten verwenden wir, daβ fur eine
beliebige Menge Saω gilt: Sβββ = Sβ. Aus (E + F)FAK = (EFAK + FFAK)ββ

liest man die Behauptung ab, denn f iir einen /S-dualen Raum ist Aββ — A
([4], Theorem 3).

1.15. Der nachste Satz zeigt die Identitat verschiedener Multiplika-
torenraume. Wir verwenden diesen Satz auch zum Beweis der wichtigen
Tatsache, daβ jeder solide jPίΓ-Raum der φ enthalt, FAK besitzt. Fiir
I?i£-Raume wurde dies schon von Sargent ([20], Theorem 3) mit einer
unnbtigen, automatisch erfiillten Bedingung bewiesen.

1.16 SATZ. Sind E und F FK-R'άume, welche φ enthaltenf so gilt:
(E-*F) c (EAD-+FAD) c (Fr-+Ef) c (EFAK->FFAK) c (EAK->FAK) = (EAB-+FAB) -
(EAK~>F). Istuberdies EFAKa(EFAK)FAK, so gilt: (EFAK~+FFAK) = (EAK-+FAK).

BEWEIS. Sei xeEAD. Dann existiert eine Folge (xn)aφ derart, daβ
lim^oo xn = x in E. Sei y e (E-+F). Die Abbildung Ty: E-*F mit Tyx = yx
ist auf Grund des Satzes vom abgeschlossenen Graph stetig. Also gilt
lim^^ xny = xy in F. Wegen xny e φ ist xy e FAD und damit y e (EAD-^FAD).
Somit ist (E-~*F)a(EAD->FAD).

Sei nun y e(EAD-> FAD) und fe(FAD)', also f(δk) e (FAD)f. Die Ab-
bildung Ty: EAD~* FAD mit Tyx = yx, ist linear und stetig. Also ist
/o Ty 6 (EADy und {/o Ty(dk)} = {ykof(δk)} e (EAD)f. Daraus folgt y e {{FAD)f -+
(EAD)f).^ Nun ist Ff = (FAD)f, denn FADaF impliziert Ffa(FAD)f, und
ist xe(FAD)f, so ist xk = f(δk) fiir ein fe(FAD)' wenn δk'eFAD. Dies /
kann zu einem g e F' auf Grund des Hahn-Banachsehen Erweiterungssatzes
ausgedehnt werden. Also ist auch x e Ff und damit Ff = (FAD)f. Daraus
folgt (EAD — FAD) c ( F , — Ef).

# ) Der Beweis fiir die Inklusion (EΛD->FAD)c:((FAD)f->(EAD)f) wurde nachtraglich (am
11. 11. 1973) vereinfacht.
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Fur beliebige Mengen D, G, H in ω gilt {D->G)a(GH->DH), wie leicht
nachzuprϋfen ist. Also ist auch (D-+G)(z((DH)H —>(GH)H). Wendet man
dies auf EAB = (EAK)π (1.7), EFAK = (Ef)

β (1.5) und entsprechend fur F
an, so ergibt sich mit den vorausgegangenen Schlϋssen

{E^F)(z (EAD — FAD) c (Ff — Ef) c (EFAK -> FFAK) .

Ferner ist (EFAK->FFAK)(z(EAK->FAK), denn EAK(zEFAKczEAB, (FFAK)AK = FAK

und fur beliebige FK-Kάume A und B gilt (AAK->B) = (A^—>J5^) ([8],
Lemma 2.3). Wegen (EAK -* FAK) c ( ( # ^ ) ^ — ( ί 7 ^ ) " ) = (£7^ — FAB) c
(2^* — (ί7**)^*) = (EAK —> FAK) ergibt sich hieraus die erste Behauptung.
Ist iiberdies EFAK c (EFAK)FAK, so ist nach 1.7 EFAK = (EAK)ββ. Somit
gilt in diesem Fall ( ^ ^> F ^ ) c {{EAKYβ -+ (FAKyβ) = (EFAK^(FAK)^)(Z
(EFAK —> FFAK) c (EAK —> JF^JP), woraus die zweite Behauptung folgt.

1.17 BEMERKUNG. Ersetzt man in 1.16 FAK, AK, AB beziehentlich
durch FσK, σK, und σB, so bleiben die Aussagen gϋltig und es ist
(EσK —> FσK) c (EAK —> (FσK)AK) = ( ^ ^ —+ J P ^ ^ ) .

1.18 SATZ. (a) Isί ί7 ein FK-Raum, ist φczE und ist (EAK)β ein

FK-Raum, so sind die folgenden Bedingungen aquivalent:
( i ) EAB = {EAB)FAK = EFAK,

(ii) (EAK)β hat FAK,
(iii) (EAK)β = (EAB)

β.
(b) Ist E ein FK-Raum, ist φczE und ist (EσK)σ ein FK-Raum, so

sind die folgenden Bedingungen aquivalent:
( i ) EσB = (EσB)FσK = EFσK,

(ii) (EσK)σ hat FσK,
(iii) (EσKy = (EσBy.

BEWEIS. (a) (i) => (ii): Nach 1.7 ist EAB = {EAK)βr und (EAB)FAK =
(EAK)ββ. Also impliziert (i), daβ (EAK)βr = (EAK)ββ. Nach 1.10 (viii) folgt
hieraus (ii), wenn (EAK)β AB hat. Dies ist der Fall, denn (cs)β = bv,
δebv und (EAK)β = (EAK — cs) c (csβ -> (EAK)β) = (bv — ( £ ^ ) 0 implizieren
(^jj-j" = bv-(EAKy, sodaβ (£7^)^ A 5 hat nach [3], Seite 1005, Theorem 4.

(ii) => (i): Hat (EAK)β FAK, so ist nach 1.10 (viii) (EAK)>r = (EAK)ββ.
Wegen EAB = (EAK)βr (1.7) und (EAB)FAK = {{EAB)AK)ββ - (EAK)ββ (1.7), folgt

hieraus EAB = (EAB)FAK. Da (EAB)FAK = (EAK)FAK c £ ^ c JS?^, so folgt

hieraus (i).
(i) =- (iii): Gilt (i), so ist wegen 1.7 EAB = (EAB)FAK = (EAK)ββ. Wegen

(EAK)βββ = (EAK)β ([4], Th. 3) folgt hieraus (iii).
(iii) =- (i): Gilt (iii), so ist (EAK)ββ = (EAB)

ββ. Also ist wegen {EAB)AK =
EAK und wegen 1.10 (vi) EABa{EAB)FAK = (EAK)FAK(zEFAK(zEAB. Somit
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(i).
(b) Dies lafit sich entsprechend beweisen, unter Verwendung der

Tatsache, daβ (σs)σ = q. Dies impliziert (EσK)σ = q (EσK)σ, sodaβ (EσK)σ

σB hat ([1], Seite 197, Th. 3.11). Ferner gilt (σb)σK = σs ([1], Proposition
3.6). Daneben hat man 1.10 zu beachten.

1.19 BEISPIELE. (a) Fiir E = m ist 1.18 (a), (ii) erfϋllt, denn mAK = cQ,
(co)

β = I und I hat Aif. Also ist nach 1.18 (a), (i) mAB = m — mFAK. Somit
hat m FAK.

(b) Fiir E = L~ + L~ ist 1.18 (b), (iii) auf Grund des in der Einleitung
genannten Satzes von F. und M. Riesz ([29], Seite 285 oder [17]) erfϋllt,
denn L~ + LΓ = (L? + L7)σB, {L? + L7)σK = Cc +^CS, J L r + £Γ)σ = £ c Π £.,
(Cc + C8)

σ = Mc Π M"s. Die Gleichung Mc Π M"8 = Lc Π £ 8 ist aber Equivalent
zur Aussage von F. und M. Riesz. Fiir mehr Einzelheiten wird auf Satz
1.22 hingewiesen.

1.20 SATZ. Jeder solide FK-Raum der φ enthalt, hat FAK.

BEWEIS. Sei E ein solider FiΓ-Raum der φ enthalt. Nach 1.19 (a)
ist m ein i^iί-Raum mit FAK und es ist mFAK = (co)

ββ = m. Mit 1.16
folgt hieraus E = (m—• E)a(nι-+ EFAK)aEFAK, wobei die letzte Inklusion
aus δ £ m folgt.

1.21 SATZ. Sίnd E und F FK-Rϊume welche φ enthalten, so gilt:
(a) Haben E und F AB, so ist (E + F)AB — EAB + FAB genau dann,
wenn EAB + FAB = Dr fur ein Dczω, d.h. wenn EAB +• FAB ein Ί-dualer
Raum ist. Die letzte Bedingung ist erfϋllt, wenn (EAK)r und (FAK)r

FK-Rdume sind oder wenn E und F BK-Raume sind.
(b) Haben E und F σB, so ist (E + F)σB = EσB + FaB genau dann,

wenn EσB + FσB = Dσb fur ein Dczω, d.h. wenn EσB + FσB ein σb-dualer
Raum ist. Die letzte Bedingung ist erfϋllt, wenn (EσK)σb und (FσK)σb

FK-Raume sind, oder wenn E und F BK-Raume sind.

BEWEIS. (a) Die erste Aussage laBt sich genau wie die erste Aussage
in Satz 1.14 beweisen. Man hat nur im Beweis von Satz 1.14 iiberall
FAK durch AB und β durch 7 zu ersetzen. Wir zeigen, daβ EAB + FAB

ein 7-dualer Raum ist, wenn (EAK)r und (FAK)r JPiΓ-Raume sind: Unter
diesen Voraussetzungen ist wegen 1.2, 1.16 und da fiir jeden i^ϋΓ-Raum
A der φ enthalt (AAK)β mit (AAK)' identifiziert werden kann ([2], Seite
965) EAB + FABd(E+F)AB = [(E + F)AKγr = [EAK + FAK\^ = {(EAKyΠ(FAK)ψ.
Da (bs)AK — cs, so ist fiir jeden FϋΓ-Raum A nach 1.16 Ara(AAK)β. Somit
gilt {(EAKy n (F A K yya{(E A K y A K n {F A K y A K γ = {(EAKyAKy + {{FAKyAKγ, wobei
die letzte Gleichung wie in [7], Theorem 4 bewiesen, oder aus 2.3, (a)
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gefolgert werden kann, da AK die Eigenschaft FAK impliziert. Wegen
1.16 und 1.7 ist der letzte Raum identisch mit {{EAK)r

AB}
r + {(FAK)r

AB}
r =

(EAKyr + (FAKyr = EAB + FAB. Also ist EAB + FAB = [(E +. F)AK\" und
damit ein 7-dualer Raum, wenn (EAK)r und (FAK)r jPίf-Raume sind. Ist
E ein i?iΓ-Raum, so ist (EAK)r stets ein i?iΓ-Raum unter der Norm
|| x || = supnm^^! || ^ ||6 . Entsprechendes gilt fur F.

(b) Dies laBt sich entsprechend beweisen.

1.22 SATZ. Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
( i ) Mc n Ms = £ c Π £ 8 (F. und M. Riesz [17]),

/\ /\ /\ κ\

(π) Lr + L7 = (Lr + £rw,
(iϋ) Anί^Anίu
BEWEIS. (i) =» (ii) wurde in 1.19, (b) gezeigt. Umgekehrt impliziert

(ii) nach 1.10 (viii) und 1.9 (i), daβ (L~ + L7)σb = (L~ + L~)σ. Wiejeicht

nachzuprufen ist, gilt (L~ + L7)σb = (L7)σb Π (L7)σb' = Me Π M8 und (LΓ + Lr)<F =

(LT)σn(L7)σ = £ C ΠL 8 . Also gilt (i). SchlieBlich ist (iii) aquivalent zu (i),

da 1.18, (b), (iii) aquivalent ist zu 1.18, (b), (ii). Setzt man E = L? + LΓ in

1.18, (b), (iii), so erhalt man die Gleichung (i) von F. und M. Riesz, denn

Kir + L7UY = φ. + c8y = (όcy n (ό8y = Mcr)M8 und [(£7 + L7)σB]
σ =

(LΓ + ί/Γ)σ = £ c ΓΊ £ 8 . Andererseits erhalt man aus 1.18, (b) (ii) die Tatsache,
daβ [(L7 + L7)akY FσK hat. Das bedeutet, daβ (Cc + C8)

σ = I c n I e i^σίΓ
hat. Somit ist Mc Π M8 c (Mc Π MΛ)FoK. Da umgekehrt (Mc Π M8)irσjff c
(Mc n M8)σ 5 = Me Π M«, so ergibt sich (iii).

2. Summendarstellungen fiir | σc | und |C, 1 | .
2.1. Es sei an die Definition des Uif-Raumes |<7c| der absolut (C, 1)-

limitierbaren Folgen erinnert:

xeω:Σ An~ιΣxk + sup n~ιYΛxk = ||aj || < oo J-.

Mit Hilfe des Operators T der arithmetischen Mittel (siehe Einleitung),
laβt sich I σc \ auch einf ach als T'\bv) = bvA schreiben, das heiβt | σc \ ist
das Wirkfeld bestehend aus denjenigen Folgen, welche durch die Matrix
A. — (ank) der arithmetischen Mittel nach bv abgebildet werden.

2.2 SATZ. \σc\ = bv + dl = q + dl.

BEWEIS. Ist A = (ank) die Matrix der arithmetischen Mittel, das heiβt
ist

(1

ank = n
fiir k = 1, 2, •••, n

0 fiir k = n + 1, n + 2,
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so definiert die transponierte Matrix A* den Operator T*9 der fur alle
x e d(cs) definiert ist, und es ist fur x e d(cs)

0 0 /y

Nach G. H. Hardy ([9], Seite 132) bildet Γ* den Raum cs in den Raum [cof]cs

ab. Da T der zu Γ* adjungierte Operator ist, so bildet T den Raum

Gc0Γϊcs) nach csf ab. Da \c0Πcs als Durchschnitt von zwei i?i£-Raumen
' /f V /Γ V

mit AiΓ auch ein J5if-Raum mit Aif ist, so kann ( \cof]cs) mit (\cof)cs) =
(\c0Y + (cβ)' = dl + bv identifiziert werden ([2], S. 965). Somit bildet T
bv + dl nach bv ab. Dies beweist bv + did T'^bv).

Nach A. Wilansky und K. Zeller ([24], Seite 268) oder nach B. Tyler
([23], S. 345) ist

\σc \β = cs Π \m

Zum restlichen Beweis verwenden wir die f olgende Aussage, welche wir
wegen ihrer Bedeutung gleich allgemeiner, als hier eigentlich notwendig
ware, formulieren.

2.3 SATZ. Sίnd E und F FK-Raume welche ψ enthalten, so gilt:
(a) (E Π F)β = Eβ + Fβ, wenn E und F FAK haben.
(b) (E Π F)° = Eσ + Fσ, wenn E und F FσK haben.
(c) (E Π F)r = Er + Fr, wenn E und F AB haben.
(d) (E Π F)σb = Eab + Fa\ wenn E und F σB haben.

BEWEIS. (a) Haben E und F FAK so hat auch E Π F FAK, denn
(Ef]F)f = Ef+ Ff ([19], Seite 867, Theorem 3.1). Also ist nach 1.5

(E n F)FAK = [(E n F)fγ = (Efy n (Ffy = EFAK n FFAK .

Da EOF FAK hat, so ist (EnF)f = (EnF)β (1.8) und damit (EnF)β =
Ef+Ff = Eβ + Fβ.

(b) Dies lafit sich entsprechend beweisen unter Verwendung von
Ef = E° (1.9), fiir jeden FK Raum E der φ enthalt und FσK besitzt.

(c) Haben E und F AB, so hat auch Ef)F AB. Also ist nach dem
in Teil (a) Bewiesenen, nach 1.16 und wegen (bs)AK = cs

(E n FY c [(E n F)ABγ - (EAB n FABy = (EAK n FAKy

= (EAKy + (FAKy

= (EABy + (FΛByczEr + Fr.

Die Umkehrung Er + Fr c (E f] F)r ist klar.
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2.4 BEMERKUNGEN. (i). Aussage 2.3, (a) wurde auf andere Weise
zuerst von Lloyd Gavin [30] bewiesen.

(ii) Wegen 1.20 gilt 2.3, (a) insbesondere f ϋr solide FϋΓ-Raume welche
Φ enthalten. Da fur solide Folgenraume Eβ = Ea = (E—+1), so kann der
in G. Kδthe ([12], Seite 414) konstruierte Fall der Ungleichung (Ef)F)aΦ
Ea + Fa bei soliden FK-Kάumen welche φ enthalten, nicht eintreten.

2.5 FORTSETZUNG DES BEWEISES VON 2.2. Da \m als solider .RK-Raum
J r

FAK hat (1.20) und cs ein BK-R&um mit AK ist, so ist csfum ein BK-

Raum mit FAK der die Voraussetzungen von 2.3 (a) erfϋllt. Somit gilt

I σc \ββ = (cs Π [mY = (cs)β + ( ( m V = bv + did \ σc |. W e g e n | σc \ c | σc \ββ

ίolgt hieraus | σc | = bv + dl. Die Gleichung bv + dl = q + dl ergibt sich

aus Hardys O(1M)-Taubersatz fur das (C, 1)-Verfahren ([9], Seite 121):

\m = σs Γ)\cs n\m = σs Γ)\m .

Da auf beiden Seiten dieser Gleichung BK-Ranme mit FσK stehen, so
ergibt sich mit 2.3, (b) und mit bekannten Aussagen uber Summierbar-

keitsfaktoren fur das (C, 1)-Verfahren ([9], S. 128), daβ (cs Π \m\ =

{cs)σ + ([mY = bv + dl und (σs Π (mY = (σs)σ + ( ί ^ Y = q + dl.

2.6 FOLGERUNG. | C, 11 = i + Γ"1© = h + Γ-1©.

BEWEIS. Sei x e ω, s = (sn), wobei sn = Σ L i a?*. Die obigen Gleichungen
•ergeben sich aus denjenigen in 2.2 unmittelbar wie folgt:

s e I σc I <=> x e | C, 11

s G δv <=> a; e I

sedl~>xe T"1^)

seq<=>xehb ,

wobei Λ6 = {#: Σ " = 1 k \ Δxk \ < oo und x e 6s}. Da qcbv und da s e bv

impliziert, daβ xel, so impliziert seq auch hh<zl. Also ist hbah =

{%-Σ*~=ιk\ ΔχΛ < °° und X G 4 Da h = lf)\bv ([5], Theorem 3.2), so ist

hczhb und somit hh — h.

2.7 BEMERKUNG. Im Zusammenhang mit 2.2 und 2.6 sind auch die
folgenden Gleichungen von Interesse:

(a)

(b) tyv = T(l),
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(C) jg = T(h).

BEWEIS. Mit 8 wie in 2.6 ist offensichtlich is = T(x), wobei Is = (sjn).

Daraus ergeben sich (a), (b) und (c) unmittelbar auf Grund der im Beweis
von 2.6 angegebenen Beziehungen zwischen s und x. Man hat nur in

der Gleichung \s= T(x) anstelle von s beziehungsweise xf die im Beweis

von 2.6 links beziehungsweise rechts stehenden Raume einzusetzen.

3. Anwendungen auf Taubersatze.

3.1. Es sei zunachst das allgemeine Prinzip erlautert, auf dem unsere
Taubervergleichssatze beruhen.

Seien A, B, C, D und E lineare Raume in ω, τ:D—+ω eine additive
Abbildung, C<zτ-\E), B(£C (zur Vermeidung des trivialen Falles B + C=C)
und

A=B+C.

Dann gilt

(1) τ~\E) Π A = τ~\E) ΠB + C .

3.2 DEFINITION, "X e A" heifit eine (E, C)-Tauberbedingung fiir r,
wenn τ~\E) ΓΊ A c C.

3.3. Die Gleichung (1) impliziert, daβ "x e A" genau dann eine (E, C)-
Tauberbedingung fiir τ ist, wenn "x e B" eine solche Tauberbedingung
fiir τ ist. Kiirzer drϋcken wir dies so aus: "x e A" und "x e B" sind
aquivalente {E, C) - TB fiir τ.

3.4. Ist τ durch eine Matrix gegeben in der Art, daβ τx — (Σ?=i αn*#*)>
wobei die ank (n, k = 1, 2, •) komplexe Zahlen sind und ist E ein FK-
Raum, D = {x: Σ?=i a>nifik existiert fiir jedes n = 1,2, }, so ist bekanntlich
das J^-Wirkfeld r " 1 ^ ) ein FϋΓ-Raum ([27], S. 474). Sind also auch A, B
und C ί^-Raume, so ist (1) eine Gleichung zwischen dem FK-Raum
τ-1(E)f]A und der Summe der FK-Kάume τ-ί(E)f]B und C, auf welche
nun die Theorie des ersten Abschnitts angewandt werden kann. Dies wird
hier nicht weiter ausgefϋhrt. Dagegen sollen die Aussagen des zweiten
Abschnitts zur Gewinnung von Taubervergleichssatzen beniitzt werden.

3.5. Zur Erlauterung unserer Bezeichungen sei bemerkt, daβ fiir
E — c, τ~ι(E) = σs und C = cs die Gleichung (1) eine Aussage zum Ver-
gleich von Tauberbedingungen fiir das (C, 1)-Verfahren zur Summierung
von Reihen liefert. Ist E = bv, τ~\bv) = | C, 11 und C = I, so liefert (1)
eine Aussage zum Vergleich von "absoluten Tauberbedingungen" =(bv,l) —
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TB = ATB fur das \C, 1 |-Verfahren zur Summierung von Reihen.

3.6 SATZ. Sind D und E lineare Rdume in ω, τ:D-+ω eine additive
Abbildung und icτ'^E), so sind die folgenden, jeweils auf derselben
Zeile stehenden Bedingungen aquivalente (E, I) — TB fiir τ:

(a) "x e [\ σc \", "x e \bv", "x e \q".

(b) "xe\C, 1\", "xe T~\iγ\

BEWEIS. (a) Nach 2.2 ist

z-\E) Π j | σc I = τ-\E) Π \bv + I = z~l{E) Π \q + I .

Daraus liest man die Behauptung ab.

(b) Dies ergibt sich ganz entsprechend mit 2.6.

3.7 BEMERKUNG. Nach J. M. Hyslop [10] ist "x e\\σc\" eine ATB fiir

dasAb elverfahren. Aus einer Aussage von H. Tietz ([22], S. 140,4a) f olgt die

Aquivalenz dieser ATB fiir das Abelverfahren mit der Bedingung "x e \bv".

Nach 3.6 sind diese ATB fiir das Abelverfahren auch Equivalent zu der

grδberen Bedingung "x e \q" (beachte: q £ bv §Ξ | σc |).

SCHLUBBEMERKUNGEN

1. Die folgende Frage drangt sich im Hinblick auf die Aussagen in 1.7
und 1.16 auf: Gilt fiir jeden FK-Raum E die Inklusion EFΛKd(EFAK)FAK

€t
2. Die Aussage (v) in 1.10 "EczEFAK" *=> "Eβ = (EAKy wurde fiir

2?Z-Raume E welche ψ enthalten, schon von W. L. C. Sargent ([20], p. 60,
Theorem 3) und fiir Toeplitz-Funktionale Abschnittskonvergenz von Glenn
Meyers (unverbffentlicht) bewiesen.

M. Buntinas bin ich zu Dank verpflichtet fiir Gedankenaustausch zum
Gegenstand des ersten Abschnitts. Insbesondere waren die Aussagen 1.4,
1.5, 1.6 und 1.7 (a), (b) Buntinas schon friiher bekannt (siehe auch M.
Buntinas, On sectionally bounded sequence spaces and 7-duality, Notices
Amer. Math. Soc. 18 (1971), 188). Unsere Beweise sind teilweise von den
urspriinglich von Buntinas gegebenen Beweisen verschieden.

S. Goes danke ich fiir kritisches Studium der Arbeit und fiir zahlreiche
Ver besser ungs vor schlage.
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