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SUMMEN VON FK-RAUMEN. .
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Meinem Lehrer WERNER MEYER-KONIG in herzlicher Dankbarkeit gewidmet®
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(Received May 31, 1973)

Abstract. Sectional boundedness (AB) and functional sectional conver-
gence (FAK) in FK-spaces (= locally convex, metrizable and complete spaces
of complex sequences ¥ = (¥x)r-1) are considered with emphasis on sums
E+F={x:x=a+b,a€EE,bEF} of FK-spaces E and F. Notations and
definitions: Let 0*=(0%)5-1, 67=1, £ =0 if n=tk. P,x=>7_, 0% is the
n-th section of x. Let E be an FK-space, E’ the space of linear and
continuous functionals on E. Let P,x€ E for every n=1,2,---. z has AB
in E if {P,x} is a bounded set in E, x has AK in K if lim, P,x=2 in E,
2 has FAK in E, if lim, (P,x) exists for every f€E’, x has AD in E if
£E€JE (= the closure of ¢ in E), where ¢ is the space of & with only
finitely many 2;%0. The spaces E g, Eix, Ersx, E4p consisting of all
2 which have respectively AB, AK, FAK, AD in E, are FK-spaces with
appropriate topologies. Let E,={x:x,= f(6*) for some f€E’ if s*€ E},
E8 = {&: X5-1 21yx exists for every y€ E}, E7 = {@: sup, | 2.pr-1 €xyx | <o for
every yEE}. If A and B are sets of complex sequences, then (A — B) =
{x: (xxyx) € B for every y€ A}.

Theorem. (i) Let E be an FK-space, gCE. Then ECEpsx - E,;=
Ef - Epsx = E#ff > Ef = (E4x)? < E has AB and Ef=Er.

(ii) Let E, F be FK-spaces, gcE,F. Then (E— F)c(E.p— Fip)C
(Ff-)Ef)C(EFAK_"FFAK)C(EAK"’FAK) = (E4p— Fup) = (E4x > F).

(iii) Let E, F be FK-spaces with ABand ¢gcE,F. Then (E+F) x =
EAK+FAK. Furthermore (E+Fv)FAK:EFAK+FFAK if and only if EFAK+
Frax=D8 for some set D of complex sequences.

(iv) Every solid FK-space containing ¢ has FAK.

(v) The theorem of F. and M. Riesz about the absolute continuity
of measures ¢ on the circle for which 2(n) =0 for all » <0, is equivalent
to the fact, that the FK-space LT of x which can be extended to Z =
{0, 1, £2, --+} such that > 2. zie* ~ f(t)e L=(T), has (C,1)-FAK, i.e.
x€ LY implies: lim, X 7-; (1 — (kK — 1)/n)2:f(0%) exists for every fe (L%).

(vi) The space of absolutely (C, 1)-limitable sequences |oc|=
{2: Xn=1 140 k-1 %z | < 0}, can be represented as |oc|=bv+dl =q+dl,
where bv={2: > 5=1|d2;| <o}, dl={x: X5=1 |k 1z | <00}, q={0: T 5=y k| A2 | < o0
and supg | &% | < oo}.

(vii) The conditions “(kxy) € | oc |”, “(kxy) € bv” and “(kxy) € 9” are equiva-

*) Teile der vorliegenden Arbeit wurden Herrn Meyer-Kénig am 3. Juni 1972 bei einem
Festkolloquium an der Universitdt Stuttgart iiberreicht.
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lent absolute Tauber conditions for the Abel summation method for series.
Similar statements as in (i) to (iii) hold if one replaces the sections

P,z by Phz, the Cesaro- sections of order one: PLx = >p.; (1—(k—1)/n)xid",

and if one changes the concepts AB, AK, FAK, Ef and Er accordingly.

Die Summe E + F von zwei FK-Riaumen E und F' tritt in natirlicher
Weise auf, wenn man den konjugierten Raum des Durchschnitts A N B
von zwel FFK-Raumen A und B betrachtet, und wenn die konjugierten
Riume A’ und B’ mit den FK-Riumen E und F identifiziert werden
konnen.

Summen von Folgenrdumen erweisen sich als niitzlich im Zusam-
menhang mit Umkehrsitzen (=Taubersatzen) und bei EinschlieBungssatzen,
wie Arbeiten von W. Meyer-Konig und H. Tietz ([14], [15], [16]), M
Stieglitz [21], G. Kangro [11], H. Tietz [22], D. Leviatan [13] und G.
Goes ([5] bis [8]) zeigen.

Grob gesprochen gilt: Eine Aussage iiber einen Summenraum E + F
ist umso interessanter, je kleiner die Raume E und F im Vergleich zu
dem Raum E + F sind, denn eine lineare Abbildung, welche E und F' in
einen Raum G abbildet, bildet auch E + F nach G ab. Diese Tatsache
kann oft beim Vergleich von Tauberbedingungen verwendet werden. Zum
Beispiel folgt aus der Gleichung ¢, = ¢s + (—1)*-¢s ([7], Theorem 7), wobei
(—1)*-cs der Raum der komplexen Zahlenfolgen x = (x,) ist, fiir die
((—1)*-x,) € cs, und die Rdume ¢, und ¢s im Abschnitt 0 erklart sind, daB
“reec,” genau dann eine Tauberbedingung fiir ein gegebenes additives
und permanentes Summierungsverfahren zur Summierung von Reihen ist,
wenn “x € (—1)k.¢s” eine Tauberbedingung fiir dieses Verfahren ist.

Der erste Teil dieser Arbeit enthilt Aussagen iiber die Abschnitts-
beschranktheit (AB), Abschnittskonvergenz (AK) und funktionale Absch-
nittskonvergenz (FAK) der Summe von FFK-Raumen. Die entsprechenden
Aussagen gelten auch fiir Cesaroabschnitte. Dabei wird vor allem die
Bedeutung der bisher in der Literatur weniger beachteten funktionalen
Abschnittskonvergenz aufgezeigt. Es wird bewiesen, daB der bekannte
Satz von F. und M. Riesz ([17] oder [29], S. 285 iiber die Absolutstetigkeit
der MaBe pre M(T), fir die p(n) =0 fur n = —1, —2, --., aquivalent ist
mit dem Satz: Der FK-Raum L°° + L°° hat funktionale Cesaro-Abschnit-
tskonvergenz.

Im zweiten Abschnitt werden fiir den Raum |oc| der absolut-(C, 1)-
limitierbaren Folgen zwei Summendarstellungen abgeleitet. Dabei ist |oc|
der Raum der Folgen z fiir die (™' 3 i, x,) € bv, wobei y € bv genau dann,
wenn >, | 4y, | < oo, (4Y, = Yir — Yier). Es wird gezeigt, daB

loc|=bv+dl =q+ dl,
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wobei dl = {w: 35, [4,/k| < o} und ¢ = {2: 3, k| 42| + sup |z | < o}
Daraus ergeben sich unmittelbar die folgenden Summendarstellungen fiir
den Raum |C, 1| der absolut-(C, 1)-summierbaren Reihen:

IC, 1| =1+ T =hr+ T,

wobei l = {x: S |2, | < oo}, b= {x: D k| 4z, | < oo und lim,_x, = 0} =
In{x: Sy | dkx,, | < oo} ([5], Theorem 3.2) und T der Operator der arith-
metischen Mittel ist: Tx = (k™ X}k, x.).

Im letzten Abschnitt werden die Aussagen des Abschnittes 2 in Ver-
gleichssatzen fiir Tauberbedingungen verwendet. H. Tietz ([22], Seite 140,
4a) hat gezeigt, daB die absolute Tauberbedingung (=ATB) von J. M.
Hyslop [10] “(n* i, kx,) € bv” fiir absolute Abelsummierung aquivalent
ist zu der ATB “(k-x,) € bv”. Es zeigt sich, daB diese Bedingungen auch
aquivalent sind zu der ATB “(k-x,) € q”.

0. Bezeichnungen, Definitionen, Grundlagen. Es sei an die Begriffe
“FK-Raum” und “BK-Raum” (K. Zeller [27]) erinnert: Ein lokalkonvexer,
vollstandiger und metrisierbarer Folgenraum FE bei dem die Funktionale
7, H— C (= komplexe Zahlen) mit 7,0 =2, (k=1,2, ---) alle stetig
sind, heiBt ein FK-Raum. Zu einem gegebenen Folgenraum existiert
hochstens eine Topologie, welche den Raum zu einem FK-Raum macht, und
diese Topologie ist durch abzidhlbar viele Halbnormen p;(j€ Z* ={1,2,.--})
bestimmt. Dies wird durch die Bezeichnung (E; p,) ausgedriickt. Ein
FK-Raum, dessen Topologie durch eine Norm gegeben ist, heiit ein BK-
Raum.

Neben den schon in der Einleitung definierten Raumen werden die
folgenden Rdume betrachtet:

¢: der Raum der Folgen x mit hochstens endlich vielen z, % 0.

w: der FK-Raum aller komplexen Zahlenfolgen; p;(x) = |x;|, j€Z".

Alle weiteren Raume sind BK-Raume:

m: der Raum der beschrankten Zahlenfolgen, ||« || = sup, |z, |.

¢,: der Raum der Nullfolgen, ||z || = sup, |2:].

bs: der Raum der x fiir die ||z || = sup, |s.(&)| < oo, s.(x) = Sr., 4.
cs: der Raum der x fiir die lim,.., s,(x) existiert; ||« || = sup, |s.(x)].

os: der Raum der (C,1) summierbaren Folgen = {z:lim,_. 0,(x) ex-
istiert, wobei o,(x) = 3~ (1 — (k — 1)/n)z.}, |[@ || = sup, |o.(x)].

ob: der Raum der z fiir die sup,|o.(x)| = ||z]|] < .
|C, 1|: der Raum der absolut (C,1)-summierbaren Folgen={x: >3, |0,.(x)—
Ora(®)| + sup, [0,(@)| = ||z || < o}

Ist 1< p< >~ und sind L? C, M, die Raume der 2n-periodischen,
geraden, Lf-Funktionen bzw. stetigen Funktionen bzw. beschrankten
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BorelmaBe auf T = R/2rZ (R die additive Gruppe der reellen Zahlen, Z
die additive Gruppe der ganzen Zahlen), so bezeichnen I//\f, C, und M,
beziehentlich die zugeordneten Raume der Fourier-Kosinus-Koeffizienten,
wobei wir der Einfachheit halber Su f)dt =0 fir fe L?, C, und Smdﬂ =0
fir p¢e M, annehmen. Es sei algo zum Beispiel fiir 1 <9 £ o I/,\g’ =
{o: S5, x, cos kt ~ f(t), fe L?}. Entsprechend bezeichnen I/,E’, C, und M,
beziehentlich die Fourier-Sinus-Koeffizientenraume von ungeraden Funk-
tionen in L?, C und MaBen in M. Bei diesen Raumen von Fourierkoeffi-
zienten wird ||-||z = ||-||z fiir E = L*, C, M gesetzt, wobei E unter der
iiblichen Banachnorm betrachtet wird.

Sind z, ¥ € ®, so sei 2y = (x,¥,) das punktweise Produkt. Von besond-
erer Bedeutung sind die Einsfolge 6 = (6,) mit 6, =1 fiir alle ke Z+,
0"=(07) mit 03=0 fiir k#n und 62=1, P,= >r., 0% Pil= 3. (1—(k—1)/n)b,.
Fir z € w heit P,x der n-te Abschnitt und P,x der n-te (C, 1)-Abschnitt
von z.

Sind A4, BC w, so sei

AB ={xc€w:x =ab,ac A, be B},
A+ B={rew:x=a+b acd beB},
(A—-B)=A?={rew:zA = {x}AC B}.

Speziell seien wie iiblich
(A—cs) =A%, (A—bs) = A7, (A—0as) = A°, (A—adb) = A?

die 8-, v-, 0-, ob-dualen (Kothe)-Raume von A.

A heiit eine B-Menge (oder ein B-Raum, wenn A ein linearer Raum
ist), wenn eine Menge D C w existiert, sodaB A = (D — B).

Ein Folgenraum E heiBt normal oder solid, wenn E = (m — E).

Sei E ein lokalkonvexer Folgenraum. Ist E' der konjugierte Raum
von E, d.h. der Raum der stetigen und linearen Funktionale auf E, so
sei

E,={rcw:3fecE’, sodaB f(0*) ==z, wenn o*cKE}.

Ist ¢C E, so ist die Bedingung “6* € E” natiirlich fiir jedes k € Z* erfiillt.
Ist ¢ ¢ E und 0*¢ E, so ist xe E;=x + N0*c E, fiir jede komplexe
Zahl .

Fiir irgendeine Menge AC®, sei dA = (e : (w/k)e A} und SA -
{rew: (k-x,)e A).

Im folgenden sei E ein FFK-Raum mit Abschnittsinklusion. Das letztere
bedeutet ECE,;={xcw: P,x € E fir alle ne€ Z*}. Offensichtlich ist F,; =
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{tew:x, =0, wenn 6*¢ E, ke Z*}. Es ist also E,; ein abgeschlossener
Unterraum von .

x € E hat Abschnittskonvergenz (AK), wenn lim,_., P,x =2 in E. x€ E
hat (C, 1)-Abschnittskonvergenz (6 K), wenn lim,_, Plx =z in E. 2 € ® hat
Abschnittsbeschranktheit in E (AB) bzw. (C, 1)-Abschnittsbeschranktheit
in E (6B), wenn beziehentlich die Mengen {P,x} oder {P.x} beschrinkt
sind in E. Eine Folge kann also AB oder 0B in E besitzen ohne selbst zu
E zu gehoren. Entsprechendes gilt fiir die Eigenschaften FAK und FoK:
2 € @ hat funktionale Abschnittskonvergenz (FFAK) bzw. funktionale (C, 1)-
Abschnittskonvergenz (FoK) in E, wenn beziehentlich fiir jedes fe E’ die
Grenzwerte lim,_., f(P,x) oder lim,., f(Pix) existieren. Ist zudem xz€ F
und sind die letztgenannten Grenzwerte f(x), so hat * schwache Abschnit-
tskonvergenz (SAK) bzw. schwache (C, 1)-Abschnittskonvergenz (SoK).
x € E hat Abschnittsdichte (AD), wenn z€¢NE, der abgeschlossenen
Hiille von ¢NE in E.

Mit E = (E; p;) sind auch die Raume

EAD = ¢ﬂE ’

E,x ={xc E:x hat AK}

E,, ={xe E:x hat 0K}
E,;={rew:x hat AB in E}

E,; ={rxcw:x hat 0B in E}
Erix ={xcw:x hat FAK in E}
Erx ={xrcw:z hat FoK in E}
Es,x = {xe E:x hat SAK}

Eg,x = {xc E:x hat ScK}

FK-Riume und zwar E,, unter der Topologie von E, E,x, E.z, Erix, Esix
unter der Topologie gegeben durch die Halbnormen gq; (j€Z%), wobei
q;(x) = sup, p;(P,x), und die Raume E,x, E,;, Er.x, Es,x unter den ent-
sprechenden Topologien, die man erhalt, wenn man ¢; durch ¢ mit
qi(x) = sup, p;(P,x) ersetzt.

1. Summen von FK-Raumen und FAK.
1.1. Sind (E; p;), (F; q;) FK-Raume, so ist E + F ein FK-Raum unter
der Infimumstopologie, welche durch die Halbnormen r;,, (7,k=1,2,---) mit

r;.:(®) = inf{p;(a@) + ¢.(b):x =a + b, ac E, be F}

gegeben ist. Es wird also das Infimum genommen beziiglich aller moglichen
Darstellungen von « als Summe von Elementen aus E und F. ([18], [26],
[25]).
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1.2. Sind F und F FK-Raume mit AK oder mit AB, so hat auch
der FK-Raum E + F AK beziehungsweise AB (W. Ruckle [18], 5.4 und
5.2). Offensichtlich gilt Entsprechendes fiir 0K, 0B und fiir AD.

1.3. Bevor wir einen entsprechenden Satz fur FAK und FoK be-
weisen, bringen wir einige niitzliche Charakterisierungen der Raume E/,
E;.x und E,x als pB-, 7-, g-oder ob-duale Raume.

1.4 SATzZ. (a) Ist E ein FK-Raum mit AB, so gilt:
E;= FEi)sr= Ei)r = (Eix) = (Bix) = (Eip) = E" .
(b) Ist E ein FK-Raum mit cB so gilt:
E; = (Bowx); = (Hop)r = (Hor)’ = (Eox)” = (Hop)” = E” .

BeEwEgls. (a) Ist E ein FK-Raum mit AB, so ist (E.);=E;=
(E 3); wegen K, CECE,; und auf Grund des Hahn-Banachschen Erwei-
terungssatzes. Da fe (F, ;) genau dann, wenn f(x) = D5, x,y, fiir ein
y € (F )" (28], 3.4 u. 2.1), so ist (E x);=(F.x)?. Ferner ist (F x)C(E.x) =
(E & — (08) k) = (B ,x — cs) wegen der Stetigkeit der durch Multiplikatoren
gegebenen Abbildung von E,r nach bs und wegen (bs),x = ¢s. Somit ist
(F.x)" = (B.x)". Dies beweist die vier ersten Gleichungen. Offensichtlich
ist (B, < (E.x). Somit verbleibt der Beweis von (F,;);C (E.z)" = E'.
Sei 2 € (E,;);. Dann existiert ein fe(E,z) derart, daB z, = f(0¥) wenn
oteE,; fur keZ*. Fir jedes yeE,; gilt also sup,|f(P.y)| =
sup, | k- f(0")y| = sup, | k- 2y | < oo

Dies zeigt, daB (E,;);C(E.z)Y. Da E,,CECE,; und wie schon
gezeigt (E,x)" = (F45), so ist offensichtlich auch (E, ;) = E'.

(b) Der (C,1)-Fall kann entsprechend bewiesen werden unter Beachtung
der Tatsache, daBl fe(E,.) genau dann, wenn f(x) = (C, 1) — Sy, =
lim, .. 2.1 — (k — 1)/n)x,y, fur ein y<c(H,,)°. Ferner gilt (ob),x = os
([1], Prop. 3.6).

1.5 SATZ. Set E ein FK-Raum. Dann gilt:

(a) EAB = (Ef)r n EAI; EFAK - (Ef)ﬁ n EAI.

(b) E,z = (E)"NEy Epx = (E) N Ey;.

BEwris. (a) Auf Grund des Satzes von Banach und Mackey iber

die Aquivalenz von schwacher Beschranktheit und Beschranktheit in
lokalkonvexen Raumen gilt x € E,; genau dann, wenn fiir jedes fc E’

sup | f(P,a)| = sup| 33 f(")z,| < .

Aus dieser Tatsache ergibt sich unmittelbar die erste Gleichung. Die
zweite Gleichung ergibt sich aus der Definition von Ej,x.
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(b) Dies kann entsprechend bewiesen werden.

1.6 BEMERKUNG. Ist 4 C F, so ist E,; = w. Somit kann in diesem
Fall in 1.5 der Raum FE,; weggelassen werden.

Ist ECFE,;, so gilt EcC E,; genau dann, wenn E; = E7, denn nach
1.5 folgt aus EC K ,;, daB E; = E7. Ist umgekehrt E, = E” und ECFE,;,
soist E=ENE, ;CE"NE,;=E)NE,; = E,;.

1.7 FOLGERUNG. Ist E ein FK-Raum mit ECE,;, so gilt:

@) Ep=ER"NE;=Ew"NEy= Eii)"NEy.

(b) EaB = (EoB)abab NE,; = (Eak)cb(’b NE,; = (Eak)aab N E,;.

Ist iiberdies Eyp i C (Epix)rax (sveziell E C E,z), beziehungsweise 1st
E ok C(Erox)rox (speziell E C E,;), so gilt:

(¢) Erix = (Ei)PNE,; = (Ex)?NEy = (E.)"* N E,y, beziehentlich

(d) EFaK = (EaK)w NE, = (EaK)a’“7 NE,,; = (EaB)aba N E ;.

Beweis. (a) Wegen E,; = (E.p)4s folgt dies aus 1.4 und 1.5.

(b) Wegen E,; = (E,5).5 ([1], S. 194) folgt dies aus 1.4 u. 1.5.

(c) Die Inklusionen E; xC(Erix)raxC(Hip)rax = (Eax)rax CEpsx im-
plizieren E;,x = (F.z)rix, Woraus mit 1.4 und 1.5 die Behauptung folgt.

(d) Dies ergibt sich wie im Fall (c).

1.8 SATz. Ist E ein FK-Raum mit ¢ C E, so sind die folgenden
Bedingungen aquivalent: (i) E C Ep.x, (i) E,= E? (i) E;C E? (iv)
EFAK = E*.

BEWEIS. Fiir einen beliebigen FK-Raum E, der ¢ enthalt, gilt EfC E,
auf Grund des Satzes von Banach und Steinhaus, denn fiir jedes ne Z*
definiert die Gleichung f,(¥) = S, ¥.x, (ye E, x € w) ein f,€ E’'. Ist also
x € E*, so existiert lim,.. f.(¥) = S ¥:%, = f(¥), und dieser Grenzwert
definiert fe E'. ¢C K impliziert f(6*) = x, fiir jedes ke Z*. Also ist x€ E;
und damit EfCE,. Somit gilt (ii) = (iii). Wir zeigen (i)=(iii): ECE,x
bedeutet EC(E,)? (1.5 und 1.6). Da ScCw stets SCS?# impliziert, so folgt
E,c(E)*cE*’. Umgekehrt impliziert £,C E* in (iii), daB ECE**C(E,)*=
E..x. Dies beweist (i) = (iii). DaB (iv) = (iii) ergibt sich mit 1.5 und 1.6
und der Tatsache, daB (iii) < (ii).

1.9 SaTz. Ist E ein FK-Raum mit ¢ C H, so sind die folgenden
Bedingungen aquivalent:

( i ) E c EF0K9

(ii) E;=E",

(iii) E,;CE°,

(iv) Epx = E.
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BEwEIs. Entsprechend wie bei 1.8.

1.10 BEMERKUNG. Mit ganz ahnlichen ﬁberlegungen laB8t sich auch
zeigen, daB jede der Bedingungen (i) bis (iv) in 1.8 &quivalent ist mit
jeder der folgenden Bedingungen:

(v) E?= (B,

(vi) E? = (B,

(vil) EC (E.x)*,

(viii) E hat AB wnd E™ = E*,

(ix) FE hat AB und E** ist ein FK-Raum mit FAK.

Entsprechend 188t sich zeigen, daB jede der Bedingungen (i) bis (iv)
in 1.9 dquivalent ist mit jeder der folgenden Bedingungen:

(v) E°=(Ex)

(vi) E = (E,

(vii) EcC(&,x),

(viii) E hat ¢B und E° = E°,

(ix) FE hat B und E°° ist ein FK-Raum mit FoK.

1.11. Fir die Anwendungen ist es nun von besonderer Bedeutung,
daB unter der zusatzlichen Bedingung, da £ und F' AB (¢B) besitzen,
eine Verscharfung der ersten Aussage in 1.2 gilt.

1.12 SaTz. Sind E und F FK-Riume welche ¢ enthalten und AB(cB)
besitzen, so gilt (B + F).u = E,x + F.x bezichungsweise (E + F),x =
EoK + FaK'

BEwEIS. Nach den Bemerkungen in 1.2 geniigt es zu zeigen, daBl
jeweils der linke Raum in dem rechten Raum enthalten ist.

Nach Garling ([3], Theorem 4) gilt fiir jeden FK-Raum A der AB
besitzt die Gleichung A ,x = bv,- A, wobei bv,=bvNe¢c,. Somit ist (E+ F),x =
bvy-(E + F)C bvy- E + bv,- F = E,x + F,x. Dies beweist die Behauptung
im AB-Fall.

Besitzen E und F 0B so ergibt sich die Behauptung entsprechend
unter Verwendung der von Buntinas ([1], Theorem 3.11) bewiesenen Aus-
sage: Ist A ein FK-Raum mit ¢B, so gilt A,x = ¢,+ A, wobei q, = qNe¢,.

Wir kommen nun zu dem in 1.3 angekiindigten Satz.

1.13 Sarz. Sind E und F FK-Riwme welche ¢ enthalten und FAK
(FoK) besitzen, so gilt E + FC(E + F)p.x beziehungsweise E + F C
(B + F)rox.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem folgenden allgemeineren Satz.
1.14 SATZ. Sind E und F FK-Radume welche ¢ enthalten so gilt:
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(a) Haben E und F AB, so ist Epu + Frix C(E + F)pax und es
18t Epix + Frix = (B + F)pix 9enau dann, wenn Ep,x + Fp,c = DP fir
etn DCw, das heiBt, wenn E,,x + Frix ein G-dualer Raum ist.

(b) Haben E und F 0B, so ist Epx + Frox C(E + F)px und es ist
Eox + Frog = (B + F)pox genau dann, wenn Ep,x + Fr.x = D° fiir ein
Dcw, das heiBt, wenn Epx + Fpx ein o-dualer Raum ist.

BEWEIS. Wir beschranken uns auf den Beweis der Aussage (a), da sich
(b) ganz entsprechend beweisen 148t. Es gilt die folgende Gleichungskette:

(& + Fpax = {(B + F)u}? = (Bax + F ) = [(E'AK)'9 n(FAK)ﬂ]ﬂ
= [(Ex)" + (F4x)1? = (Erax + Frax)® .

Dabei folgt die erste und fiinfte Gleichung aus 1.2 und 1.7, die zweite
aus 1.12, die dritte ist klar, bei der vierten verwenden wir, daB fiir eine
beliebige Menge Scw gilt: S?% = S?. Aus (E + F)pix = (Epax + Frix)®®
liest man die Behauptung ab, denn fiir einen B-dualen Raum ist A% = 4
([4], Theorem 3).

1.15. Der nichste Satz zeigt die Identitdt verschiedener Multiplika-
torenraume. Wir verwenden diesen Satz auch zum Beweis der wichtigen
Tatsache, daB jeder solide FK-Raum der ¢ enthilt, FAK besitzt. Fir
BK-Raume wurde dies schon von Sargent ([20], Theorem 3) mit einer
unnotigen, automatisch erfiillten Bedingung bewiesen.

1.16 SaTz. Sind E und F FK-Raume, welche ¢ enthalten, so gilt:
(E—F)C (B p—F 1) C(F—E;) C(Epax—Frix) C(Wix—Fix) =(E 53— F45) =
(B x—F). Ist iiberdies By x C(Erix)raxs 80 91t (Bpix—Frix)=(E,x—F %),

BeEwEis. Sei 2€ E,,. Dann existiert eine Folge (z")C¢ derart, daB
lim,.,2*=« in E. Seiye (E— F). Die Abbildung T,: E— F mit T,x = yx
ist auf Grund des Satzes vom abgeschlossenen Graph stetig. Also gilt
lim, ... z"y =2y in F. Wegen z"y € ¢ ist 2y € F',, und damit y € (E,,— Fp).
Somit ist (B — F)C (E,.p — F.p).

Sei nun ye(E,,p— F,p) und fe(F,p), also f(6*)e (F.p);. Die Ab-
bildung T,: E,,— F,, mit T,x = yx, ist linear und stetig. Also ist
foT, € (ELp) und {foT,(0")} = {y,o f(6")} € (Ein);. Daraus folgt y € (Fap);—
(Eip)p).-* Nun ist F; = (F,p); denn F,,C F impliziert F,C (F,5);, und
ist xe(Fup)s so ist x, = f(0%) fir ein fe (F,p) wenn 6°e F,,. Dies f
kann zu einem g € F’ auf Grund des Hahn-Banachschen Erweiterungssatzes
ausgedehnt werden. Also ist auch v € F'; und damit F, = (F,p);. Daraus
folgt (B, p— F.p) C (F;— Ej).

*) Der Beweis fiir die Inklusion (E.p— Fap) C((Fup); — (E4p);) wurde nachtréglich (am
11. 11. 1973) vereinfacht.
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Fir beliebige Mengen D, G, H in w gilt (D— G)C(G¥ — D¥), wie leicht
nachzupriifen ist. Also ist auch (D— G)c((D?)? — (G¥)¥). Wendet man
dies auf E,; = (E.x)" (1.7), Er.x = (E;)* (1.5) und entsprechend fiir F
an, so ergibt sich mit den vorausgegangenen Schliissen

(.E""F)C(EAD'—)FAD)C(Ff'ﬁEf)C(EFAK‘_’FFAK) .

Ferner ist (Erix—Frix) C(Ex—F i), denn E x CEpyx CEyp, (Frax)ax=Fux
und fiir beliebige FFK-Raume A und B gilt (A.,x— B) = (A.x— B.x) ([8],
Lemma 2.3). Wegen (E,x— Fx)C (Ex)"— (Fax)") = (Eyp— Fyp) C
(Eix— (Fup)ax) = (B.x— F,x) ergibt sich hieraus die erste Behauptung.
Ist iiberdies Ep.x C(Erix)rax, S0 ist nach 1.7 E,,x = (E.x)?. Somit
gilt in diesem Fall (B x— F,x) C (Eix)?® — (Fux)?) = (Epax — (Fax)?) C
(Epix — Frix) C (Ex — F.x), woraus die zweite Behauptung folgt.

1.17 BEMERKUNG. Ersetzt man in 1.16 FAK, AK, AB beziehentlich
durch FoK, oK, und 0B, so bleiben die Aussagen giiltig und es ist
(EaK - FaK) c (EAK - (FaK)AK) = (EAK - FAK)'

1.18 SATz. (a) Ist E ein FK-Raum, ist ¢CE und ist (E,x)* ein
FK-Raum, so sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(i) EAB = (EAB)FAK = EFAK’

(ii) (E.x)? hat FAK,

(i) (E.x)® = (Eip)?.

(b) Ist E ein FK-Raum, ist ¢CE und ist (E,x)° ein FK-Raum, so
sind die folgenden Bedingungen daquivalent:

(i) EaB = (EaB)FaK = EFoK’

(ii) (E,x)° hat FoK,

(i) (E.x)° = (E,5)"

BEwEeIs. (a) (i) = (ii): Nach 1.7 ist E,; = (F.x)" und (E.p)rix =
(E.x)?. Also impliziert (i), daB (F.x)*" = (F.x)?". Nach 1.10 (viii) folgt
hieraus (ii), wenn (F,x)*? AB hat. Dies ist der Fall, denn (cs)? = bv,
debv und (E.x)? = (B — cs) C (cs? — (B, x)?) = (bv — (F,x)?) implizieren
(E.x)? = bv-(E,x)?, sodaB (E,x)*? AB hat nach [3], Seite 1005, Theorem 4.

(ii) = (i): Hat (E,x)? FAK, so ist nach 1.10 (viil) (E.x)* = (E.x)*.
Wegen E,; = (E,5)"" (1.7) und (E,p)rix = (Eip)ax)® = (Eax)?? (1.7), folgt
hieraus E.z = (Eip)rax- Da (Eip)rax = (Eix)rax C Erax C Eip, so folgt
hieraus (i).

(i) = (iii): Gilt (i), so ist wegen 1.7 E,; = (E.p)rax = (E4x)?’. Wegen
(E .z = (E.x)® ([4], Th. 3) folgt hieraus (iii).

(iii) = (i): Gilt (iii), so ist (E,x)?* = (HE,5)?*. Also ist wegen (E, z)ix =
E,« und wegen 1.10 (vi) E,;C (Ep)rax = (Bix)rax C Erix C E 5. Somit
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gilt ().

(b) Dies laBt sich entsprechend beweisen, unter Verwendung der
Tatsache, daB (0s)° = q. Dies impliziert (F,x)’ = q-(E,%)’, sodaB (E,x)’
0B hat ([1], Seite 197, Th. 3.11). Ferner gilt (06b),x = gs ([1], Proposition
3.6). Daneben hat man 1.10 zu beachten.

1.19 BEISPIELE. (a) Fiir E=m ist 1.18 (a), (ii) erfiillt, denn m = ¢,,
(¢)® =1 und [ hat AK. Also ist nach 1.18 (a), (i) m; = m = Mpx. Somit
hat m FAK. R N

(b) Fir £ = LY + L7 ist 1.18 (b), (iii) auf Grund des in der Einleitung
genannten Satzes von F und M Rlesz ([29], Seite 285 oder [17]) erfiillt,
denn L7+ L2 = (L2 + L3),s (L3 + £ = €. + C., (L3 + L2y = L.n L,
(C +C )’ = M NM, Die Gleichung M NM, = L N L, ist aber dquivalent
zur Aussage von F. und M. Riesz. Fiir mehr Einzelheiten wird auf Satz
1.22 hingewiesen.

1.20 SATz. Jeder solide FK-Raum der ¢ enthalt, hat FAK.

BEWwEIS. Sei E ein solider FFK-Raum der ¢ enthdlt. Nach 1.19 (a)
ist m ein FK-Raum mit FAK und es ist my,x = (¢) = m. Mit 1.16
folgt hieraus E = (m— E)C(m— Epx) CErax, Wobei die letzte Inklusion
aus 0 € m folgt.

1.21 SATz. Sind E und F FK-Riume welche ¢ enthalten, so gilt:
(a) Haben E wund F AB, so ist (B + F),; = E,z + F,5 genau dann,
wenn E,z; + F,z; = D" fiir ein DCw, d.h. wenn E,; + F,; ein v-dualer
Raum ist. Die letzte Bedingung ist erfillt, wenn (E.x)" und (F )
FK-Raume sind oder wenn E und F BK-Rdauwme sind.

(b) Haben E und F oB, so ist (E + F),; = E,; + F,; genau dann,
wenn E,; + F,z = D fiir ein DCw, d.h. wenn E,; + F,; ein cb-dualer
Raum ist. Die letzte Bedingung ist erfiullt, wenn (H,x)® und (F,z)°
FK-Raume sind, oder wenn E und F BK-Rdaume sind.

BEwEIS. (a) Die erste Aussage lait sich genau wie die erste Aussage
in Satz 1.14 beweisen. Man hat nur im Beweis von Satz 1.14 {iberall
FAK durch AB und B durch 7 zu ersetzen. Wir zeigen, daB E,; + F,;p
ein v-dualer Raum ist, wenn (E,z)” und (F.x)” FK-Raume sind: Unter
diesen Voraussetzungen ist wegen 1.2, 1.16 und da fiir jeden FK-Raum
A der ¢ enthdlt (A,.x)* mit (A4,x)' identifiziert werden kann ([2], Seite
965) E s+ F s C(E+F)yp=[(E+ F)ux]" = [Eix + Fax]" = {(Eix) N (Fax)'}.
Da (bs),x = c¢s, so ist flir jeden FK-Raum A nach 1.16 A"C(A4,x)’. Somit
gilt {(E )" N (Fax)Y CUE &) ax N (Fax) ax} = {(E4x) ax}’ + {(F4x) 4x}?, Wobei
die letzte Gleichung wie in [7], Theorem 4 bewiesen, oder aus 2.3, (a)
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gefolgert werden kann, da AK die Eigenschaft FAK impliziert. Wegen
1.16 und 1.7 ist der letzte Raum identisch mit {(E.z) s} + {(Fux) sz} =
(B + (Fax)" = Ep+ Fap. Also ist E,p+ Fap = [(E + F)ax]7 und
damit ein 7v-dualer Raum, wenn (E,x)" und (F,x)" FK-Raume sind. Ist
E ein BK-Raum, so ist (E,x)” stets ein BK-Raum unter der Norm
||| = supyyiz, o<1 1| %Y [lss.  Entsprechendes gilt fiir F.

(b) Dies laBt sich entsprechend beweisen.

1.22 SéTz. ADie folgeAnden Aussagen sind aquivalent:

(i) JI;I\,, N M/,\= Lc/r\) L, Q‘ und M. Riesz [17]),

(11) If? + I,\J:o = ({4? +AIl°a°)FaK9

(iii) M,N M, = (M, N M,)z.x-

BEweis. (i) = (i) wurde in 1.19, (b) gezelgt. I/{mgelﬁghrt impliziert
(ii) nach 1.10 (viii) und 1 9 (1), dag (L°° + L°°)"" = (L°° + L) W1e lelcht
na/.ghzupr/l&fen 1s’£ gllt (L°° L°°)"” (L”)“bﬂ(L”)"" M, M, und (L°°+L°°)
(LY)’N(LY)y = L,NL,. Also gilt (i). SchlieBlich ist (iii) ﬁqulvalent zu @),
da 1.18, (b), (iii) aquivalent ist zu 1.18, (b), (ii). Setzt man E = L°° + L°° in
1. 18 (b), (iii), so erhalt man die Glelchung (1) von F. und M R1esz, denn
(L3 + L"")axl = (C +6) =€)y n€)=MnM, ud (L7 + LD)..) =
(L7 + L°°) = L N L, Andererseits erhdlt man aus 1.18, (b) (ii) die Tatsache,
da [(L°° L°°),,,,] FoK hat. Das bedeutet, daB (C, + Cy = {Wcﬂ JL/I, FoK
hat. Somit ist M, N M,c (M, N M))px. Da umgekehrt (M, N M,)rox C
(M, N M, op = M, N M,, so ergibt sich (iii).

2. Summendarstellungen fiir |[oc| und |C, 1].
2.1. Es sei an die Definition des BK-Raumes |oc| der absolut (C, 1)-
limitierbaren Folgen erinnert:

|ac|={ "3 +sgp|n“k§xk =l|w||<oo}.

Mit Hilfe des Operators T der arithmetischen Mittel (siehe Einleitung),
1aBt sich |oc| auch einfach als T7'(bv) = bv, schreiben, das heiBt |oc| ist
das Wirkfeld bestehend aus denjenigen Folgen, welche durch die Matrix
A = (a,) der arithmetischen Mittel nach bv abgebildet werden.

2.2 SATZ. |oc|=bv+ dl =q + di.

Bewegis. Ist A = (a,,) die Matrix der arithmetischen Mittel, das heiBt
ist

1 fir k=12,---,n
n

Ay =

0 fir k=n+1,n+2 -+,
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so definiert die transponierte Matrix A* den Operator T*, der fiir alle
x € d(cs) definiert ist, und es ist fiir « € d(cs)

(T*z), = > %=
n=k N

Nach G. H. Hardy ([9], Seite 132) bildet 7* den Raum ¢s in den Raum Scoﬂcs
ab. Da ,T der zu T* adjungierte Operator ist, so bildet T den Raum
(ScMcs) nach ¢s’ ab. Da \c¢,Nes als Durchschnitt von zwei BK-Raumen

’

mit AK auch ein BK-Raum mit AK ist, so kann (Scoﬂcs) mit <Scoﬂcs>ﬂ =
(Sco>ﬁ & (es) = dI + bv identifiziert werden ([2], S. 965). Somit bildet T
bv + dl nach bv ab. Dies beweist bv + dl < T '(bv).

Nach A. Wilansky und K. Zeller ([24], Seite 268) oder nach B. Tyler
([23], S. 345) ist

|ac | =csﬂ§m

Zum restlichen Beweis verwenden wir die folgende Aussage, welche wir
wegen ihrer Bedeutung gleich allgemeiner, als hier eigentlich notwendig
ware, formulieren.

2.3 SAaTz. Sind E und F FK-Radume welche ¢ enthalten, so gilt:

(@) (ENF) =E*+ F* wenn E und F FAK haben.

(b) (ENF)y =E"+ F°, wenn E und F FoK haben.

(¢) (ENF) =E"+ Fr, wenn E und F AB haben.

d (ENF)y*=E"®+ F° wenwn E und F oB haben.

BEwErs. (a) Haben E und F FAK so hat auch EN F FAK, denn

(ENF), = E;+ F; ([19], Seite 867, Theorem 3.1). Also ist nach 1.5
(ENF)pax = [(ENF)]? = (B N (Fs)? = Epax N Frax

Da ENF FAK hat, soist (ENF);=(ENF)? (1.8) und damit (ENF)* =
E;,+ F;,= E*+ F°*

(b) Dies 1aBt sich entsprechend beweisen unter Verwendung von
E; = E° (1.9), fiir jeden FK Raum E der ¢ enthalt und FoK besitzt.

(¢) Haben E und F AB, so hat auch ENF AB. Also ist nach dem
in Teil (a) Bewiesenen, nach 1.16 und wegen (bs),x = cs

(E n F)TC [(E N F)AB]r = (E;z N FAB)r = (EAK N FAK)ﬁ
= (EAK)'B + (F,‘u«:)'[i
= (B + (Fuy) CE + F7.

Die Umkehrung E™ + F7cC (E N F) ist klar.
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2.4 BEMERKUNGEN. (i). Aussage 2.3, (a) wurde auf andere Weise
zuerst von Lloyd Gavin [30] bewiesen.

(ii) Wegen 1.20 gilt 2.3, (a) insbesondere fiir solide F.K-Riaume welche
¢ enthalten. Da fiir solide Folgenrdume E¢ = E* = (E—1), so kann der
in G. Kothe ([12], Seite 414) konstruierte Fall der Ungleichung (E'N F)*
E* + F* bei soliden FK-Raumen welche ¢ enthalten, nicht eintreten.

2.5 FORTSETZUNG DES BEWEISES VON 2.2. Da \m als solider BK-Raum
FAK hat (1.20) und c¢s ein BK-Raum mit AK ist, so ist esN Sm ein BK-
Raum mit FAK der die Voraussetzungen von 2.8 (a) erfiillt. Somit gilt
[oc | = (csnSm)ﬂ = (cs)? + Sm  — b+ dic|oc|. Wegen |oc|C|aoc|?
folgt hieraus |oc| = bv + dl. Die Gleichung bv + dl = g + dl ergibt sich
aus Hardys O(1/n)-Taubersatz fiir das (C, 1)-Verfahren ([9], Seite 121):

csﬂgmzasnSm.
Da auf beiden Seiten dieser Gleichung BK-Raume mit FoK stehen, so
ergibt sich mit 2.3, (b) und mit bekannten Aussagen iiber Summierbar-

keitsfaktoren fiir das (C, 1)-Verfahren ([9], S. 128), daB (cs N Sm)a =
{cs)” + (Sm)a = bv + dl und (as n Sm)a = (os)’ + (Sm)a =q+ dl.

2.6 FOLGERUNG. |C,1| =1+ T'(0) = h + T7'().
BEwEIs. Sei z € w, s=(s,), wobei s, = Dr_,x,. Die obigen Gleichungen
ergeben sich aus denjenigen in 2.2 unmittelbar wie folgt:
s€loc|=2¢e]|C, 1|
scbhbve=zxel
sedl=xecT()
sEqQ=x€h,,
wobei h, = {x: D, k|42, | < o und xebs}. Da qcbv und da sebv
impliziert, daB xz€l, so impliziert seq auch h,cl. Also ist h,Ch =
{@: S k| 4z, | < o und wee). Da kb = lngbv (5], Theorem 3.2), so ist
hCh, und somit h, = h.
2.7 BEMERKUNG. Im Zusammenhang mit 2.2 und 2.6 sind auch die
folgenden Gleichungen von Interesse:
@ {locl = (G 1),

®) (oo = 1O,
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© o= 1.

Beweis. Mit s wie in 2.6 ist offensichtlich §s — T(x), wobei Ss = (s./n).

Daraus ergeben sich (a), (b) und (c) unmittelbar auf Grund der im Beweis
von 2.6 angegebenen Beziechungen zwischen s und x. Man hat nur in

der Gleichung Ss = T(x) anstelle von s bezichungsweise 2, die im Beweis
von 2.6 links beziehungsweise rechts stehenden Riaume einzusetzen.

3. Anwendungen auf Taubersatze.

3.1. Es sei zunachst das allgemeine Prinzip erlautert, auf dem unsere
Taubervergleichssatze beruhen.

Seien A, B, C, D und E lineare Riume in w, 7: D— @ eine additive
Abbildung, Cct™'(E), BZC (zur Vermeidung des trivialen Falles B+C=C)
und

A=B+C.

Dann gilt
(1) THEYNA=t"FE)NB+C.

3.2 DEFINITION. “x€ A” heiBt eine (E, C)-Tauberbedingung fiir 7,
wenn T(E)N AcC.

3.3. Die Gleichung (1) impliziert, daB “x € A” genau dann eine (¥, C)-
Tauberbedingung fir 7 ist, wenn “x e B” eine solche Tauberbedingung
fiir 7 ist. Kiirzer driicken wir dies so aus: “xe A” und “xe B” sind
aquivalente (E, C) — TB fir <.

3.4. Ist 7 durch eine Matrix gegeben in der Art, daB 72z = (i, @ui®s),
wobei die a,, (n, k¥ =1, 2, ---) komplexe Zahlen sind und ist E ein FK-
Raum, D = {x: 37, a..x, existiert fiir jedes » = 1,2, -- -}, so ist bekanntlich
das E-Wirkfeld 77'(F) ein FFK-Raum ([27], S. 474). Sind also auch A4, B
und C FK-Raume, so ist (1) eine Gleichung zwischen dem FK-Raum
T{E)N A und der Summe der FK-Rdume = '(E)NB und C, auf welche
nun die Theorie des ersten Abschnitts angewandt werden kann. Dies wird
hier nicht weiter ausgefiihrt. Dagegen sollen die Aussagen des zweiten
Abschnitts zur Gewinnung von Taubervergleichssatzen beniitzt werden.

3.5. Zur Erlauterung unserer Bezeichungen sei bemerkt, daB fiir
E =c¢, 77'(F) = 0s und C = ¢s die Gleichung (1) eine Aussage zum Ver-
gleich von Tauberbedingungen fiir das (C, 1)-Verfahren zur Summierung
von Reihen liefert. Ist E = bv, t7'(bv) = |C, 1| und C =, so liefert (1)
eine Aussage zum Vergleich von “absoluten Tauberbedingungen” =(bv,l) —



502 G. GOES

TB = ATB fir das |[C, 1|-Verfahren zur Summierung von Reihen.

3.6 SATZ. Sind D und E lineare Raiume in o, 7: D— w eine additive
Abbildung und lCt7'(H), so sind die folgenden, jeweils auf derselben
Zeile stehenden Bedingungen dquivalente (E,l1) — TB fir t:

(a) “xe Slocl”, “re \bv”’, “xe\q”.

(d) “xze|C, 1|7, “xe T*1)”.

BEwegls. (a) Nach 2.2 ist
(E) N S; ge| = =Y(E) N Sbv +1=7YE)N Sq Y1,

Daraus liest man die Behauptung ab.
(b) Dies ergibt sich ganz entsprechend mit 2.6.

3.7 BEMERKUNG. Nach J. M. Hyslop [10] ist “z e §|ac|" eine ATB fiir
dasAb elverfahren. Aus einer Aussage von H. Tietz ([22], S. 140, 4a) folgt die
Aquivalenz dieser ATB fiir das Abelverfahren mit der Bedingung “x € Sbv”.
Nach 3.6 sind diese ATB fiir das Abelverfahren auch aquivalent zu der
groberen Bedingung “ze gq” (beachte: ¢ & bv & | oc|).

SCHLUBBEMERKUNGEN

1. Die folgende Frage drangt sich im Hinblick auf die Aussagen in 1.7
und 1.16 auf: Gilt fiir jeden FK-Raum E die Inklusion E;, xC(Erix)rax?

2. Die Aussage (v) in 1.10 “ECE, " = “E?f = (E.x)"” wurde fir
BK-Raume E welche ¢ enthalten, schon von W. L. C. Sargent ([20], p. 60,
Theorem 3) und fiir Toeplitz-Funktionale Abschnittskonvergenz von Glenn
Meyers (unveroffentlicht) bewiesen.

M. Buntinas bin ich zu Dank verpflichtet fiir Gedankenaustausch zum
Gegenstand des ersten Abschnitts. Insbesondere waren die Aussagen 1.4,
1.5, 1.6 und 1.7 (a), (b) Buntinas schon friiher bekannt (siche auch M.
Buntinas, On sectionally bounded sequence spaces and ~v-duality, Notices
Amer. Math. Soc. 18 (1971), 188). Unsere Beweise sind teilweise von den
urspriinglich von Buntinas gegebenen Beweisen verschieden.

S. Goes danke ich fiir kritisches Studium der Arbeit und fiir zahlreiche
Verbesserungsvorschlidge.
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