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0. Introduction. Le but de cette note est d'etudier des quantites
extremales definies par une famille de la forme de Dirichlet associee a
une fonction plurisousharmonique.

Nous remercions MM. B. Gaveau et J. Siciak pour les discussions
stimulantes et egalement M. U. Cegrell qui m'a signale une erreur dans
le manuscrit.

1. Notation et definition. Soit D un domaine strictement pseudo-
con vexe borne et soit KczD un compact. On note par PSH(JD) Γensemble
de toutes les functions plurisousharmoniques et on definit CX{K) et C2(K)
respectivement par

CX(K) = sup inf ( du A deu A {ddcp)n'1

C2(K) = inf supί du A dcu A (dd'pf-1 ,
u e &g peg* J D

oύ & = {p e PSR(D); 0 < p < 1} et &κ = {u e C0°°(D); u ^ 1 sur K).

2. Proprietes capacitaires de Cx.

Montrons d'abord la proposition suivante.

PROPOSITION 1. On se donne une suite decroissante des compacts Kn

telle que Γlπ=i Kn = K. Alors on a, Cλ(Kn) -> CX(K) (n-+oo).

PREUVE. Fixons d'abord un element p de & et posons

C'(K) = inf (du A deu A (dtfpf-1 .

Alors pour s > 0 donne, il existe un element u0 de &κ tel que

CP(K) + e ^ \ du0 A dcu0 A



514 M. OKADA

Ensuite puisque Kn[ K \\ existe n0 qui ne depend pas de p tel que
Γon ait,

u0 ^ 1 — ε sur Kn pour tout n^ nQ .

Par consequent, (1 — ε)~H60 etant un element de 3fκ%t o n a par la
definition de Cp,

\du0 A dcu0 A (dd'py-1 ^ (1 - ε)2Cp(Kn) ,

d'ou

CKK) + ε ^ (1 - efCp(Kn) .

Done pour tout n ^ n0

C,{K) + ε = sup C*(K) + ε ^ (1 - ε)2 sup C^ίΓJ ^ (1 -

Ceci n'est rien d'autre que

C,{K) + ε - (1 - ε)2 lim sup Cx{Kn) ,
n-*oo

et ε etant un nombre positif quelconque, on en deduit la conclusion.
Definissons maintenant la capacite exterieure C* par

C*(E) = sup Ci(K), pour une partie quelconque E de D .

On remarque alors que C*(K) = C^K).
Montrons que C* satisfait a la

PROPOSITION 2. On se donne un ensemble E et une suite croissante
des ensembles En tels que (Jn=i En = E. Alors on α,

PREUVE. Remarquons d'abord que C*(E) =
supp6^Cp*(£?) par definition. Ensuite Cp etant une capacite, on a
Cp*(En) -^ CP\E). Voir par exemple [3]. DΌύ la conclusion.

Comme un corollaire des propositions precedentes on a le

THέORέME 1. Ci definit une capacite.

3. Equivalence des trois quantites. Montrons que Cι et C2 sont
equivalentes a la capacite de Bedford-Taylor [1].

On se rappelle d'abord que la fonction capacitaire de Siciak u%(β)
est definie par

uί(z) = limsup sup{p(ζ); p e PSH(D), p < 0 dans D, p < — 1 sur K) .
c
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Ensuite la capacite de Bedford-Taylor C(K, D) est definie par

C(K, D) = sup ( (ddep)n = \ (dd'ui)" .

Enonςons alors un resultat sur Inequivalence des trois quant ites. Voir
aussi [5].

2. II existe une constante absolue an (tS>nl/2) telle que
Von ait

C(K, D) ^ C,{K) ^ C2(K) ^ anC(K, D) .

PREUVE. La premiere inegalite s'obtient immediatement de Γegalite
suivante [6]: C(K, D) = CPO(UL), oύ p0 = u%.

Ensuite on a la deuxieme par la definition meme de Cx et C2.
Vτe etape. On definit d'abord une suite decroissante des ouverts

{OΛJLi par

0, = {zeD;άist(z, K)<l/j) ,

et u*. est definie de faςon analogue a u%. Ensuite posons une regularisa-
tion de u*s par

v = vί = Xε * u$s,

qui est definie dans Dε = {zeD; dist(^, dD) > e). Ceci nous donne une
fonction plurisousharmonique v telle que v = — 1 sur K pour ε ^ e0,
avec ε0 un nombre posit if assez petit.

Et puis on definit une fonction ς par

{ ( t ) = ( o ...-i

oύ δ ^ ε0 est un nombre positif et a est un nombre >n/2.
Alors u = ξ(v) est un element de &κ tel que

supp u c {v ^ δ} c Dβ c D , avec Dβ - {v < -β} oύ 0 < β < δ .

Par consequent

C2(K) ^ sup ( rfu Λ d'u A (ddcp)n~ι

= sup ((ξJdv A dcv A (dd'pf-1 .

2^mθ etape. Tout d'abord on fixe un element p de & et on pose

L = \ (ξ'Y(v)dv A dev A
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Ensuite en posant φ = (ξ'f on remarque que

φ' ^ 0, φ" ^ 0, (-l)Vn~2 ) ^ 0 sur [-1, 0] .

Et puis on applique le theoreme de Stokes a

L = I φdv A dev A dde(p - 1) Λ wn_2 , avec wn_2 = (ddcp)n~2

JD

en tenant compte du fait que φ(v) a le support compact et v est une
fonction plurisousharmonique lisse. Alors L equivaut a

I (1 - p)(φddcv + φ'dv A dcv) A ddev A wn_2

^ j φ{ddcvf A wn_2 .

Et puis on pose

M = [ φ{ddcv)2 A wn_2 = [ φddep A wn_t avec wn_, = (ddev)2 A (ddcp)n~3 .

Alors par le meme calcul on a

M = \ p(φ'ddcv + φ"dv A dcv) A wn_x .

En repetant cet argument ceci se majore par

( (dd'vί)" .( ( ί (
JD JD JD

3emΘ etape. D'abord en faisant a tendre vers n/2,
2) _ , n

Ensuite d'apres [1], on a

d'oύ

lim sup ( (ddcvj

ε)
n ^ ( (ddcu$.)n = ί (ddcu$.)n = C(Ojt D) .

Finalement p et δ etant quelconques on arrive a Γinegalite cherchee:
C2(K) = (nl/2)C(K, JD), car on a, C{Ojt D) -> C(ίΓ, 2» (i -> - ) [1].

4. Remarques. (1) Theoreme 2 montre que lorsque n = 2, on a
Γegalite: C(ίΓ, D) == d ί ϊ ) = C2(JBΓ), done C2 definit aussi une capacite [5].

( 2) Une etude probabiliste de la capacite entre autres est effectuee
dans [4].



FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES 517

BlBLIOGRAPHIE

[1] E. BEDFORD ET B. A. TAYLOR, Some potential theoretic properties of plurisubharmonic
functions, Acta Math. 149 (1982), 1-40.

[2] U. CEGRELL, Capacities and extremal plurisubharmonic functions on subsets of Cn,
Ark. Mat.

[ 3 ] M. FUKUSHIMA, Dirichlet Forms and Markov Processes, North-Holland, Amsterdam, 1980.
[4] M. FUKUSHIMA ET M. OKADA, a paraitre dans J. Functional Analysis, 1984.
[5] B. GAVEAU ET J. ZiAWRYNOWicz, Integrate de Dirichlet sur une variete complexe, I,

Seminaire P. Lelong—H. Skoda, Lecture Notes in Math. N°919, Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg and New York, 1982, 131-167.

[6] M. OKADA, Espaces de Dirichlet generaux en analyse complexe, J. Functional Analysis
46 (1982), 396-410.

[7] J. SICIAK, Extremal Plurisubharmonic Functions and Capacities in Cn, Lecture Notes
N°14, Sophia Univ., Tokyo, 1982.

INSTITUT MATHEMATIQUES

TOHOKU UNIVERSITY

980 SENDAI

JAPON






