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0. Introduction. Le but de cette note est d’étudier des quantités
extrémales définies par une famille de la forme de Dirichlet associée a
une fonction plurisousharmonique.

Nous remercions MM. B. Gaveau et J. Siciak pour les discussions
stimulantes et également M. U. Cegrell qui m’a signalé une erreur dans
le manuscrit.

1. Notation et deéfinition. Soit D un domaine strictement pseudo-
convexe borné et soit Kc.D un compact. On note par PSH(D) 1’ensemble
de toutes les fonctions plurisousharmoniques et on définit C,(K) et C,(K)
respectivement par

C(K) =sup inf | du A dou A (@dopy

PeF ueDg

C(K) = inf su S du A dou A (ddepy,
D

UeFyg PeF

oi & ={pePSH(D);0< p <1} et 2 = {ueC(D); u = 1sur K}.
2. Propriétes capacitaires de C..
Montrons d’abord la proposition suivante.

PROPOSITION 1. Omn se donme une suite décroissante des compacts K,
telle que N, K, = K. Alors on a, C(K,) — C(K) (n — o).

PReEUVE. Fixons d’abord un élément p de & et posons

C*(K) = inf Sdu A dou A (ddop)y .

MEQK

Alors pour ¢ > 0 donné, il existe un élément u, de 2, tel que

O + ¢ 2 | dwn A dou, A (@arpr
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Ensuite puisque K, | K il existe », qui ne dépend pas de p tel que
I’on ait,

u, =1 — ¢ sur K, pour tout n = n, .

Par conséquent, (1 — e)™'u, étant un élément de 2, on a par la

définition de C?,
Sduo A dou, A (ddep)= = (1 — e7C*(K,) ,
d’ou
C*"(K)+¢e¢=(1 — ¢)C*K,) .

Donc pour tout n = n,

C(K)+e=supC?(K)+¢e=(1— ¢ sup C(K,) = (1 — ¢)*)Cy(K,) .

Ceci n’est rien d’autre que
C(K)+¢e=1—¢rlimsupC/(K,),

et ¢ étant un nombre positif quelconque, on en déduit la conclusion.
Définissons maintenant la capacité extérieure C} par

C¥(E) = sup C,(K), pour une partie quelconque E de D .
KCE

On remarque alors que C}(K) = C,(K).
Montrons que C¥ satisfait a la

PROPOSITION 2. On se donne un ensemble E et une suite croissante
des ensembles E, tels que U=, B, = E. Alors on a,

CiE,) —CXE) (n—o).

PREUVE. Remarquons d’abord que C¥(E) = sup,..supx.;C?(K) =
sup,.» C*"(E) par définition. Ensuite C? étant une capacité, on a
C*(E,) — C*"(E). Voir par exemple [8]. D’ou la conclusion.

Comme un corollaire des propositions précédentes on a le

THEOREME 1. C, définit une capacité.

3. Equivalence des trois quantites. Montrons que C, et C, sont
‘équivalentes a la capacité de Bedford-Taylor [1].

On se rappelle d’abord que la fonction capacitaire de Siciak wu%(z)
est définie par

uX(z) = limsup sup{p({); » € PSH(D), p < 0dansD, p < —1sur K} .
-z
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Ensuite la capacité de Bedford-Taylor C(K, D) est définie par
C(K, D) = supS (ddepy* = S (ddeuty .
peF JK D
Enoncons alors un résultat sur ’équivalence des trois quantités. Voir
aussi [5].
THEOREME 2. Il existe une constante absolue a, (= n!/2) telle que
Von ait
C(K, D) = C(K) = C(K) = a,C(K, D) .

PREUVE. La premiére inégalité s’obtient immédiatement de 1’égalité
suivante [6]: C(K, D) = C*(K), ou p, = u¥.

Ensuite on a la deuxiéme par la définition méme de C, et C,.

1 &tape. On définit d’abord une suite décroissante des ouverts
{0}, par

0, = {z ¢ D; dist(z, K) < 1/} ,
et ug; est définie de facon analogue a4 u%. Ensuite posons une régularisa-
tion de ug; par
v =0 =XL*us,

qui est définie dans D, = {z € D; dist(z, D) > ¢}. Ceci nous donne une
fonction plurisousharmonique v telle que v = —1 sur K pour ¢ = ¢,

avec & un nombre positif assez petit.
Et puis on définit une fonction & par

{(=t—=0)/Q -0} - —-1st=< -0

e(t)={ 0 s —0St=0,

ol & = ¢, est un nombre positif et a est un nombre >n/2.
Alors u = &(v) est un élément de 2, tel que

suppuc{v<dlcD,cD, aveeD,={v< —B}ou 0<B<d.

Par conséquent
C(K) < sup | du A dw A (@ddepy
pe> I
= ilelg S &dv A dv A (dd°p)" .
2%me &tape. Tout d’abord on fixe un élément p de & et on pose

L= SD(g’)Z(v)dv A dv A (ddp)™ .



516 M. OKADA

Ensuite en posant ¢ = (£¢')* on remarque que
P <0,9"20, - (—1)p"? =0sur[—1,0].

Et puis on applique le théoréme de Stokes a
L= S @dv A dv A dd'(p — 1) A w,_,, avecw,_, = (dd°p)"*
D

en tenant compte du fait que @(v) a le support compact et v est une
fonction plurisousharmonique lisse. Alors L équivaut a

[ - ppddv + @av A do) A dioo A w,.,

< Stp(alcl”v)2 A W,y +
Et puis on pose
M = | ptddvy A w,, = [ pddn A .., avec w,_, = @d) A @D .
Alors par le méme calcul on a
M= Sp(go’dd”v + @"dv A dv) A w,_, .
En répétant cet argument ceci se majore par
[, oy = | (ee-sddniy s sup o] @doiy
geme étape. D’abord en faisant a tendre vers n/2,
& > nn!/dn — 1A — o)) =n!l/2(1 — o).
Ensuite d’apreés [1], on a
(ddvi)* — (ddus)"  (¢10),

d’ot

lim supS (ddeviy < S_ (ddeus,y = S (ddeus,y” = C(0;, D) .
Dﬁ Dﬂ D

-0

Finalement p et § étant quelconques on arrive a I’inégalité cherchée:
Cy(K) = (n!/2)C(K, D), car on a, C(0;, D) — C(K, D) (§ — =) [1].

4. Remarques. (1) Théoréme 2 montre que lorsque » = 2, on a
I’égalité: C(K, D)y = C(K) = Cy(K), done C, définit aussi une capacité [5].

(2) Une étude probabiliste de la capacité entre autres est effectuée
dans [4].
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