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Nous montrons que le dual d’un espace de germes de fonctions holo-
morphes au voisinage d’un convexe ferm\’e \‘a croissance contr\^ol\’ee \‘a l’infini
est isomorphe \‘a un espace de fonctions holomorphes de type exponentiel
dans un c\^one $\Gamma$ . Notre preuve est explicite.

Introduction

Soit $\Omega$ un convexe ferm\’e non compact de $C$“; on montre ais\’ement
que $\Omega$ est d\’etermin\’e de fagon biunivoque par un c\^one convexe $\Gamma$

(relativement) ouvert, de sommet l’origine et une fonction d’appui $a$

sur $\Gamma$ .
Il existe deux espaces diff\’erents de germes de fonctions holomorphes

au voisinage de $\Omega$ et \‘a croissance contr\^ol\’ee \‘a l’infini; l’un not\’e $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)-$

est constitu\’e de germes de fonctions holomorphes sur des $\epsilon- voisinage8$ et
l’autre $\mathscr{G}_{0}(\Omega)$ s’obtient en utilisant des voisinages “coniques”. Lorsque
$\Omega$ ne contient pas de droites r\’eelles, ces espaces sont isomorphes \‘a des
espaces de fonctions holomorphes dans le c\^one $\Gamma$ et de type exponentiel
$a$ .

Ces espaces furent introduits dans des cas tr\‘es particuliers par
T. Kawai [6]. Dans le cas g\’en\’eral, l’\’etude fut faite par J. W. de Roever
qui prouve les isomorphismes par des m\’ethodes de $L^{2}$-estimations et en
\’etendant le principe fondamental de Ehrenpreis-Palamadov. Ce th\’eor\‘eme
d’isomorphisme fut retrouv\’e dans le cas des $\epsilon$-voisinages et de mani\‘ere
ind\’ependante par M. Morimoto [11] lorsque $n=1$ et $\Omega$ est une demi-bande.
Il apparait (voir [1]) que la $L^{2}$-estimation $n’ e8t$ pas \’el\’ementaire, m\^eme

pour $n=1$ . Il nous parait donc naturel et int\’eressant de refaire dans le
cas g\’en\’eral une preuve analogue \‘a celle de M. Morimoto en utilisant (pour

$n=1)$ les transform\’ees de Laplace et de Cauchy, en esp\’erant dans le cas
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g\’en\’eral (i.e. $n\geqq 2$) r\’eobtenir les r\’esultats de J. W. Roever dans l’optique
de Martineau-Aizenberg. Certains r\’esultats furent obtenus dans cette
voie (dans le cas d’un produit de demi-bandes) par Morimoto-Sargos [12],
il est clair, \‘a la lumi\‘ere de ce travail, que nos r\’esultats peuvent Imm\’e-
diatement \^etre \’etendus au cas o\‘u $\Omega$ convexe ferm\’e non born\’e de $C^{n}$ est
un produit cart\’esien de $n$ convexes ferm\’es non compacts de $C$.

L’utilit\’e de ces espaces de fonctionnelles analytiques \‘a porteur non
born\’e est multiple. Selon J. W. de Roever [15] chapitre 1, ils sont d’un
certain int\’er\^et en m\’ecanique quantique des champs. On peut aussi $y$

\’etudier des \’equations de convolution, g\’en\’eralisant des \’equations diff\’erences
diff\’erentielles pour cela, voir Berenstein-Struppa [2] et M\’eril [8], [9], [10].

R\’ecemment, la m\’ethode que nous utilisons fut retrouv\’ee de mani\‘ere
ind\’ependante par B. Malgrange [7] dans l’\’etude des microfonctions. Les
espaces sur lesquels il travaille sont assez voisins du n\^otre.

Nous tenons \‘a remercier le Professeur R. Gay pour les conseils qui
nous furent donn\’es et nous croyons que sans son aide cet article n’aurait
pas vu le jour.

CHAPITRE $0$

QUELQUES RAPPELS SUR LES E.L.C. ET LA CONVEXITE

On d\’esigne par $N$ (resp. $R,$ $C$) l’ensemble des entiers naturels (resp.
le corps des nombres r\’eels, le corps des nombres complexes).

Si $\alpha\in N^{n}$ est un multi-indice, on note par $|\alpha|$ sa longueur, $|\alpha|=$

$\alpha_{1}+\cdots+\alpha_{n}$ . L’op\’erateur de d\’erivation:

$\frac{\partial^{|\alpha|}}{\partial x_{1}^{\alpha_{1}}\cdots\partial x_{n}^{\alpha}}$

op\’erant sur les fonctions de la variable $x\in R^{n}$ sera not\’e $D_{l}^{\alpha}$ .
Si $V$ est un sous-ensemble d’un espace topologique $X$ on notera $\overline{V}$

son adh\’erence, $\partial V$ sa fronti\‘ere et $V^{\iota}$ son compl\’ementaire. On note par
$\langle y, \xi\rangle$ le produit scalaire $\sum_{J=1}^{n}y\mathfrak{X}j$ des vecteurs $y=(y_{1}, \cdots, y_{n})$ et $\xi=$

$(\xi_{1}, \cdots, \xi_{n})$ de $R^{n}$ .
\S 1. E.L.C..

Dans la suite le sigle E.L.C. d\’esignera un espace vectoriel topologi-
que localement convexe s\’epar\’e.

D\’EFINITION 0.1.1. Soient $X,$ $Y$ deux E.L.C. et $u$ une application
lin\’eaire de $X$ dans Y. L’application $u$ sera dite compacte (resp. faible-
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ment compacte) s’il existe un voisinage de z\’ero $V$ dans $X$ tel que $u(V)$

soit relativement compact (resp. relativement faiblement compact) dans
Y.

D\’EFINITION 0.1.2 ([4]). Soit $(E_{n}, \pi_{n,p})((n, p)eN^{2})$ un syst\‘eme projectif
d’E.L.C.. On dit que la limite projective topologique $E=\lim_{\leftarrow}Enn$ est un
espace du type F.S si les applications lin\’eaires $\pi_{n,p}$ sont compactes (resp.
faiblement compactes).

D\’EFINITION 0.1.3 ([4]). Soit $(F_{n}, \pi_{n,p}^{\prime})((n, p)\in N^{2})$ un syst\‘eme inductif
d’E.L.C. tel que les applications $\pi_{n.p}^{\prime}$ soient injectives. On dit que la
limite inductive topologique $F=\lim_{\mathfrak{n}}F_{n}$ est un espace du type D.F. $S$ si
les applications lin\’eaires $\pi_{n,p}^{\prime}sontcompactes\rightarrow$ .

PROPOSITION 0.1.4 ([4]). Soit $E=\lim_{\leftarrow}$ E$n$ n un espace $du$ type F.S. $Si$

pour tout $n$ et tout $m$ tels que $m>n\pi.,.E$. est dense dans $E_{n}$ , le dual
topologique $E^{\prime}$ de $E$, qui s’identifie \‘a $\lim_{\rightarrow}E^{\prime}nn$ ’ est un espace $du$ type
D.F.S.. Soit $F=\lim_{n}F_{n}$ un espace $du$ type D.F.S.. Le dual topologique
$F’$ de $F$ qui $ sidentifie\rightarrow$ \‘a $\lim_{\rightarrow}Fn$ est un espace $du$ type $F.S$.

Pour d’autres propri\’et\’es de ces espaces, nous renvoyons \‘a [4] et [13]
(par exemple).

\S 2. Quelques exemples.

Soit $g$ un ouvert non vide de $R^{p}$ . Soit $m\in N$. Une fonction continue
et positive $M$ sur $\rho$ sera dite un poids. On d\’esignera par $C’(d, M)$
$1$ ‘espace des fonctions continues $\Phi$ de classe $C^{n}$ sur $p$ telles que:

$||\Phi||_{m}=$
$ o_{eep,|\alpha|\leq l\hslash}|D^{\alpha}\Phi(x)|M(x)<+\infty$

.
On suppose que $p$ est r\’eunion d’une suite croissante d’ouverts

$(F_{m})_{meN}$ . Soit $M=(M_{m})_{neN}$ une famille de poids telle que M. soit d\’efini
sur $p_{m}$ et que $M_{+1}(x)\geqq M.(x)$ pour $x\in P_{m}$ . On d\’efinit l’espace $C^{\infty}(\rho M)$

comme \’etant \’egal \‘a $\lim_{\leftarrow}{}_{\alpha}C^{m}(\beta_{n}M_{m})$ .
PROPOSITION 0.2.1. Avec les donn\’ees ci-dessus s’il existe une ex-

haustion $(K_{k,,n})_{k}eN$ de $p$. pour tout $m$ par des ouverts relativement
compacts tels que $\overline{K}_{k,m}\subset K_{k+1,m}\subset\rho_{m}$ et tels que, pour tout $\epsilon>0$ , il existe
$k(\epsilon)eN$ pour lequel $xeP_{l*}\backslash K_{n\cdot,k(\cdot)}$ implique $M_{m}(x)\leqq\epsilon M_{n+1}(x)$ , alors l’espace
$C^{\infty}(p, M)$ est $du$ type $F.S$.
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PREUVE ([13]). L’in\’egalit\’e des accroissements finis prouve.que l’appli-
cation de restriction

$\pi_{n+1,n}:C^{n+1}(ff_{n+1}, M_{n+1})\rightarrow C^{n}(d_{n}, M_{n})$

est compacte.

D\’EFINITION 0.2.2. Soient $\Omega$ un ouvert de $C^{n}$ et $M$ un poids sur $\Omega$ .
On d\’esigne par $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega, M)$ le C-espace vectoriel:

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{t}I(\Omega, M)=\{fe\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)|||f||=\sup_{*e\rho}|f(z)|M(z)<+\infty\}$

o\‘u $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ d\’esigne l’espace de toutes les fonctions holomorphes dans $\Omega$ .
Nous rappelons deux conditions techniques classiques ([13], [15]) dont

la fonction est d’assurer que certains espaces sont nucl\’eaires.
Soit $(\Omega.)_{*\in N}$ une suite croissante (resp. d\’ecroissante) de domaines

de $C^{n}$ de r\’eunion (resp. d’intersection) $\Omega$ . Soit $M=(M.).eN$ une suite
de poids tels que $M_{n}$ soit d\’efini sur $\Omega_{n}$ et $M.(x)\leqq M.+1(x)$ pour $xe\Omega_{n}$

(resp. $M_{n}(x)\geqq M_{+1}(x)$ pour $x\in\Omega_{n+1}$).

Condition 0.2.3. $H.S_{1}$

Pour tout $meN$ il existe $p>m$ (resp. pour tout $peN$ il existe $m>p$)
tel que

$\int_{\rho_{n}}(\frac{M_{*}(z)}{M_{p}(z)})^{2}d\lambda(z)<+\infty$ .
Condition 0.2.4. $H.S_{2}$

Pour tout $meN$ il existe $p>m$ (resp. pour tout $peN$ il existe $m>p$)
tel que $\Omega_{n}$ soit recouvert dans $\Omega_{p}$ par des polydisques:

$\Delta(z, d_{*})=\{weC^{n}||z_{j}-w_{i}|<d_{*};1\leqq j\leqq n\}$

avec

$\tau aeA(*,d_{*})\subset\rho_{p}\sup_{ze\Omega_{*}}d_{l}^{-n}M_{p}^{-1}(w)M_{n}(z)<+\infty$

Ces conditions assurent que:

PROPOSITION 0.2.5 ([13]). Si les conditions $H.S_{1}$ et $H.S_{2}$ sont v\’erifi\’ees,
l’espace $\lim_{n}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega_{n}, M_{n})$ (resp. $\lim_{\rightarrow}\#\mathscr{G}(\Omega_{\alpha}.,$

$M_{\tau n})$) est un espace $du$ type
$F.N$ ($ resp.\leftarrow$D.F.N).

Pour les espaces de fonctions holomorphes du type $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega, M)$ il existe
un analogue de 0.2.1.
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PROPOSITION 0.2.6. Soit $M_{i}$ un poids sur $\Omega_{i}(i=1,2)$ ouvert de $C^{n}$

tels que $\Omega_{2}\subset\Omega_{1}$ et $M_{1}\geqq M_{2}$ sur $\Omega_{2}$ . L’injection de $\mathscr{G}(\Omega_{1}, M_{1})$ dans
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega_{2}, M_{2})$ est continue.

Si $\Omega_{2}=\bigcup_{k}S_{k}$ o\‘u $S_{k}$ est un ouvert de $C^{n}$ relativement compact dans
$S_{k+1}$ pour tout $k$ et si, pour tout $\epsilon>0$ , il existe $k(\epsilon)$ , tel que $ze\Omega_{2}\backslash S_{k}(\epsilon)$

implique $M_{2}(z)\leqq\epsilon M_{1}(z)$ , alors l’injection de $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega_{1}, M_{1})$ dans $\mathscr{G}(\Omega_{2}, M_{l})$

est compacte. Cette affirmation est encore vraie si on suppose seulement
que $\overline{S}_{k}$ est compact dans $\Omega_{1}$ .

PREUVE. Cf. [13].

\S 3. C\^one convexe dans $R^{n}$ .
Dans toute la suite les c\^ones consid\’er\’es seront convexes et de sommet

$0$ sauf mention expresse du contraire.
Si $\Gamma$ est un c\^one de $R^{n}$ et $S^{n-1}$ est la sph\‘ere unit\’e de $R^{n}$ , on d\’esigne

par projection de $\Gamma$ sur $S^{n-1}$ et on note $pr(\Gamma)$ l’ensemble $\Gamma\cap S^{n-1}$ . Un
sous-c\^one $\Gamma$ de $\Gamma$ est dit un sous-c\^one relativement compact du c\^one
ouvert $\Gamma$ si l’ensemble $pr(\Gamma^{\prime})$ est relativement compact dans l’ouvert
$pr(\Gamma)$ de $S^{n-1}$ . On notera ceci par $\Gamma‘\subset\subset\Gamma$ .

Soit $\Gamma$ un c\^one ouvert convexe. Une exhaustion de $\Gamma$ sera la donn\’ee
d’une famille $(\Gamma_{k})_{k\geq 1}$ de sous-c\^ones ouverts et convexes tels que, pour
tout $k$ ,

$\Gamma_{k}\subset\subset\Gamma_{k+1}\subset\subset\Gamma$

$\Gamma=\bigcup_{k\gtrless 1}\Gamma_{k}$ .

Une fonction $a$ d\’efinie dans $\Gamma$ , \‘a valeurs r\’eelles, convexe et positivement
homog\‘ene d’ordre un sur $\Gamma$ sera dite une fonction d’appui.

Soit $a_{1}$ une fonction d’appui d\’efinie sur le c\^one ouvert convexe $\Gamma_{1}$ .
On d\’esigne par $\Omega_{1}(a_{1}, \Gamma_{1})$ l’ensemble convexe ferm\’e dans $R^{n}$

.
$\Omega_{1}(a_{1}, \Gamma_{1})=\{\xi\in R^{n}|-\langle y, \xi\rangle\leqq a_{1}(y);\forall y\in\Gamma_{1}\}$ .

R\’eciproquement, soit $\Omega$ un convexe ferm\’e non vide de $R^{n}$ que l’on
repr\’esentera comme 1‘intersection des demi-espaces ferm\’es $H$ de la famille
$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\prime}$ des demi-espaces ferm\’es $ H\supset\Omega$ .

Pour $He\ovalbox{\tt\small REJECT}$ soit $y$ l’unique vecteur unitaire ”sortant” orthogonal \‘a
$\partial H$ pour lequel

$H=H_{y}(a)=\{\xi\in R^{n}|-\langle y, \xi\rangle\leqq a\}$

o\‘u $a\in R$ .
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Les vecteurs $y$ ci-dessus varient dans un sous-ensemble de $S^{n-I}$ que
nous noterons $pr(\Gamma_{1})$ et qui est la projection du c\^one $\Gamma_{1}$ qu’il engendre.
On montre ([14]) que $\Gamma_{1}$ est un c\^one convexe (non n\’ecessairement ouvert).

On d\’etermine une fonction $y\rightarrow\tilde{a}_{1}(y)$ sur $pr(\Gamma_{1})$ par la condition:
$\Omega=\{\xi\in R^{n}|-\langle y, \xi\rangle\leqq\tilde{a}_{1}(y||y\Vert^{-1})\Vert y||, \forall y\in\Gamma_{1}\}$

de telle sorte que, pour tout $ye\Gamma_{1}$

$ a_{1}(y)=||y||\tilde{a}_{1}(y||y||^{-1})=\sup_{ge\rho}-\langle y, \xi\rangle$

soit la fonction d’appui de $\Omega$ . On v\’erifie que la fonction $a_{1}$ est convexe
donc continue sur $\Gamma_{1}$ .

Il se peut que $\Gamma_{1}$ ne soit pas ouvert dans $R^{n}$ mais il existe $p\leqq n$ tel
que $\Gamma_{1}$ soit contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension $p$ dans
lequel son int\’erieur “relatif” int $(\Gamma_{1})$ soit non vide.

On constate alors que $\Omega=\Omega_{1}$ ( $a_{1}$ , int $(\Gamma_{1})$). On obtient ainsi le

TH\’EOREME 0.3.1 ([14]). Tout convexe ferm\’e $\Omega$ de $R^{n}$ d\’etermine un
c\^one convexe $\Gamma_{1}$ (ouvert dans un sous-espace vectoriel convenable de $R^{n}$)
et une founction d’appui $a_{1}$ d\’efinie sur $\Gamma_{1}$ tels que $\Omega=\Omega_{1}(a_{1}, \Gamma_{1})$ .
R\’eciproquement chaque c\^one ouvert convexe $\Gamma_{1}$ et chaque fonction d’appui
$a_{1}$ d\’efinie sur $\Gamma_{1}$ d\’etermine un convexe ferm\’e. Le c\^one $\Gamma_{1}$ est ouvert
dans $R^{n}$ si, et seulement si, $\Omega_{1}$ ne contient pas de droite.

Dans ces conditions nous dirons que $\Omega_{1}$ et $(\Gamma_{1}, a_{1})$ sont en dualit\’e.
Dans la suite, le plus souvent, $n$ sera \’egal \‘a 2 et $R^{2}$ sera identifi\’e

\‘a $C$; le produit scalaire dans $R^{2}=C$ s’exprimant par:

$\langle z, \xi\rangle={\rm Re}(z\overline{\xi})$ .
Alors

$\Omega=\Omega_{1}(a_{1}, \Gamma_{1})=\{zeC|-{\rm Re} z\overline{\xi}\leqq a_{1}(\xi);\forall\xi epr(\Gamma_{1})\}$ .
On supposera que $\Omega_{1}(a_{1}, \Gamma_{1})$ ne contient pas de droite et que cet

ensemble n’est pas compact.
Soient $\Omega$ un convexe ferm\’e et un secteur $(\Gamma_{1}, a_{1})$ en dualit\’e. On

consid\‘ere le secteur $\Gamma$ sym\’etrique de $\Gamma_{1}$ par rapport \‘a la premi\‘ere
bissectrice

$\Gamma=\{i\overline{\xi};\xi\in\Gamma_{1}\}$

et on d\’efinit sur $\Gamma$ la fonction $a(\xi)=a_{1}(i\overline{\xi})$ qui est \’evidemment une
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fonction d’appui sur $\Gamma$ . En tenant compte de la relation ${\rm Re}(iz\xi)=-{\rm Im} z\xi$

$(z, \xi\in C)$ on a alors:

$\Omega=\Omega_{1}(a_{1}, \Gamma_{1})=\{zeC|-{\rm Im}(z\xi)\leqq a(g);\forall\xi e\Gamma\}$ .
On conviendra de noter $\Omega$ par $\Omega(a, \Gamma)$ et on dira encore que $\Omega$ et $(\Gamma, a)$

sont en dualit\’e.
Pour $\Gamma$ et $a$ donn\’es comme ci-dessus et pour $\xi epr(\Gamma)$ on pose:

$H_{\text{\’{e}}}=\{zeC|-{\rm Im}(z\xi)\leqq a(\xi)\}$ .
Si $\xi=e^{i\beta}\in pr(\Gamma)$ tout $zeC$ s’\’ecrit de fagon unique $z=\lambda e^{-\beta}+$

$\mu e^{i(;r/2-\beta)}(x, \mu eR)$ et $zeH_{\epsilon}$ si, et seulement si, $\mu\geqq-a(\xi)$ . On a:

$\Omega=\Omega(a, \Gamma)=\bigcap_{\epsilon epr(\Gamma)}$ H\’e.

Pour $\epsilon>0$ l’e-voisinage $\Omega_{\epsilon}$ de $\Omega$ peut s’\’ecrire:

$\Omega_{e}=\Omega(a+\epsilon|\xi|, \Gamma)$ .
Pour $\xi epr(\Gamma)$ le demi-plan ferm\’e:

$H_{*}*=\{z\in C|{\rm Im}(z\xi)+a(\xi)\leqq-\epsilon\}$

est le demi-plan ferm\’e “d’appui” \‘a $\Omega$. ne contenant pas $\Omega_{e}$ , tel que sa
fronti\‘ere $\Delta_{\xi\epsilon}$ soit une droite de vecteur directeur $\overline{\xi}$ .

Soient maintenant $\xi_{1}$ et $\xi_{2}$ deux \’el\’ements de $pr(\Gamma)$ et $\Gamma^{\prime}$ le secteur
convexe engendr\’e par $\xi_{1}$ et $\xi_{2}$ Pour $\xi\in pr(\Gamma’)$ on a

$H_{6_{1}.\epsilon}\cap H_{\xi_{f\prime}\epsilon}\subset H_{\xi,\epsilon}$ .
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On remarquera surtout que l’intersection d’une droite parall\‘ele \‘a $\Delta_{\epsilon}$ .
avec $\Omega$. (ou $\Omega$) est un ensemble compact.

Si $\Omega$ et $(\Gamma, a)$ sont en dualit\’e, pour $z_{0}eC$ et $\Omega_{1}=z_{0}+\Omega$ alors $R_{1}$ est
en dualit\’e avec $(\Gamma, b)$ o\‘u $b(\xi)=a(\xi)-{\rm Im}(Z_{0}\xi)$ . De m\^eme $\Omega_{2}=e^{-i\theta}\Omega$ est en
dualit\’e avec $(\Gamma_{2}, b)$ o\‘u $\Gamma_{2}=e^{\theta}\Gamma$ et $b(\xi)=a(e^{-i\theta}\xi)$ .

Pour terminer ce chapitre voici quelques exemples.
i) ([11]). Soient $k_{1}$ , $k_{2}$ et $beR$ tels que $k_{1}\leqq k_{2}$ . Pour $\Gamma=$

$\{\xi\in C|{\rm Im}\xi>0\}$ il est clair que

$a(\xi)=\left\{\begin{array}{ll}-b{\rm Im}\xi-h_{1}{\rm Re}\xi & si {\rm Re}\xi\geqq 0\\-b{\rm Im}\xi-k_{2}{\rm Re}\xi & si {\rm Re}\xi\leqq 0\end{array}\right.$

est une fonction d’appui sur $\Gamma$. Dans ce cas $\Omega=\Omega(a, \Gamma)=[b, +\infty)+$

$i[k_{1}, k_{2}]$ .

$\Omega$

ii) Soient $\Gamma=\{\xi\in C|{\rm Re}\xi>0, {\rm Im}\xi>0\}$ et $a(\xi)=-({\rm Im}\xi+{\rm Re}\xi)$ . Alors
$\Omega=\{zeC|{\rm Re} z\geqq 1, {\rm Im} z\geqq 1\}$ .

iii) ([5]) Soit $\Omega=$ {$z=x+iyeC|e^{-r}\leqq 2$ cos $y$ }. Alors

$\Gamma=\{\xi eC|{\rm Im}\xi>0\}$ et $ a(\xi)={\rm Im}\xi$ log $(\frac{2{\rm Im}\xi}{|\xi|})-{\rm Re}\xi(Arg\xi+\frac{\pi}{2})$
.

iv) Soit $\Gamma=\{\xi\in C|-\pi/4<Arg\xi<3\pi/4\}$ . Il est clair que
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$a(\xi)=\left\{\begin{array}{ll}-{\rm Im}_{\xi} & si -\frac{\pi}{4}<Arg\xi\leqq 0\\0 & si 0\leqq Arg\xi\leqq\frac{\pi}{2}\\-{\rm Re}_{\xi} & si \frac{\pi}{2}\leqq Arg\xi<\frac{3\pi}{4}\end{array}\right.$

est une fonction d’appui 8ur $\Gamma$ . Dans ce cas $\Omega$ est 1‘ensemble repr\’esent\’e
par la figure ci-dessous.

CHAPITRE I
FONCTIONNELLES ANALYTIQUES \‘A PORTEUR NON BORN\’E

Dans ce chapitre, $\Omega$ sera un ensemble convexe ferm\’e non compact de
$C$, distinct de $C$, en dualit\’e avec $(\Gamma, a)$ o\‘u $\Gamma$ est un secteur ouvert
convexe et $\alpha$ une fonction d’appui sur $\Gamma$ .

\S 1.1. Espace $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ .
On d\’esigne par $\xi_{0}$ le point de $pr(\Gamma)$ se trouvant sur Ia ”bissectrice”

de $\Gamma$.
Pour $\epsilon>0$ et $\epsilon^{\prime}>0$ soient $\mathscr{G}..’(\Omega)$ l’espace de Banach des $fe\mathscr{G}(\Omega_{\epsilon}^{l})$

telles que $\Vert f||_{\iota,\epsilon^{\prime}}=\sup_{e\dot{\rho}_{\iota}}|f(z)e^{-i^{\prime}\xi_{0}*}|<+\infty$ et $\mathscr{F}_{0..,\epsilon^{\prime}}(\Omega)$ son sous-espace
constitu\’e des fonctions qui se prolongent par continuit\’e \‘a $\Omega$. et sont
telles que $\lim_{ze\Omega,|z|\rightarrow\infty}|f(z)e^{-\cdot\prime\epsilon_{0}*}|=0$ .

LEMME 1.1.1. Il existe $K>0$ et $K_{1}eR$ tels que, pour we $\Omega$. $(\epsilon>0$

donn\’e) on ait ${\rm Im}(\xi_{0}w)\geqq K|w|+K_{1}$ .
PREUVE. El\’ementaire.

PROPOSITION 1.1.2. Pour $\epsilon>\epsilon_{1}>0,$ $\epsilon^{\prime}>\epsilon_{1}^{\prime}>0$ l’injection canonique
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$\pi_{l}^{\epsilon,e^{\prime},}1*\iota:\ovalbox{\tt\small REJECT}_{l,\iota^{\prime}}(\Omega)\rightarrow \mathscr{G}_{1^{\epsilon_{1}^{\prime}}},(\Omega)$

est continue et compacte. Le syst\‘eme $(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\epsilon}..’(\Omega), \pi_{\epsilon_{1},\epsilon_{1}^{\prime}}^{l,*}’)$ est un syst\‘eme
inductif d’espaces de Banach dont on notera $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ la limite inductive
topologique qui est un espace $du$ type D.F. $S$ .

Pour $\alpha>\alpha_{1}>0,$ $\alpha^{\prime}>\alpha_{1}^{\prime}>0$ l’injection canonique

$\theta_{a_{1},\alpha_{1}^{\prime}}^{\alpha,\alpha^{\prime}}:\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0,\alpha,\alpha^{\prime}}(\Omega)\rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0,\alpha_{1},\alpha_{1}^{\prime}}(\Omega)$

est continue et compacte. Le syst\‘eme $(\mathscr{G}_{0,\alpha,\alpha^{\prime}}(\Omega), \theta_{\alpha_{1},\alpha_{1}^{\prime}}^{\alpha,\alpha^{\prime}})$ est un 8yst\‘eme
inductif qui d\’etermine aussi $\mathscr{G}(\Omega)$ .

PREUVE. Si $fe\ovalbox{\tt\small REJECT}_{e,\epsilon^{\prime}}(\Omega)$ l’in\’egalit\’e
$|f(z)$ exp $(-i\epsilon_{1}^{\prime}\xi_{0}z)|\leqq\exp[(\epsilon^{\prime}-\epsilon_{1}^{\prime})(a(\xi_{0})+\epsilon_{1})]|f(z)$ exp $(-i\epsilon^{\prime}\xi_{0}z)|$

pour $ze\Omega_{1}^{Q}$ prouve que $fe\mathscr{G}_{l}1’’(\Omega)1$ et la continuit\’e de $\pi_{l}^{*}i_{1}’’\cdot$ . Pour
montrer sa compacit\’e, soit $(m_{k})_{k\geq 1}$ une suite croissante de nombres r\’eels
tendant vers $+\infty$ avec $k$ telle que $m_{1}\geqq-a(\xi_{0})-\epsilon_{1}$ . L’ensemble

$K_{k}=\Omega_{*}^{o}1\cap\{z|{\rm Im}(\xi_{0}z)\leqq m_{k}\}$

est d’adh\’erence compacte contenue dans $\Omega^{o}$, et $K_{k}\subset K_{k+1}\subset\Omega_{*}^{o}1$ avec $\Omega_{e_{1}}^{o}=$

$\bigcup_{k\geq 1}K_{k}$ . $ze\dot{\Omega}_{\epsilon_{1}}\backslash K_{k}$ implique que:

exp $(\epsilon i{\rm Im}\xi_{0}z)\leqq\exp((\epsilon_{I}^{\prime}-\epsilon^{\prime})m_{k})$ exp $(\epsilon^{\prime}{\rm Im}\xi_{0}z)$ .
Pour la seconde affirmation on remarque successivement que:

a) l’image $\pi_{l}^{\iota_{1^{\epsilon_{1}^{\prime}}}^{\prime}}.(\mathscr{G}_{*}..’(\Omega))$ est en fait contenue dans $\mathscr{G}_{0..*}1’ 1’(\Omega)$ lui-
m\^eme sous-espace de $\mathscr{G}_{1^{e}},i(\Omega)$ (on notera $j_{e_{1^{*}1}},$’ cette injection canonique)
d’apr\‘es 1.1.1.

b) $\theta_{\alpha_{1},\alpha_{1}^{\prime}}^{\alpha,\alpha^{\prime}}=\pi_{\alpha_{1}.\alpha_{1}^{\prime}}^{\alpha,\alpha^{\prime}}\circ j_{a,\alpha^{\prime}}$ .
Ce qui assure que $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ est, alg\’ebriquement, \’egal \‘a chacune $de8$

limites inductives d\’etermin\’ees par les deux syst\‘emes inductifs consid\’er\’es.
Les deux topologies d’espace D.F. $S$ qu’on d\’eduit sur $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ \’etant

plus fines que la topologie s\’epar\’ee de la convergence simple, le th\’eor\‘eme
du graphe ferm\’e prouve qu’elles sont identiques (cf. [4]). D’o\‘u la
proposition.

\S 1.2. Int6gration sur le bord d’un ensemble convexe de $C$.
Une “route sans fin” $(\gamma[a, b[)$ est une application

$\gamma:[a,$ $b[\rightarrow C$ $(-\infty<a<b\leqq+\infty)$

absolument continue telle que $\lim_{\rightarrow}|\gamma(t)|=+\infty$ . On dit qu’une fonction
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continue au voisinage de $\gamma([a, b[)$ est int\’egrable le long de $\gamma$ si $ t\rightarrow$

$f(\gamma(t))\gamma(t)$ est int\’egrable sur $[a,$ $b[$ .
On conserve la notation usuelle:

$\int_{\gamma}f(z)dz=\int_{\mathfrak{c}a,b\mathfrak{c}}f(\gamma(t))\gamma^{\prime}(t)dt$ .
Deux routes $(\gamma_{1}[a_{1}, b_{1}[)$ et $(\gamma_{2}[a_{2}, b_{2}[)$ seront dites \’equivalentes si $\gamma_{1}=$

$\gamma_{2}\circ\varphi$ o\‘u $\varphi$ est une bijection absolument continue ainsi que son inverse
de [ $a_{1},$

$b_{1}$[ aur [ $a_{2},$
$b_{2}$[ telle que $\varphi(a_{1})=a_{2}$ et $1{\rm Im}_{t\rightarrow b_{1}}\varphi(t)=b_{2}$ .

Si $f$ est int\’egrable le long de $\gamma_{1}$ alors $f$ est aussi int\’egrable le long
de $\gamma_{2}$ et on a

$\int_{\gamma_{1}}f(z)dz=\int_{\gamma_{2}}f(z)dz$ .
On d\’efinit de m\^eme des routes sans fin du type $(\gamma]c, d])$ et $(\gamma]e, f[)$ .

PROPOSITION 1.2.1. Le bord $\partial F$ d’un convexe ferm\’e non vide, non
born\’e et distinct de $C$ est le support d’une route sans fin.

PREUVE. Si $F$ n’est pas un demi-plan ferm\’e, on peut supposer que
$F\subset\{zeC|{\rm Re} z\geqq 0\}$ la droite ${\rm Re} z=0$ \’etant une droite d’appui et que, pour
tout $x\geqq 0$ :

$(x+iR)\cap F=x+iJ_{l}$

o\‘u $J_{x}=[h(x), g(x)]$ est un intervalle compact non vide de $R$ tel que
$h(x)<g(x)$ pour $x>0$ si $F$ n’est pas une demi-droite. Les fonctions $g$ et
$h$ ainsi d\’efinies sur $R^{+}$ sont convexe et concave respectivement donc
absolument continue. D’o\‘u la proposition.

\S 1.3. Repr6sentation int\’egrale de Cauchy pour $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\iota},.’(\Omega)$ .
TH\’EOREME 1.3.1. (Repr\’esentation int\’egrale de Cauchy). Pour $ f\in$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\epsilon,\epsilon^{\prime}}(\Omega)$ et $\epsilon_{1}^{\prime}<\epsilon^{\prime},$ $ t_{1}<t<\epsilon$ et $z\in\Omega_{t_{1}}$ on a

$f(z)=\frac{1}{2i\pi}\int_{L_{t}}f(w)\frac{e^{i*}1^{\xi_{0}(\approx-w)}\prime}{w-z}dw$

o\‘u $L_{t}$ est la route sans fin bord de $\Omega_{t}$ .
PREUVE. Pour $R$ assez grand l’intersection $\Delta_{R}\cap\Omega$ est un compact

non vide avec $\Delta_{R}=\{w|{\rm Im}\xi_{0}w=R\}$ .
Le th\’eor\‘eme de Cauchy appliqu\’e au circuit $L_{R}$ sugg\’er\’e ci-deusous
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donne
$f(z)=\frac{1}{2i\pi}\int_{L_{t.R}}f(w)\frac{e^{c_{\iota^{\prime}}\epsilon_{0^{(*-v)}}}}{w-z}dw$ .

On d\’emontre classiquement que

a) $w\rightarrow\frac{f(w)e^{t_{1}^{\prime}\xi_{0}(*-w)}}{w-z}$

est int\’egrable le long de $L_{\iota}$ gr\^ace \‘a 1.1.1.

b) $\lim_{R\rightarrow+\infty}\int_{L}.R\cap 4_{R}\frac{f(w)e^{i_{1}^{\prime}\epsilon_{0}(\cdot-\cdot)}}{w-z}dw=0$ ,

$\lim_{R\rightarrow\infty}\frac{1}{2i\pi}\int_{L}.R\frac{f(w)e\iota^{601\cdot-w)}l^{\prime}}{w-z}dw=\frac{1}{2i\pi}\int_{r_{\iota}}\frac{f(w)e^{i}1^{\xi_{0}(*-\cdot)}l^{\prime}}{w-z}dw$ .
D’o\‘u le th\’eor\‘eme.

PROPOSITION 1.3.2. La correspondance $f\rightarrow f$
’ est une application

lin\’eaire continue de $\mathscr{G}(\Omega)$ dans lui-m\^eme.

PREUVE. Pour $0<\epsilon:<\epsilon^{\prime},$ $ 0<t_{1}<t<\epsilon$ et $fe\ovalbox{\tt\small REJECT}_{l}..’(\Omega)$ on prouve comme
pr\’ec\’edemment la repr\’esentation $f^{\prime}(z)-i\epsilon_{1}^{\prime}\xi_{0}f(z)=G(z)(ze\Omega_{\iota_{1}})$ avec

$G(z)=\frac{1}{2i\pi}\int f(w)e^{i^{\prime}\epsilon_{0^{(*-w)}}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{a}^{1}w$ .

Majorant en suite $|G(z)|$ en utilisant 1.1.1 on obtient une in\’egalit\’e

$||G||_{1^{e_{1}^{\prime}}}.\leqq C||f||\ldots$ , $(C\geqq 0)$ .
Ce qui ach\‘eve la d\’emonstration.

En vue d’obtenir une transformation de Cauchy pour les \’el\’ements
$\mu$ de $\mathscr{G}^{\prime}(\Omega)$ on remarque, pour $we\Omega^{0}$ , la fonction:
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$z\rightarrow\frac{e^{i*\xi_{0}(*-w)}\prime}{w-z}$

est un \’el\’ement de $\mathscr{G}(\Omega)$ , ce qui permet de consid\’erer le nombre complexe

$\varphi_{\epsilon^{\prime}}(w)=\frac{1}{2i\pi}\langle\mu_{\iota},\frac{e^{\iota_{\epsilon^{\prime}}\epsilon_{0^{(*-w)}}}}{w-z}\rangle$

et on d\’emontre la

PROPOSITION 1.3.3. Soient $\mu e\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\prime}(\Omega),$ $f\in\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega),$ $\epsilon,$
$\epsilon^{\prime},$

$\epsilon^{\prime}$ et $t$ des
r\’eels $>0$ tels que $f\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{l.*}\prime\prime(\Omega),$ $ t<\epsilon$ et $\epsilon’<\epsilon^{\prime}’$ . On a

$\langle\mu, f\rangle=\int_{L_{t}}f(w)\varphi_{\epsilon^{\prime}}(w)dw$ .
PREUVE. Soient $ 0<\alpha<t_{1}<t<\epsilon$ de telle sorte que $fe\mathscr{F}_{0.\alpha}..’(\Omega)$ . La

forme lin\’eaire $\mu$ restreinte \‘a $\mathscr{G}_{0,\alpha.\epsilon^{\prime}}(\Omega)$ se repr\’esente classiquement par
une mesure born\’ee $ d\nu$ sur $\Omega_{\alpha}$ pour laquelle

$\langle\mu, f\rangle=\int_{\rho_{\alpha}}f(z)e^{-i^{\prime}\xi_{0}*}d\nu(z)$ (cf. [13]).

Pour $z\in\dot{\Omega}_{t_{1}}$ donc aussi pour $z\in\Omega_{\alpha}$ on a la repr\’esentation

$f(z)=\frac{1}{2i\pi}\int_{r_{t}w-z}f(w)^{e^{i^{\prime}\xi}}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{0^{(*-w)}}w$ .
D’o\‘u

$\langle\mu, f\rangle=\int_{g_{\alpha}}(\int_{L_{t}}f(w)\frac{e^{-i_{l^{\prime}}\xi_{0}(z-w)}}{w-z}dw)d\nu(z)$ .

Comme $|w-z|\geqq t-t_{1}$ on voit qu’on peut conclure en utilisant le th\’eor\‘eme
de Fubini, la fonction $w\rightarrow|f(w)e^{-i^{\prime}\xi_{0}w}|$ \’etant int\’egrable sur $L$ pour la
mesure $|dw|$ . D’o\‘u la proposition.

\S 1.4. Espace $H_{9}^{1}(C)$ . Transformation de Cauchy.

On se propose de d\’efinir un espace qui sera celui des transform\’ees

de Cauchy des \’el\’ements de $\mathscr{G}(\Omega)$ . On suit la construction de [11].
Pour $\epsilon^{\prime}>0$ soient $H_{e^{\prime}}(\Omega^{0})$ l’ensemble des fonctions holomorpheI dans

$\Omega^{0}$ telles que, pour tout $0<\epsilon,<r$

$ q_{r.\epsilon}^{\epsilon^{\prime}}(f)=\sup_{ue\Omega_{f}\backslash \dot{\nu}_{l}}|f(w)e^{i\epsilon^{\prime}\epsilon_{0^{w}}}|<+\infty$

et $H_{\epsilon^{\prime}}(C)$ l’ensemble des fonctions enti\‘eres telles que, pour tout $\epsilon>0$
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$ p_{*}^{e^{\prime}}(f)=\sup_{we\rho}|f(w)e^{i^{\prime}\xi_{0}w}|<+\infty$ .
La famille de semi-normes $(I^{\prime},..),$ $0<\epsilon<r$ , munit $H_{l^{\prime}}(\Omega^{0})$ d’une topologie
d’espace de Fr\’echet. On d\’esignera par $H_{e,\Omega}^{1}(C)$ le quotient de $H.,(\Omega^{0})$

par son sous-espace $H_{l^{\prime}}(C)$ .
Pour $\epsilon_{1}^{\prime}<\epsilon^{\prime}$ l’espace $H_{1}’(\Omega^{e})$ est un sous-ensemble de $H_{e^{\prime}}(\Omega^{\iota})$ . En effet,

pour $0<\epsilon<r,$ $w\in\Omega_{r}\backslash \dot{\Omega}_{l}$ et $f\in H_{e_{1}^{\prime}}(\Omega^{e})$

$|f(w)|\leqq q_{r^{1}*}^{\epsilon^{\prime}}(f)e^{\prime}1{\rm Im}\epsilon^{\prime}we^{\epsilon^{\prime}{\rm Im}\epsilon_{0^{w}}}e^{(\cdot-\cdot){\rm Im}\epsilon_{0^{w}}}\prime\prime$ .
Il existe une constante $C>0$ telle que $e^{(*-*){\rm Im}\epsilon_{0^{w}}}1\prime\prime\leqq C$ pour tout $we\Omega_{r}\backslash \dot{\Omega}.$ .
Ceci r\’esulte de la compacit\’e de $\Omega,$ $\cap\{w|{\rm Im}\xi_{0}w\leqq 0\}$ .

De m\^eme $H_{\epsilon_{1}^{\prime}}(C)$ est contenu dans $H_{\epsilon^{\prime}}(C)$ et l’injection canonique
$H_{\epsilon_{1}^{\prime}}(\Omega^{c})\rightarrow H_{\epsilon^{\prime}}(\Omega^{c})$ induit par passage aux quotients, une application
naturelle $J_{\epsilon^{\prime},e_{1}^{\prime}}$ de $H_{\epsilon i^{\Omega}}^{1},(C)$ dans $H_{*}^{1}(C)$ .

PROPOSITION 1.4.1. 1) L’espace $H_{\epsilon^{\prime}}(C)$ est un sous-espace ferm\’e de
$H_{\epsilon^{\prime}}(\Omega^{0})$ et $H_{\epsilon.\Omega}^{1}(C)$ est naturellement un espace de Fr\’echet.

2) Les applications $J,.e_{1}^{\prime}$ sont injectives, lin\’eaires et continues.
3) Le syst\‘eme $(H_{\epsilon.\Omega}^{1}(C), J_{\prime}, *)1$ est un syst\‘eme projectif.

PREUVE. 1) Soit $(f_{n})_{n\geq 1}$ une suite d’\’el\’ements de $H,(C)$ qui converge
dans l’espace $H_{*}’(\Omega^{e})$ vers un \’el\’ement $f$.

Pour $0<\epsilon<r$ fix\’es et $keN$ il existe un entier $n(k)$ tel que $n,$ $p\geqq n(k)$

implique $q_{r}^{*}’..(f_{n}-f_{p})\leqq 1/k$ . On a aussi $p^{\epsilon^{\prime}},(f_{n}-f_{p})\leqq 1/k$ . Cela r\’esulte du
th\’eor\‘eme classique de $Phragm\text{\’{e}} n-Lindel\ddot{o}f$ ([5]) qui donne:

Si $H$ est holomorphe au voisinage de $\Omega_{r}$ telle que $\sup_{\iota e\partial\rho_{r}}|H(z)|\leqq A$

et $|H(z)|\leqq Me^{N|\iota|}$ pour $ze\Omega_{r}$ (o\‘u $A,$ $M,$ $N$ sont $>0$) alors $\sup_{*\epsilon\rho,}|H(z)|\leqq A$ .
Par suite il existe une fonction $f_{r}$ telle que la suite $(f.)_{n\geq 1}$ converge

uniform\’ement vers $f$, sur tout compact de $\Omega_{r}$ . La collection des $f,(r>0)$

se recolle en une fonction enti\‘ere $f_{0}$ qui prolonge $f$ et appartient \‘a $H_{\epsilon^{\prime}}(C)$ .
On v\’erifie que $n\geqq n(k)$ implique $p_{r}^{\epsilon^{\prime}}(f_{n}-f_{0})\leqq 1/k$ . D’o\‘u 1).

2) Le th\’eoreme de Phragm\’en-Lindelof assure que $ H_{\epsilon^{\prime}}(C)\cap H_{*^{\prime}}1(\Omega^{\iota})\subset$

$H_{l}:(C)$ .
3) El\’ementaire.

NOTATION 1.4.2. On note $H_{\rho}^{1}(C)$ la limite projective $\lim_{\leftarrow}.\prime {}_{>0}H_{\epsilon.O}^{1}(C)$ .
TH\’EOREME 1.4.3. Soit $\mu e\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\prime}(\Omega)$ . La famille de fonctions $(\varphi,)_{\epsilon^{\prime}>0}$ ,

o\‘u

$\varphi,(w)=_{2}^{1}i\dashv\pi\mu.,$ $\frac{e^{i^{\prime}\xi_{0}(s-\prime g)}}{w-z}\rangle$ (we $\Omega^{0}$)
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d\’efinit un \’el\’ement de $H_{\Omega}^{1}(C)$ qui sera not\’e $C(\mu)$ et appel\’e la “transform\’ee
de Cauchy” de $\mu$ . L’application $C$ de $\mathscr{G}’(\Omega)$ dans $H_{\rho}^{1}(C)$ est lineaire
et continue (transformation de Cauchy).

PREUVE. L’holomorphie de $\varphi_{\epsilon^{\prime}}$ (dont on sait d\’ej\‘a qu’elle est d\’efinie)
dans $\Omega^{\epsilon}$ r\’esulte de la repr\’esentation de $\mu$ par une mesure born\’ee con-
venable et des th\’eor\‘emes de Morera et de Fubini.

La continuit\’e de $\mu$ donne l’existence de $C_{\epsilon,\epsilon^{\prime}}>0$ telle que, pour $ f\in$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\epsilon/2.\epsilon^{\prime}}(\Omega)$ on ait

$|\langle\mu, f\rangle|\leqq C_{\epsilon.e^{\prime}}\Vert f||_{\epsilon/2,\epsilon^{\prime}}$ .
Or $w\in\Omega_{\epsilon}^{0}$ implique que $f(z)=(1/2i\pi)e^{ie^{\prime}\text{\’{e}}_{0^{f}}}/(w-z)$ est un \’el\’ement de $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\epsilon/2,\epsilon^{\prime}}(\Omega)$

de norme major\’ee par $ 1/\epsilon\pi$ . Par suite

$|\frac{1}{2i\pi}\langle\mu_{z},$ $\frac{e^{i\epsilon^{\prime}\xi_{0^{l}}}}{w-z}\rangle|\leqq\frac{C_{e,\epsilon^{\prime}}}{\epsilon\pi}$ .
Ainsi $\varphi_{\epsilon^{\prime}}\in H_{\epsilon}(\Omega^{\iota})$ .

Si maintenant on a $0<\epsilon’<\epsilon_{1}^{\prime}$ , la fonction $\varphi_{\epsilon^{\prime}}-\varphi_{\epsilon}i$ est prolongeable en
un \’el\’ement de $H_{e_{1}^{\prime}}(C)$ . On consid\‘ere

$G(\zeta)=\frac{e^{-i\epsilon^{\prime}\text{\’{e}}_{0}\zeta}-e^{-i\epsilon_{1}^{\prime}\epsilon_{0}}}{\zeta}$

qui est enti\‘ere de $\zeta$ .
Pour $\epsilon>0,$ $z\in\Omega_{2\epsilon}$ et $w\in\Omega_{\epsilon}$ tels que $|w-z|\geqq\epsilon$ on a l’in\’egalit\’e

$|e^{t\xi_{0}(e_{1}^{\prime}-g^{\prime})(z-w)}-1|\leqq 1+e^{(\epsilon_{1}^{\prime}-\epsilon^{\prime})(a(\xi_{0})+2\epsilon)}e^{(\epsilon_{1}^{\prime}-e^{\prime}){\rm Im}\xi_{0}w}$

qui est donc aussi vraie pour tout $z\in\Omega_{2\epsilon}$ par le principe du maximum.
L’\’egalit\’e

$e^{-i\epsilon^{\prime}\xi_{0^{i}}}G(w-z)=e^{-i\epsilon^{\prime}\epsilon_{0^{w[\frac{e^{i\xi_{0}(\epsilon_{1}^{\prime}-\epsilon^{\prime})(z-w)}-1}{z-w}]}}}$

implique

$\Vert G(w-\cdot)||_{e,e^{\prime}}\leqq\frac{e^{\epsilon^{\prime}{\rm Im}\xi_{0}w}}{\epsilon}(1+e^{(\epsilon_{1}^{\prime}-\epsilon^{\prime})(a(\xi_{0})+2e)}e^{(\epsilon_{1}^{\prime}-\epsilon^{\prime}){\rm Im}\xi_{0}w})$ .

Ainsi, pour we $\Omega_{*}$ fix\’e, la fonction $z\rightarrow G(w-z)$ est un \’el\’ement de
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\epsilon^{\prime}.2\epsilon}(\Omega)$ et la fonction $ H:w\rightarrow(1/2i\pi)\langle\mu_{z}, G(w-z)\rangle$ existe et v\’erifie, pour
des constantes convenables $A_{\epsilon,\epsilon^{\prime},e}i$ et $B_{e.\epsilon^{\prime},e_{1}^{\prime}}$

$|\frac{1}{2i\pi}\langle\mu_{*}, G(w-z)\rangle|\leqq A_{\epsilon.\epsilon^{\prime},\epsilon_{1}^{\prime}}e^{e^{\prime}{\rm Im}\epsilon_{0^{w}}}+B_{\epsilon,e^{\prime}.\epsilon_{1}^{\prime}}e^{\epsilon_{1}^{\prime}{\rm Im}\epsilon_{0^{w}}}$
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et, bien s\^ur, prolonge $\varphi,-\varphi_{1}’$ .
On constate que $H$ est holomorphe dans $\Omega_{\iota}$ comme pr\’ec\’edemment et

$\sup_{we\Omega_{l}}|e^{i_{1^{0}}^{\prime}v}H(w)|\leqq B_{l\cdot\iota_{1}^{\prime}}’.+\sup_{e\rho}A.,.’..\prime e^{(\cdot-\iota_{1}^{\prime})}\iota$

’ IM $\epsilon_{0^{w}}$

$\leqq B.,.’+A\ldots’\cdot 0’\cdot i\cdot\cdot i^{e^{t_{1^{-\cdot)(t()+2\epsilon)}}^{\prime\prime}}}$

assure que $H=\varphi_{\epsilon^{\prime}}-\varphi_{1}$, est \’el\’ement de $H_{1}’(C)$ .
On notera $\overline{\varphi}_{\epsilon^{\prime}}$ la classe de $\varphi$ , dans $H_{\rho}^{1}(C)$ . Soit $\Psi$ l’\’el\’ement de

$\prod_{\epsilon^{\prime}}{}_{>0}H_{l}^{I},\rho(C)$ \’egal \‘a $(\overline{\varphi}.’).’>0$ Puisque $\varphi,-\varphi_{i}eH_{\Omega}^{1}(C)$ , on a $J_{1^{\prime\prime}},$$1(\overline{\varphi}.’)=$

$\overline{\varphi}_{e_{1}^{\prime}}$ . Ainsi $\Psi$ d\’etermine un \’el\’ement $C(\mu)$ de l’espace $\lim,{}_{>0}H_{*,\Omega}^{1}(C)$ .
Enfin la continuit\’e de l’application $C$ r\’esulte $\leftarrow de$ la continuit\’e

des applications $\mu\rightarrow\varphi$ , de $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ dans $H.’(\Omega^{o})$ qui provient elle-m\^eme

de

$\sup_{ve\Omega_{f}\backslash \dot{\Omega}_{l}}|e’\epsilon_{0^{v}}\varphi,(w)|\leqq\frac{1}{2\pi}||\mu\Vert_{\epsilon/2}..’\sup_{ee\rho/2}\frac{1}{|w-z|}$

o\‘u $||\mu||_{/2}..$ , est la norme de $\mu|\ovalbox{\tt\small REJECT}_{/2},.’(\Omega)$ . D’o\‘u le th\’eor\‘eme.
Nous allons d\’emontrer que la transformation de Cauchy $C$ est un

isomorphisme topologique en explicitant sa r\’eciproque.

PROPOSITION 1.4.4. Soient $\Psi=(\overline{\varphi}.’).’>0$ un \’el\’ement de $H_{\rho}^{1}(C)$ et $f$ un
\’el\’ement de $\mathscr{G}_{\iota,\iota_{1}^{\prime}}(\Omega)$ . Pour $ 0<t<\epsilon$ et $0<\epsilon’<\epsilon_{1}^{\prime}$ l’int\’egrale

$I(t, \varphi_{\iota^{\prime}})(f)=\int_{t_{t}}\varphi,(w)f(w)dw$

exis$te$ et est ind\’ependante de $0<t<\epsilon,$ $du$ repr\’esentant $\varphi,$ de $\overline{\varphi}.$ , et $ d\ell$

$0<\epsilon^{\prime}<\epsilon_{1}^{\prime}$ . De plus $f\rightarrow I(t, \varphi,)(f)$ est un \’el\’ement de $\mathscr{G}_{\epsilon}^{\prime},(\Omega)$ .
PREUVE. On a par hypoth\‘ese

$|f(w)|\leqq\Vert f\Vert..*’\exp(-\epsilon_{1}{\rm Im}\xi_{0}w)1$ $(we\Omega.)$

$|\varphi_{\iota^{\prime}}(w)|\leqq q$: exp $(\epsilon’{\rm Im}\xi_{0}w)$ $(we\dot{\Omega}.\backslash \dot{\Omega}_{t})$ ,

ce qui assure l’existence de l’int\’egrale consid\’er\’ee.
Pour $ 0<t_{1}<t<\epsilon$ le th\’eor\‘eme de Cauchy assure que

$\int_{r_{\dot{R}}^{tt_{1}}}\varphi_{\iota^{\prime}}(w)f(w)dw=0$

o\‘u $\gamma_{R}^{t,t_{1}}$ est le circuit sugg\’er\’e ci-dessous:
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Les in\’egalit\’es d\’ej\‘a cit\’ees impliquent que:

a) $\lim_{R\rightarrow+\infty}\int_{r_{R}^{t,t_{1\cap 4_{R}}}}\varphi_{l^{\prime}}(w)f(w)dw=0$ ,

d’o\‘u l’ind\’ependance de $I$ par rapport \‘a $t$ .
Les autres ind\’ependances r\’esultent de ce que $\varphi eH_{\epsilon^{\prime}}(C)$ pour $\epsilon’<\epsilon_{1}^{\prime}$

implique

$\int_{L_{t}}\varphi(w)f(w)dw=0$ ,

b) la continuit\’e de $I$.
D’o\‘u la proposition.

Cette proposition nous permet, suivant toujours en cela [11], d’intro-
duire une application not\’ee Int et appel\’ee transformation int\’egrale

Int: $H_{\rho}^{1}(C)\rightarrow \mathscr{F}(\Omega)$

en posant

Int $(\Psi)(f)=I(t, \varphi_{e^{\prime}})(f)$

pour $t$ et $\varphi_{\iota^{\prime}}$ comme ci-dessus.

TH\’EOREME 1.4.5. L’application Int est l’application r\’eciproque de
l’application 9. Les deux sont des isomorphismes topologiques.

PREUVE. L’\’egalit\’e Int $\circ C=id_{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\prime}(\rho)}$ provient de 1.3.3. Prouvons donc
que

$Pour\Psi=(\frac{}{\varphi}.’)_{*>0}\mathscr{C}\circ Int=idff^{1}(c)\rho\mu=Int(\Psi)$

et $C(\mu)=(\overline{\alpha}.’)_{\epsilon^{\prime}>0}$ on a pour $fe\mathscr{G}_{\epsilon_{1}^{\prime}}(\Omega)$
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et $0<\epsilon^{\prime}<\epsilon i$ :

$\int_{L}(\alpha,(w)-\varphi,(w))f(w)dw=0$

par d\’efinition de $\mu$ et 1.3.3.
La fonction $\beta_{*}’=\alpha_{*},-\varphi_{*}$ , se prolonge en un \’el\’ement de $H.’(C)$ . La

preuve est celle de [11].
La partie topologique r\’esulte de la continuit\’e de $C(1.4.3)$ et du

th\’eor\‘eme du graphe ferm\’e.

\S 1.5. Espace Exp $(\Gamma, a)$ et transformation de Fourier-Borel.
D\’EFINITION 1.5.1. Soient $\Gamma$ un secteur ouvert convexe non vide de

$C$ de sommet l’origine et $a$ une fonction d’appui sur $\Gamma$ . Le point $\xi_{0}$

\’etant le point de $pr(\Gamma)$ se trouvant sur la bissectrice de $\Gamma$ , soit $\Gamma$ , le
secteur ouvert convexe $\epsilon’\xi_{0}+\Gamma$ . Une fonction $f$ holomorphe dans $\Gamma$ sera
dite de type exponentiel $a$ dans $\Gamma$ si, quels que soient $\epsilon$ et $\epsilon^{\prime}>0$ , il
existe $C_{\epsilon}..’(f)\geqq 0$ telle que

$|f(\zeta)|\leqq C_{**}’(f)e^{a(-\cdot\prime\epsilon_{0)+}*||}$ $(\zeta\in\Gamma_{\epsilon^{\prime}})$ .
PROPOSITION 1.5.2. Il existe une topologie naturelle d’espace $F.N$ sur

l’espace Exp $(\Gamma, a)$ .
PREUVE. Il suffit de v\’erifier les conditions $H.S_{1}$ et $H.S_{2}$ . Pour cela

soit
$M_{k}(\zeta)=e^{-a(-(1/k)\xi_{0})-(1/k)||}$ $(keN^{*})$ .

On a alors

Exp
$(\Gamma, a)=\lim_{\leftarrow,k\geq 1}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Gamma_{1/k}, M_{k})$

(cf. 0.2.2 pour les notations).
Condition $H.S_{1}$ . Elle provient de l’in\’egalit\’e

$(\frac{M_{k}(\zeta)}{M_{k+1}(\zeta)})^{2}\leqq\exp(\frac{2}{k(k+1)}a(\zeta_{0}))$ exp $(\frac{-2|\zeta|}{k(k+1)})$

qui assure l’int\’egrabilit\’e de $M_{k}/M_{k+1}$ dans $\Gamma_{1/k}$ .
Condition $H.S_{2}$ . Soit $d$ un nombre strictement positif et strictement

plus petit que

$inf(d(\Gamma_{1/k}, \Gamma_{1/(k+1)}^{0}),$
$d(\frac{1}{k(k+1)}\xi_{0},$ $\Gamma^{0}))$ ,
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o\‘u $d(A, B)$ d\’esigne la distance des ensembles $A$ et $B$.
Pour tout $\zeta\in\Gamma_{1/k}$ on pose $d=d$ et on v\’erifie que

$\sup_{1c_{-w|\leqq d}^{e\Gamma_{1/k}}}M_{k+1}^{-1}(w)M_{k}(\zeta)<+\infty$

(car $d_{\zeta}$ ne d\’epend pas de $\zeta\in\Gamma_{1/k}$), en \’ecrivant que $w-\xi_{0}/(k+1)=(\zeta-\xi_{0}/k)+$

$(w-\zeta+(1/k-1/(k+1))\xi_{0})$ et en remarquant que le choix de $d$ permet de
consid\’erer $a(w-\zeta+(1/(k(h+1)))\xi_{0})$ .

PROPOSITION 1.5.3. La correspondance $f\rightarrow f$
’ est une application

lin\’eaire continue de Exp $(\Gamma, a)$ dans lui-m\^eme.

PREUVE. Elle est \’el\’ementaire en utilisant le th\’eor\‘eme de Cauchy.
Pour $\zeta\in\Gamma$ la fonction enti\‘ere $e^{iz}$ d\’efinit un \’el\’ement de $\mathscr{G}(\Omega)$ . En

effet si $\epsilon^{\prime}>0$ est assez petit $\zeta-\epsilon\xi_{0}\in\Gamma$ et

$\sup_{ze\rho_{\epsilon}}|e^{i\iota\zeta-i\epsilon^{\prime}\xi_{0^{g}}}|\leqq e^{a(-e^{\prime}\epsilon_{0})+e|\zeta-l^{\prime}\text{\’{e}}_{0}|}$

On peut donc introduire la ”transformation de Fourier-Borel” dans
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ en posant $\mathscr{G}^{-}(\mu)(\zeta)=\langle\mu_{z}, e^{izC}\rangle$ $(\zeta\in\Gamma)$ .

PROPOSITION 1.5.4. Soit $\mu\in\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ , la fonction $\mathscr{G}^{-}(\mu)$ est \’el\’ement de
Exp $(\Gamma, a)$ . La transformation $\mathscr{G}^{-}$ est lin\’eaire et continue de $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$

dans Exp $(\Gamma, a)$ .
PREUVE. L’holomorphie de $\mathscr{G}^{-}(\mu)$ se prouve en repr\’esentant $\mu$ par

une mesure. La continuit\’e de $\mu$ donne des in\’egalit\’es

$|\mathscr{G}^{-}(\mu)(\zeta)|\leqq\Vert\mu\Vert_{e,\epsilon^{\prime}}e^{\epsilon\epsilon^{\prime}}e^{a(-\epsilon^{\prime}\text{\’{e}}_{0})+\epsilon|\zeta|}$

si $\zeta\in\Gamma_{e^{\prime}}$ . Ces in\’egalit\’es assurent aussi la continuit\’e de $\Psi$ D’o\‘u la
proposition.

Nous allons introduire deux transformations dites respectivement de
Laplace $(_{-}\mathscr{G})$ et de Polya $(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ .

Exp $(\Gamma, a)\rightarrow\leftarrow H_{\Omega}^{1}(C)\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

r\’eciproques l’une de l’autre v\’erifiant, de plus, $\iota \mathscr{F}=\ovalbox{\tt\small REJECT}\circ C$ et $\mathscr{G}^{--1}=$

Int $\circ$ SZ
Pour $fe$ Exp $(\Gamma, a),$ $\epsilon^{\prime}>0$ et $\xi\in pr(\Gamma)$ on consid\‘ere la fonction de $w$ :

$ F_{\epsilon^{\prime}}(\xi, w)=\frac{1}{2\pi}\int_{e^{\prime}\xi_{0}+R+\text{\’{e}}^{\prime}}f(\tau)e^{-iw\tau}d\tau$
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qui est d\’efinie et holomorphe dans $H_{\epsilon’}^{0}=\{weC|{\rm Im} w\xi^{\prime}<-a(\xi^{\prime})\}$ (demi-plan
s’appuyant sur $\Omega$ et ne contenant pas $\Omega$) comme on le constate classi-
quement.

De plus on v\’erifie que $F_{l^{\prime}}(\xi^{\prime}, w)=F,(\xi^{\prime\prime}, w)$ pour $weH_{\text{\’{e}}}^{\iota},$ $\cap H_{\epsilon’}^{\epsilon}$ gr\^ace
au th\’eor\‘eme de Cauchy.

On dispose donc d’une famille de fonctions $(F_{l^{\prime}}).’>0$ dans $\Omega^{\epsilon}=$

$\bigcup_{\epsilon^{\prime}epr(\Gamma\}}H_{\xi}^{0}$ , pour laquelle on a la

PROPOSITION 1.5.5. La famille $(F_{\iota^{\prime}}).’>0$ d\’efinit un \’el\’ement de $Hb(C)$

not\’e $\mathscr{L}(f)$ et appel\’e transforM de Laplace de $f$. L’application $\mathscr{L}$

(transformation de Laplace) est lin\’eaire et eontinue.

PREUVE. Pour $\xi^{\prime}epr(\Gamma)$ et $\epsilon>0$ soit $H_{\epsilon}^{\prime},,.=\{w|a(\xi^{\prime})+{\rm Im} w\xi^{\prime}<-\epsilon\}$ de
telle sorte que $\Omega_{l}^{0}=\bigcup_{\epsilon^{\prime}epr(\Gamma)}H_{\dot{\sigma},0}^{\prime}$ .

Pour $weH_{\epsilon}^{\prime},.$ . on a
$|e’\epsilon_{0^{w}}F_{\iota^{\prime}}(w)|\leqq C.,\iota^{\prime}(f)\int_{0}^{\infty}e^{-t(\cdot/2)}dt$ .

Ainsi F., $eH$. $(\Omega^{\epsilon})$ . Maintenant, si $ 0<\epsilon_{1}^{\prime}<\epsilon$
’ on a l’expression

$F_{i}(w)-F_{*}’(w)=\int_{[\cdot\epsilon_{0}..\prime\epsilon_{0}]}\prime f(\tau)e^{-wr}d\tau 1$

( $[\epsilon_{1}^{\prime}\xi_{0},$ $\epsilon’\xi_{0}]$ est le segment d’extr\’emit\’es $\epsilon_{1}^{\prime}\xi_{0}$ et $\epsilon^{\prime}\xi_{0}$), qui se d\’eduit des
d\’efinitions et du th\’eor\‘eme de Cauchy. Cela montre que $F_{l^{\prime}}1-F_{l^{\prime}}$ se
prolonge en un \’el\’ement de $H_{l^{\prime}}(C)$ . Par suite $(\overline{F},).$ , est un \’el\’ement de
$H_{\Omega}^{1}(C)$ .

La continuit\’e de $\mathscr{L}$ r\’esulte des calculs montrant l’appartenance
$F_{\iota^{\prime}}eH.’(\Omega^{0})$ .

PROPOSITION 1.5.6. On a $9\circ \mathscr{G}^{-}=C$.
PREUVE. Pour $\mu e\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega),$ $\xi epr(\Gamma),$ $\epsilon>0$ assez petit, $weH_{\epsilon\prime}$ la

fonction $(\tau, z)\rightarrow e^{i(*-w)}{}^{t}\varphi,(z)$ est $(d|\tau|\times d|w|)$-int.\’egrable sur $(\epsilon’\xi_{0}+R^{+}\xi^{\prime})\times L$.
pour $0<\epsilon:<\epsilon^{\prime}$ . Comme

$(\mathscr{L}\circ\backslash \pi(\mu))_{\epsilon^{\prime}}(w)=\frac{1}{2\pi}\int_{\iota^{\prime}\xi_{0}+R\xi^{\prime}}+^{r}\mathscr{F}^{-}(\mu)(\tau)e^{-iw\tau}d\tau$

$=\frac{1}{2\pi}\int_{\epsilon_{0}+R+\epsilon\prime},(\int_{L}$. $\varphi,1(z)e^{*t}dz)d\tau$

par 1.3.3. et

$(\mathscr{L}\circ \mathscr{G}^{-}(\mu)).’(w)=\frac{1}{2\pi}\int_{L}$. $\varphi_{\iota_{1}^{\prime}}(z)(\int_{\epsilon_{0}+R+\xi^{\prime}},e^{i(*-w)}{}^{t}d\tau)dz$
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par le th\’eor\‘eme de Fubini, on obtient

$((\mathscr{L}\circ \mathscr{G}^{-})(\mu)).’=C(\mu)_{\epsilon}$

compte tenu de la d\’efinition de $\varphi_{\epsilon_{1}^{\prime}}$ et de 1.3.3. C.Q.F. $D$

On introduit la ”transformation de Polya” $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ en posant, pour $\Psi=$

$(\overline{\varphi}_{\epsilon^{\prime}}),>0eH_{\rho}^{1}(C)$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Psi)(\zeta)=\int_{L_{1}}e^{iw}\varphi,(w)dw$ .
On constate que $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Psi)$ eExp $(\Gamma, a)$ et que $\ovalbox{\tt\small REJECT}:H_{\rho}^{1}(C)\rightarrow Exp(\Gamma, a)$ est
lin\’eaire et continue car $\ovalbox{\tt\small REJECT}=\mathscr{G}^{-}0$ Int.

On se propose \‘a pr\’esent de prouver que $e$ et $\mathscr{L}$ sont r\’eciproques
l’une de l’autre. Voici tout d’abord un lemme dans l’\’enonc\’e duquel $\gamma$.
d\’esignera le chemin:

$\gamma=\Delta_{1}^{+}\Delta_{2}^{+}$ $B=\Delta_{\xi_{2^{l}}},\cap\Delta\epsilon_{1^{\prime}}*$

( $\xi_{1},$ $\xi,$ $\in pr\Gamma$ sont tels que $\xi_{0}$ soit int\’erieur au secteur $\Gamma_{1}$ limit\’e par $R^{+e_{1}}$ et $R^{+}\xi_{l}$).

LEMME 1.5.7. Soit $\Psi\in H_{\Omega}^{1}(C),$ $\Psi=(\overline{\varphi}_{e^{\prime}})_{\epsilon^{\prime}>0}$ tel que $\overline{\varphi}_{*}$ ’ admette un
repr\’esentant $\varphi,$ , pour lequel $e^{i^{\prime}\xi_{0}w}\varphi_{\epsilon^{\prime}}(w)$ soit born\’e sur $\Omega_{l}^{e}$ (un tel reprd-
sentant existe, prendre $C(Int\Psi)_{\epsilon^{\prime}})$ . Si $\Gamma_{1}$ est un sous-secteur relative-
ment compact de $I_{1}^{7}$ et $\zeta\in\epsilon’\xi_{0}+\Gamma_{1}$ l’int\’egrale

$\int_{\gamma}.e^{w}\varphi,(w)dw$

converge pour $|\zeta|$ assez grand et vaut $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Psi)(\zeta)$ .
PREUVE. De routine.
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TH\’EOREME 1.5.8. Les applications $Z$ et $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ sont des isomorphismes
d’E.L.C r\’eciproques l’un de l’autre.

PREUVE. Soit $ f\in$ Exp $(\Gamma, a)$ et $\Psi=\mathscr{L}(f)$ . Pour $\lambda>\epsilon^{\prime}$ , on a

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Psi)(\lambda\xi_{0})=\int_{\gamma_{l}}e^{iw\lambda\epsilon_{0}}F_{\epsilon^{\prime}}(w)dw$

$=\frac{1}{2\pi}[\int_{A_{1}^{+}}e^{iw\lambda\xi_{0}}(\int_{\epsilon^{\prime}\epsilon_{0}+\epsilon_{1}}R+f(\tau)e^{-iw\tau}d\tau)dw+\int_{A_{2}^{+}}e^{iw\lambda\epsilon_{0}}(\int_{\epsilon^{\prime}\epsilon_{0}+R+\epsilon_{8}}f(\tau)e^{-iw\tau}d_{T})dw]$ .

On constate que le th\’eor\‘eme de Fubini s’applique et on obtient

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Psi)(\lambda\xi_{0})=\frac{1}{2i\pi}[\int_{\epsilon_{0}+R+\epsilon_{t}},f(\tau)\frac{e^{iB(\lambda\xi_{0}-\tau)}}{\tau-\lambda\xi_{0}}d\tau-\int_{\epsilon^{\prime}\epsilon_{0}+R+}\epsilon_{1}f(\tau)\frac{e^{B(\lambda\epsilon_{0}-p)}}{\tau-\lambda\xi_{0}}d\tau]$

$=f(\lambda\xi_{0})$

par le th\’eor\‘eme de Cauchy.
On a donc $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\circ}\mathscr{L}=id_{Exp(\Gamma,a)}$ par prolongement analytique.
D’o\‘u le th\’eor\‘eme.

Ce qui pr\’ec\‘ede prouve aussi le

TH\’EOREME 1.5.9 ([15]). La transformation de Fourier-Borel est un
isomorphisme d’E.L.C. de $\mathscr{G}^{\prime}(\Omega)$ sur Exp $(\Gamma, a)$ .

\S 1.6. Espaces $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{o}(\Omega),$ $Exp_{0}(\Gamma, a)$ et isomorphismes de Fourier-Borel.

On peut introduire (cf. [15]) une notion (diff\’erente de celle venant
d’\^etre \’etudi\’ee) de fonctions de type exponentiel dans un secteur $\Gamma$

relativement \‘a une fonction d’appui $a$ de telle sorte que l’espace de ces
fonctions apparaisse comme l’espace des sections d’un faisceau d\’efini sur
le compactifi\’e radial de $C$ pour $a$ convenable. Ces fonctions sont aussi
les transform\’ees de Fourier-Borel des \’el\’ements du dual d’une limite
inductive d’espaces de fonctions holomorphes d\’efinies dans des voisinages
”coniques” de $\Omega$ . Ces espaces, qui vont \^etre d\’ecrits ci-dessous, sont
justiciables de th\’eor\‘emes analogues \‘a ceux \’enonc\’es pr\’ec\’edemment pour
$\mathscr{G}(\Omega)$ , Exp $(\Gamma, a)$ et $H_{\rho}^{1}(C)$ . Ces th\’eor\‘emes seront \’enonc\’es sans d\’emonst$\cdot$

ration celles-ci \’etant en tous points semblables \‘a celles d\’ej\‘a-vues.
Soit $(\Gamma_{k})_{k\geq 1}$ une exhaustion de $\Gamma$ (cf. 0.3). L’espace $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}(\Omega)$ est

l’espace du type D.F. $S$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{l}(\Omega)=\lim_{\rightarrow,k\geq 1}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\dot{\Omega}_{k.0}$ , exp $(\frac{1}{k}|z|))$

o\‘u $\Omega_{k,0}$ est l’ensemble $\Omega(\Gamma_{k}, a(z)+(1/k)|z|)$ .
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On choisit $\Gamma_{1}$ de telle sorte que $\xi_{0}\in\Gamma_{1}$ . On v\’erifie $qu’ alg\acute{e}briquement$

et topologiquement on a

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{e}(\Omega)=\lim_{\rightarrow,k\geq 1}\mathscr{G}^{\prime(\dot{\Omega}_{k,e}}$ , exp $(\frac{-i_{\xi_{0}Z}}{kK}))$

o\‘u $K$ est un r\’eel $>0$ tel que ${\rm Im}\xi_{0}w\geqq K|w|+K_{1}$ pour tout $we\Omega_{1v}$

(conform\’ement au lemme 1.1.1). De m\^eme

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{c}(\Omega)=\lim_{\rightarrow,k\geqq 1}\mathfrak{X}(\Omega_{k,ae}$ , exp $(\frac{-i\xi_{0}Z}{kK}))$

o\‘u les fonctions $f$ de $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}$( $\Omega_{k,e}$ , exp $(-i\xi_{0}z/kK)$) sont de plus continues sur
$\Omega_{k,c}$ et sont telles que

$ze\Omega_{kc}\lim_{|z|\rightarrow\infty},|f(z)$ exp $(\frac{-i\xi_{0}z}{kK})|=0$ .

Pour $\epsilon>0,$ $\Omega_{k,*,0}1’\epsilon$-voisinage de $\Omega_{k,0}$ et $L_{k,\epsilon}$ la route sans fin $\partial\Omega_{k,\epsilon,\iota}$ , on
a le

TH\’EOREME 1.6.1. (Repr\’esentation int\’egrale de Cauchy). Pour $ f\in$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ( $\Omega_{k.0}^{o}$, exp $(-i\xi_{0}z/kK)$), $0<\epsilon<1/(k(k+1))$ et $\epsilon’<\epsilon$ on a

$f(z)=\frac{1}{2i\pi}\int_{L_{k+1}},$ $f(w)\frac{e^{i\xi_{0}(\iota-w)/((k+1)K)}}{w-z}dw$ $(z\in\Omega_{k+1,\epsilon^{\prime}.e})$ .
REMARQUE. Si $weQ_{k+1}$ , la fonction

$z\rightarrow\frac{e^{i\xi_{0}\iota/((k+1)K)}}{w-z}$

est \’el\’ement de $\mathscr{F}$( $\dot{\Omega}_{k+1,\iota}$ , exp $(-i\xi_{0}z/((k+1)K))$), si $\mu\in \mathscr{G}_{0}^{\prime}(\Omega)$ on d\’efinit
pour $w\not\in\Omega_{k+1,0}$

$\varphi_{k+1}(w)=\frac{1}{2i\pi}\langle\mu_{*},$ $\frac{e^{i\epsilon_{0^{(l-w)/((k+1)K)}}}}{w-z}\rangle$ .
PROPOSITION 1.6.2. Pour $f\in \mathscr{G}^{p}$( $\dot{\Omega}_{k,0}$ , exp $(-i\xi_{0}z/kK)$), $\mu e\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ et

$0<\epsilon<1/(k(k+1))$ on a

$\langle\mu, f\rangle=\int_{L_{k+1,\epsilon}}f(w)\varphi_{k+1}(w)dw$ .

Pour $k\geqq 2$ , soit $H_{O,k,0}$ l’espace des fonctions holomorphes $h$ dans $\Omega_{k,\epsilon}^{\epsilon}$ telles
que pour tout $0<\epsilon<1-1/k$
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$q_{k.\epsilon}(h)=\sup_{ze\rho_{1,6}\backslash \rho_{k,\iota.0}}|h(w)$ exp $(\frac{i\xi_{0}w}{kK})|$ .
Cet espace muni de ces normes auxquelles on adjoint celles de la

convergence uniforme sur tout compact de $\Omega_{k}^{0}$ est un espace de Fr\’echet.
Nous noterons $H_{k,0}(C)$ le sous-espace (ferm\’e) de $H_{O.k.0}$ constitu\’e des
fonctions enti\‘eres $f$ telles que $\sup_{w\epsilon\rho_{1}}..|f(w)$ exp $(iw\xi_{0}/kK)|<+\infty$ et nous
noterons $H_{k.0}^{1}$ le quotient $H_{D.k.\iota}/H_{l,*}(C)$ qui est aussi un espace de
Fr\’echet. On a des applications naturelles $\varphi_{k+1.k}:H_{k+1.0}^{1}\rightarrow H_{k.0}^{1}$ injectives
et le syst\‘eme $(H_{k.0}^{1}, \varphi_{k+1,k})_{k\geq 2}$ est projectif et d\’etermine un espace de
Fr\’echet $ H_{\Omega,0}^{1}=\lim_{\leftarrow}H_{k}^{1},\cdot$ Nous noterons $\dot{\varphi}_{k}$ la classe de $\varphi_{k}$ dans $H_{k,0}^{1}$ .

TH\’EOREME 1.6.3. Soit $\mu e\mathscr{G}_{0}’(\Omega)$ . La suite $(\dot{\varphi}_{k})_{k\geq 2}$ est un \’el\’ement

de $H_{D,\ell}^{1}$ , not\’e $C(\mu)$ appel\’e transform\’e de Cauchy de $\mu$ . L’application $C$

(transformation de Cauchy) est lin\’eaire continue de $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{a}(\Omega)$ dans $ H_{\rho_{C}}^{1}.\cdot$

PROPOSITION 1.6.4. Soient $\psi=(\psi_{k})_{k\geq 2}$ un \’el\’ement de $H_{\rho_{0}}^{1}.,$ $fe\mathscr{G}_{l}(\Omega)$ ,
$k$ tel que $fe\mathscr{G}$( $\dot{\Omega}_{k,0}$, exp $(-i\xi_{0}z/kK)$) et $0<\epsilon<1/(k(k+1))$ . L’int\’egrale

$I_{e,k}=\int_{L_{k+1}}$ .. $\psi_{k+1}(z)f(z)dz$

$e8t$ ind\’ependante de $\epsilon$ et de $k$ et d\’efinit un \’el\’ement de $\mathscr{G}_{0}^{\prime}(\Omega)$ not\’e Int $(\psi)$ .
L’application Int est lin\’eaire continue.

TH\’EOREME 1.6.5. Les applications Int et $C$ sont r\’eciproques l’une
de l’autre.

L’espace $Exp_{0}(\Gamma, a)$ est l’espace des fonctions holomorphes dans $\Gamma$

telles que, pour tout $\Gamma‘\subset\subset\Gamma$ , tout $\epsilon>0,$ $\delta>0$ on ait

$\sup_{ze\Gamma,||>\delta}|f(z)$

exp $(-a(z)-\epsilon|z|)|<+\infty$ .

D\’esignons par $\Gamma(k)$ l’ensemble $\Gamma_{k}\cap\{z||z|>1/k\}$ . $L’ e8paceExp_{0}(\Gamma, a)$ sera,
topologiquement

$Exp_{\iota}(\Gamma, a)=\lim_{\leftarrow,k\geqq 1}\mathscr{F}(\Gamma(k)$ , exp $(-a(z)-\frac{1}{k}|z|))$ .

C’est un espace du type F.N. On v\’erifie que

$Exp_{0}(\Gamma, a)=\lim_{l}\leftarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Gamma(k)$ , exp $(-a(z)/-\frac{1}{k}|z|))$ ,

o\‘u $\Gamma^{\prime}(k)=\Gamma_{k}\cap\{z||z|>1/kK\}$ .
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Si $\xi\in\Gamma$ alors $z\rightarrow e^{*\text{\’{e}}}$ est \’el\’ement de $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\iota}(\Omega)$ et, pour $\mu e\mathscr{G}_{0}(\Omega)$ on
d\’efinit la transform\’ee de Fourier-Borel de $\mu$ par

$ F\mu(\xi)=\langle\mu_{*}, e^{i*\epsilon}\rangle$ .
PROPOSITION 1.6.6. Soit $\mu e\mathscr{G}_{0}^{\prime}(\Omega)$ . La fonction $\mathscr{G}^{-}(\mu)$ est \’el\’ement

de $Exp_{0}(\Gamma, a)$ et la transformation de Fourier-Borel $\mathscr{G}^{-}$ est lin\’eaire
continue de $\mathscr{G}_{0}’(\Omega)$ dans $Exp_{0}(\Gamma, a)$ .

Pour $f\in Exp_{0}(\Gamma, a)$ on pose

$ F_{k}(\xi, w)=\frac{1}{2\pi}\int_{R+\epsilon^{\prime}}f(\tau)e^{-w\tau}d\tau$ $(\xi\in\Gamma_{k})$ .
PROPOSITION 1.6.7. La collection $(F_{k}(\xi^{\prime}, ))_{\text{\’{e}}^{\prime}e\Gamma_{k}}$ d\’etermine, par recolle-

ment, une fonction $F_{k}$ holomorphe dans $\Omega_{k,0}^{0}$ . La fonction $F_{k}\in H_{\Omega,k,0}$ . La
famille $(F_{k})_{k\geq 2}$ d\’efinit un \’el\’ement.$\mathscr{L}(f)$ de $H_{D,0}^{1}$ appel\’e transform\’ee de
Laplace de $f$. La transformation de Laplace $f\rightarrow \mathscr{L}(f)$ est lin\’eaire
continue de $Exp_{0}(\Gamma, a)$ dans $H_{\Omega,0}^{1}$ et on a $\mathscr{L}\circ \mathscr{G}^{-}=C$.

Si on pose $\ovalbox{\tt\small REJECT}=_{r}\mathscr{F}^{-}\circ C$ (transformation de “Polya”) on a $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\circ}\mathscr{L}=$

$Id_{Exp_{0}(\Gamma,a)}$ .
TH\’EOREME 1.6.8. La transformation de Fourier-Borel est un iso-

morphisme d’E.L.C entre $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ et $Exp_{0}(\Gamma, a)$ .
REMARQUE. Comme on peut s’y attendre les espaces Exp $(\Gamma, a)$ et

$Exp_{0}(\Gamma, a)$ (resp. $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ et $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}(\Omega)$) sont assez diff\’erents m\^eme lorsque $a$

est born\’e sur $pr\Gamma$ . Nous allons en fournir un exemple.
Soit $\Omega=[0, +\infty$ ) $+i[1/4,3/4]$ , il est clair que $f(z)=e^{-*}/\sin z$ est \’el\’ement

de $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Omega)$ , mais n’est pas \’el\’ement de $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}(\Omega)$ contrairement \‘a ce qui est
annonc\’e en [14].
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