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Résumé

Nous montrons que le dual d’un espace de germes de fonctlons holo-
morphes au voxsmage d’un convexe fermé & croissance contrdlée 3 I’infini
est isomorphe a4 un espace de fonctions holomorphes de type exponent1e1
dans un cone I'. Notre preuve est explicite.

Introduction

Soit 2 un convexe fermé non compact de C"; on montre aisément
que 2 est déterminé de facon biunivoque par un cone convexe I
(relativement) ouvert, de sommet I’origine et une fonctlon d’appui a
sur I'.

Il existe deux espaces différents de germes de fonctions holomorphes
au voisinage de 2 et A croissance contrdlée a l’infini; I’un noté 57 (Q)
est constitué de germes de fonctions holomorphes sur des e-voisinages et
I’autre S£(Q) s’obtient en utilisant des voisinages “coniques”. Lorsque
2 ne contient pas de droites réelles, ces espaces sont isomorphes a des
espaces de fonctions holomorphes dans le cone I et de type exponentiel
a. C .

Ces espaces furent introduits dans des cas trés particuliers par
T. Kawai [6]. - Dans le cas général, I’étude fut faite par J. W. de Roever
qui prouve les isomorphismes par des méthodes de L’-estimations et en
étendant le principe fondamental de Ehrenpreis-Palamadov. Ce théoréme
d’isomorphisme fut retrouvé dans le cas des e-voisinages et de maniére
indépendante par M. Morimoto [11] lorsque n=1 et 2 est une demi-bande.
Il apparait (voir [1]) que la L*-estimation n’est pas élémentaire, méme
pour n=1. "Il nous parait donc naturel et intéressant de refaire dans le
cas général une preuve analogue a celle de M. Morimoto en utilisant (pour
n=1) les transformées de Laplace et de Cauchy, en ‘espérant dans le cas
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général (i.e. n=2) réobtenir les résultats de J. W. Roever dans I’optique
de Martineau-Aizenberg. Certains résultats furent obtenus dans cette
voie (dans le cas d’un produit de demi-bandes) par Morimoto-Sargos [12],
il est clair, 4 la lumiére de ce travail, que nos résultats peuvent immé-
diatement étre étendus au cas ol 2 convexe fermé non borné de C” est
un produit cartésien de » convexes fermés non compacts de C.

L’utilité de ces espaces de fonctionnelles analytiques a porteur non
borné est multiple. Selon J. W. de Roever [15] chapitre 1, ils sont d’un
certain intérét en mécanique quantique des champs. On peut aussi y
étudier des équations de convolution, généralisant des équations différences
différentielles pour cela, voir Berenstein-Struppa [2] et Méril [8], [9], [10].

Récemment, la méthode que nous utilisons fut retrouvée de manidre
indépendante par B. Malgrange [7] dans 1’étude des microfonctions. Les
espaces sur lesquels il travaille sont assez voisins du nétre.

Nous tenons 4 remercier le Professeur R. Gay pour les conseils qui
nous furent donnés et nous croyons que sans son aide cet article n’aurait
pas vu le jour.

CHAPITRE 0
QUELQUES RAPPELS SUR LES E.L.C. ET LA CONVEXITE

On désigne par N (resp. R, C) I’ensemble des entiers naturels (resp.
le corps des nombres réels, le corps des nombres complexes).

Si @€ N" est un multi-indice, on note par ] sa longueur, |a|=
a,+--++a, L’opérateur de dérivation:

alal
axfl . e ax:n

opérant sur les fonctions de la variable z ¢ R* sera noté Dg.

Si V est un sous-ensemble d’un espace topologique X on notera V
son adhérence, 9V sa frontiére et V° son complémentaire. On note par
<9, & le produit scalaire 37, Yi¢; des vecteurs y=(y,, ---, ¥,) et &=
(517 Ty en) de R~

§1. E.L.C..

Dans la suite le sigle E.L.C. désignera un espace vectoriel topologi-
que localement convexe séparé.

DEFINITION 0.1.1. Soient X, Y deux E.L.C. et » une application
linéaire de X dans Y. L’application u sera dite compacte (resp. faible-
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ment compacte) s’il existe un voisinage de zéro V dans X tel que w(V)
soit relativement compact (resp. relativement faiblement compact) dans
Y.

DEFINITION 0.1.2 ([4]). Soit (¥, 7, ,) (n, ) € N?) un systéme projectif
d’E.L.C.. On dit que la limite projective topologique E=lim, E, est un
e—
espace du type F.S si les applications linéaires x,, sont compactes (resp.
faiblement compactes).

DEFINITION 0.1.3 ([4]). Soit (F', 7, ,) ((n, p) € N?) un systéme inductif
d’E.L.C. tel que les applications =z, soient injectives. On dit que la
limite inductive topologique F'=lim, F, est un espace du type D.F.S si

—

les applications linéaires =, , sont compactes.

PROPOSITION 0.1.4 ([4]). Soit E=lim, E, un espace du type F.S. St
pour tout m et tout m tels que m>n (;m,,,E,,. est dense dans FE,, le dual
topologique E' de E, qui s’identifie d lim, E,, est un espace du type
D.F.S.. Soit F=lim, F', un espace du ty_f))e D.F.S.. Le dual topologique
F'" de F qus s’iden?'zﬁe a li_Ln,, F" est un espace du type F.S.

Pour d’autres propriétés de ces espaces, nous renvoyons a [4] et [13]
(par exemple).

§2. Quelques exembles.

Soit # un ouvert non vide de R?. Soit m e N. Une fonction continue
et positive M sur ¢ sera dite un poids. On désignera par ™(Z, M)
I’espace des fonctions continues @ de classe @™ sur ” telles que:

@] = sup |D*D(2)| M(z) < + oo .

lalsm

On suppose que ¢ est réunion d’une suite croissante d’ouverts
(Ow)men. Soit M=(M,), .y une famille de poids telle que M, soit défini
sur &, et que M,,,,(x)=M,(x) pour x € &,. On définit ’espace &=(&, M)
comme étant égal a l(iinm &E™(Fn, M,,).

PROPOSITION 0.2.1. Avec les domnées ci-dessus 8’il existe une ex-
haustion (K, .)€ N de &, pour tout m par des ouverts relativement
compacts tels que K, ,C K1 nCn et tels que, pour tout >0, il existe
k(e) € N pour lequel x € P\Kp 1oy implique M, (x)<eM,,..(x), alors I’espace
&(Z, M) est du type F.S. :
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PrReUVE ([18]). L’inégalité des accroissements finis prouve que 1’appli-
cation de restriction

n'm+l,m: gn+1(&m+1’ Mm+1)—’gm(aun Mm)
est compacte. |

DEFINITION 0.2.2. Soient £2 un ouvert de C* et M un poids sur Q.
On désigne par 57 (2, M) le C-espace vectoriel:

(2, M)={fe (2| Ilfll'=§:19p |f(2)| M(2) < + oo}

ol 57 (2) désigne 1’espace de toutes les fonctions holomorphes dans 2.

Nous rappelons deux conditions techniques classiques ([13], [15]) dont
la fonction est d’assurer que certains espaces sont nucléaires.

Soit (2.)mcy une suite croissante (resp. décroissante) de domaines
de C" de réunion (resp. d’intersection) 2. Soit M=(M,)..~ une suite
de poids tels que M, soit défini sur 2, et M. ()<M,.,(xr) pour zc 2,
(resp. M, (x)=M,,,(x) pour x€2,.,).

Condition 0.2.3. H.S, :
Pour tout m € N il existe p>m (resp. pour tout pe N il existe m>p)
tel que

S M“((z)) ) ANZ)< + oo .

Condition 0.2.4. H.S,
Pour tout m € N il existe p>m (resp pour tout p e N il existe m>p)
tel que 2, soit recouvert dans 2, par des polydisques:

A(z’ dl)z{w eC" l lz,'—"w,-[<d,; léjén}

avece
sup d: "M (WM (2) < + oo .

m
well(s,d,)cC,

Ces conditions assurent que:

PrOPOSITION 0.2.5 ([13]). Si les conditions H.S, et H.S, sont vérifiées,
Uespace hm (R, M,) (resp. lxm (2w, M,,)) est un espace du type

F.N ('resp D F.N).

Pour les espaces de fonctions holomorphes du type S~ (R, M) il existe
un analogue de 0.2.1.
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PropPoSITION 0.2.6. Soit M, un poids sur 2, (i=1, 2) ouvert de C"
tels que 2,CQ, et M, =M, sur 2,. L'injection de 57 (R, M, dans
(2, M,) est continue.

St 2,=U. S, ot S, est un ouvert de C" relatwement compact dans
Sii pour tout k et si, pour tout €>0, il ewiste k(e), tel que ze€ 2,\Si(e)
implique My(2)<eM,(z), alors l'injection de ¢ (2,, M,) dans 3£ (2, M,
est compacte. Cette affirmation est encore vraie si on suppose seulement
que S, est compact dans Q,.

Preuve. Cf. [13].

§3. Cone convexe dans R".

Dans toute la suite les cones considérés seront convexes et de sommet
0 sauf mention expresse du contraire.

Si I" est un cone de R" et S"! est la sphére unité de R, on désigne
par projection de I sur S** et on note pr (I") ’ensemble I'NS**. TUn
sous-cone I” de I' est dit un sous-cone relativement compact du codne
ouvert I' si 1’ensemble pr (/') est relativement compact dans 1’ouvert
pr (I") de S~~*. On notera ceci par I"'ccr.

" Soit I" un cone ouvert convexe. Une exhaustion de I" sera la donnée

d’une famille (I",),=, de sous-cOnes ouverts et convexes tels que, pour
tout £k,

r.ccr,,ccr
r=yr..
ka1
Une fonction a définie dans I”, & valeurs réelles, convexe et positivement
homogéne d’ordre un sur I" sera dite une fonction d’appui.
Soit a, une fonection d’appui définie sur le cone ouvert convexe I,.
On désigne par 9,(a,, I',) ’ensemble convexe fermé dans R*

a, T)={c e R"|—<y, &> <a,y); Vye T} .

Réciproquement, soit 2 un convexe fermé non vide de R" que l’on
représentera comme l’intersection des demi-espaces fermés H de la famille
%" des demi-espaces fermés HDRQ. ‘

- Pour He %; soit y I'unique vecteur unitaire “sortant” orthogonal a
0H pour lequel :

H=H/(a)={¢ € R"| —(y, &) =a}

ou aeR.



452 A. MERIL

Les vecteurs y ci-dessus varient dans un sous-ensemble de S*~' que
nous noterons pr (I";) et qui est la projection du cone I, qu’il engendre.
On montre ([14]) que I, est un cone convexe (non nécessairement ouvert).

On détermine une fonection y—a,(y) sur pr (I",) par la condition:

Q={eR |-y, =T, |y|™MIyl, Yye I}

de telle sorte que, pour tout yerl,
al(y)=llyllﬁl(yllyll“)=§gg —<y, &

soit la fonction d’appui de 2. On vérifie que la fonction a, est convexe
done continue sur I,.

Il se peut que I, ne soit pas ouvert dans R" mais il existe p<n tel
que I', soit contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension p dans
lequel son intérieur “relatif” int (I",) soit non vide.

On constate alors que 2=2,(a, int (I,)). On obtient ainsi le

THEOREME 0.3.1 ([14]). Tout convexe fermé 2 de R détermine un
cone convexe I’y (ouvert dans um sous-espace vectoriel convenable de R™)
et ume founction d’appui a, définie sur I', tels que 2=20(a, ).
Réciproquement chaque cone ouvert convexe I', et chaque fonction d’appui
a, définie sur I', détermine un conmvexe fermé. Le come I', est ouvert
dans R* si, et seulement si, 2, me contient pas de droite.

Dans ces conditions nous dirons que 2, et (I',, a,) sont en dualité.
Dans la suite, le plus souvent, » sera égal & 2 et R® sera identifié
a C; le produit scalaire dans R’=C s’exprimant par:

<z, &)=Re (2£) .
Alors
R=202(a, I')={ze C| —Re 2E<a,(g); Veepr (I')} .

On supposera que 2,(a,, I'y)) ne contient pas de droite et que cet
ensemble n’est pas compact.

Soient 2 un convexe fermé et un secteur (I', a,) en dualité. On
considére le secteur I" symétrique de I', par rapport a& la premiére
bissectrice

F={'£§;EGF1}

et on définit sur I la fonction a(¢)=a,(i§) qui est évidemment une
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fonction d’appui sur I'. En tenant compte de la relation Re (iz¢)= —Im z¢
(2,£€C) on a alors:

R=2(a, I')={ze C|—Im (zg)<a(§); Ve¢e I} .

On conviendra de noter 2 par 2(e, I') et on dira encore que 2 et (I, a)
sont en dualité.
Pour I" et a donnés comme ci-dessus et pour ¢epr (I”) on pose:

H.={z¢C|-Im (26)<a(e)} .

Si g=eepr(I") tout zeC s’écrit de facon wunique z=»xre "+
pe'**=P(\, pe R) et ze H, si, et seulement si, #=—a(s). On a:

=, N= N H,.

§epr(l)
Pour e>0 ’s-voisinage 2, de 2 peut s’écrire:
2,=a+elgl, ) .
Pour ¢epr (I") le demi-plan fermé:
H,.={z€ C|Im (z¢) +a(8)< —¢}

est le demi-plan fermé “d’appui” a 2. ne contenant pas 2,, tel que sa
frontiére 4., soit une droite de vecteur directeur £.

Soient maintenant ¢, et £, deux éléments de pr (I) et I’ le secteur
convexe engendré par & et &. Pour cepr(/”’) on a

H€1,6 n Hez,eCHe’e .
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On remarquera surtout que l’intersection d’une droite paralléle a Ae .
avec 2, (ou 2) est un ensemble compact.

Si 2 et (I, a) sont en duahte, pour z,€C et 2,=2z,+Q2 alors 2, est
en dualité avec (I, b) ou b(&)=a(8)—Im (z,£). De méme 2,=¢ Q2 est en
dualité avec (I, b) ou I';=e“I" et b(g)=a(e *¢).

Pour terminer ce chapitre voici quelques exemples. o

i) ([11]). Soient k,, %k et be R tels que k,<k,. Pour I'=
{¢eC|Im £>0} il est clair que | ‘

)= { bImg—k Res si Reg=0
—bIme—k,Reg si Ree<0-

est une fonction d’appul sur I'. Dans ce cas 2=2a, I')=[b, + )+
ik, k.]. |

ii) Soient I'={¢e€C|Re&>0,Im >0} et a(e)-'——- —(Im&+Reg). Alors
Q={zeC|Rez=1,Imz=1}.
iii) (5] Smt 2={z=xz+1yeCle*<2cos y} Alors

r={5e0|1m5>0} et a(e):Im‘elog(z—II;!ii)—Re5(Arg5+%) .

/"T—_——

—log2

S~—

o /TN

iv) Soit I'={¢eC|—7n/4<Arg£<3xm/4). 1l est clair que



FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 455
[—Imeg si '—%<’Arg‘ £<0

a(sr)=«~ 0 si O§Arg5§£

| —Re si T<A
| & si 5= 1‘25<4

est une fonction d’appui sur I'. Dans ce cas 2 est ’ensemble représenté
par la figure ci-dessous.

CHAPITRE I ] B
FONCTIONNELLES ANALYTIQUES A PORTEUR NON BORNE

Dans ce chapitre, 2 sera un ensemble convexe fermé non compact de
C, distinct de C, en dualité avee (I', @) ou F est un secteur ouvert
convexe et a une fonction d’appui sur I.

§1.1. Espace 57 (Q).

- On désigne par ¢, le pomt de pr (I') se trouvant sur la ‘“bissectrice”
de I'."

Pour >0 et ¢ >0 sment 7, .(2) 'espace de Banach des fe s~ (@)
telles - ‘que ||f]l.,e =8up,es, |fR)e | <+ et 5£,.(R2) son sous-espace
constitué des fonctions qui se prolongent par continuité & !2 et sont
telles que hm,e 2, | f(2)e~t *o5| =0.

LEMME 1.1.1. Il existe K>0 et K,c R tels que, powr we!) (s>0
donné) on ait Im (¢, w)=K|w|+ K,. :

PrReUVE. Elémentaire.

"PROPOSITION 1.1.2. Poui €>6&,>0, ¢>6>0 U’injection canonique
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Ttss: S Q) — 5 0i(D)

lpll

est continue et compacte. Le systeme (5#..(Q), mi.) est un systéme
inductif d’espaces de Banach dont on motera 57 (2) la limite inductive
topologique qui est un espace du type D.F.S.

Pour a>a,>0, a’>a;>0 Uinjection canonique

0:;?;5 % a,a’(‘Q) E— % a;g, ai(g)

est continue et compacte. Le systéme (5% . .(2), 0%%;) est un systeme
inductirf qui détermine aussi 57 (Q).

PREUVE. Si fe 5Z.(2) I'inégalité
| f(2) exp (—i&:8.2)| = exp [(e'—e)(a(g,) +€.)] | f(2) exp (—ie’e,2)|

pour ze!? prouve que feS£ .(2) et la continuité de 7:::1:,1 Pour

montrer sa compacité, soit (m,).>, une suite croissante de nombres réels
tendant vers +co avec k telle que m,= —a(g,)—e,. L’ensemble

K,=2, N{z|Im (8,2) =m.}

est d’adhérence compacte contenue dans @, et K,,CK,,HC!},l avec !:?el=
Uz K. 2z€2,\K, implique que:
exp (¢; Im g2) <exp ((e;—&")m;) exp (¢’ Im £,2) .

Pour la seconde affirmation on remarque successivement que:
a) l'image =xi!.(5£7.(2)) est en fait contenue dans 5%
méme sous-espace de % .(2) (on notera j,,

d’aprés 1.1.1.

b) 0% =72 0 Jaar-

Ce qui assure que S#°(2) est, algébriquement, égal a chacune des
limites inductives déterminées par les deux systémes inductifs considérés.

Les deux topologies d’espace D.F.S qu’on déduit sur S#~°(2) étant
plus fines que la topologie séparée de la convergence simple, le théoréme
du graphe fermé prouve qu’elles sont identiques (cf. [4]). D’ou la
proposition.

cl,el(g) 1111-

ey .; cette injection canonique)

§1.2. Intégration sur le bord d’un emsemble convexe de C.
Une “route sans fin” (7, [a, b]) est une application
T:[a, b —C (—oo<a<bs + o)

absolument continue telle que lim, ; |7(t)]=+ . On dit qu’une fonction
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continue au voisinage de Y([a, b[) est intégrable le long de 7 si t—
J(Y@)Y'(t) est intégrable sur [a, B[.
On conserve la notation usuelle:

|, foaz={_ soera.

Deux routes (7, [a, b[) et (7, [a,, b[) seront dites équivalentes si v,=
Y,°® ol @ est une bijection absolument continue ainsi que son inverse
de [a,, b aur [a,, b, telle que @(a,)=a, et lim,_,, ®(t)=b,.

Si f est intégrable le long de v, alors f est aussi intégrable le long
de v, et on a

STI fz)dz= Sr, f#)dz .

On définit de méme des routes sans fin du type (7, le, d]) et (7, le, D).

PROPOSITION 1.2.1. Le bord 0F d’un convewe fermé non wide, non
borné et distinct de C est le support d’une route sans fin.

PREUVE. Si F n’est pas un demi-plan fermé, on peut supposer que
Fc{zeC|Rez=0} la droite Re 2=0 étant une droite d’appui et que, pour
tout x=0:

@+iR)NF=x+1J,

ou J,=[h(x), g(x)] est un intervalle compact non vide de R tel que
h(x)<g(x) pour x>0 si F n’est pas une demi-droite. Les fonctions g et
h ainsi définies sur R* sont convexe et concave respectivement donc
absolument continue. D’otl la proposition.

§$1.3. Représentation intégrale de Cauchy pour ££;,.(2).

THEOREME 1.3.1. (Représentation intégrale de Cauchy). Pour fe
F,,(2) et <€, t,<t<ec et z€R,, on a

tcié (z—w)
f@=s= | f)y " du
AT JL; . w—2z
o L, est la route sans fin bord de Q,.

PREUVE. Pour R assez grand !’intersection A,NL2 est un compact
non vide avee Ap={w|Im &w=R}.
Le théoréme de Cauchy appliqué au circuit L, , suggéré ci-dessous
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donne

ic Eo(zs—w)

_ 1
foy=g=|, Sy ——dw.

—2

On démontre classiquement que

f(w)eilifo(l—w)
» py—

a) w

est intégrable le long de L, grice a 1.1.1.

. 18]60(s—w)
b) Jm | e,
Rt JLyRN4p w—2z
lim L S Fw)e ™ pp=_1 S faw)erieors o
R0 20T JL¢,r w—2z 2 I w—2

D’ou le théoréme.

"PROPOSITION 1.8.2. La correspondance f— f' est une application
linéaire continue de 57 (R) dans lui-méme.

PREUVE. Pour 0<e <e’, 0<t,<t<e et f€ 5% .(2) on prouve comme
précédemment la représentation f'(z)—iei£,f(2)=G(2)(z€ 2,)) avec

_ 1 f(w)euieo(z—w)
G(2)= Sim SL w2 dw .

Majorant en suite |G(2)| en utilisant 1.1.1 on obtient une inégalité
IGlle,;=Clflls,er (C20) ..

Ce qui achéve la démonstration.
En vue d’obtenir une transformation de Cauchy pour. les éléments
¢ de 5#'(2) on remarque, pour w € 2°, la fonction:
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eis’eo(s—w)
Zz—

w—2z

est un élément de 5#°(2), ce qui permet de considérer le nombre complexe

git'fots—w)

q)s’(w) = 2;7r<ﬂ" >

w—2z

et on démontre la

PROPOSITION 1.3.8. Sotent pe #'(2), fes#(Q), ¢, &, " et t des
réels >0 tels que fe 5#..(2), t<e et &€'<e”’. On a

< £y= fanp.twidw .

PREUVE. Soient 0<a<t, <t<e de telle sorte que f€ 5% ..(2). La
forme linéaire p restreinte a 5%;,.(2) se represente classiquement par
une mesure bornée dy sur 2, pour laquelle

@, y=\, fayewemdz)  (of. [18) .

Pour z¢ 2, donc aussi pour ze 2, on a la représentation

h'eo(z—w)

1&=giz |, F .

—ie’'golz— w)

@ =\, (1, o =) .

Comme |w—2z|=t—t, on voit qu’on peut conclure en utilisant le théoréme
de Fubini, la fonction w—|f(w)e™**'%*| étant mtegrable sur L, pour la
mesure |dw|. D’oi la proposition. '

§1.4. FEspace H}(C). Transformation de Cauchy.

On se propose de définir un espace qui sera celui des transformées
de Cauchy des éléments de 5#°(2). On suit la construction de [11].
Pour ¢'>0 soient H,(2°) I’ensemble des fonctions holomorphes dans
£2° telles que, pour tout 0<s<fr
¢ ()=, sup, | flw)e 4| < + o0

Dp\itg

et H,(C) I’ensemble des fonctions entiéres telles que, pour tout ¢>0
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D' (f)=sup | flw)e"" | < + oo .

La famille de semi-normes (g;.), 0<e<r, munit H,(2°) d’une topologie
d’espace de Fréchet. On désignera par H} ,(C) le quotient de H.,.(2°)
par son sous-espace H.,.(C).

Pour ¢ <¢’ I’espace H,;(2°) est un sous-ensemble de H,.(2°). En effet,

pour 0<e<7r, weR\2. et fe H.(2°)
lf(w), éq:ic(f)e‘i Im ¢jow =q:;‘(f)e" Im eowe(l'—ci) Im §gw .

Il existe une constante C>0 telle que e“i~*"™¢*<(C pour tout w e 2,\%2..
Ceci résulte de la compacité de 2,N{w|Im w=0}.

De méme H,.(C) est contenu dans H,(C) et l'injection canonique
H,(2)—H,.(2°) induit par passage aux quotients, une application
naturelle J,. .. de H;} o(C) dans H} o(C).

PROPOSITION 1.4.1. 1) L’espace H,(C) est un sous-espace fermé de
H.,.(2°) et H} o(C) est naturellement un espace de Fréchet.

2) Les applications J...; sont injectives, linéaires et continues.

3) Le systéme (H) o(C), J...;) est un systéme projectif.

PREUVE. 1) Soit (f,).z: une suite d’éléments de H,.(C) qui converge
dans l’espace H,.(2°) vers un élément f.

Pour 0<e<r fixés et kc N il existe un entier n(k) tel que n, p=n(k)
implique ¢;.(f,—f,)<1/k. On a aussi p¢(f,—f,)<1/k. Cela résulte du
théoréme classique de Phragmén-Lindelof ([5]) qui donne:

Si H est holomorphe au voisinage de 2, telle que Sup,cao, [H(2)|SA
et |H(z)|<Me"'*' pour ze 9, (oi A, M, N sont >0) alors sup,.,, |H(z)|<A.

Par suite il existe une fonction f, telle que la suite (f,).., converge
uniformément vers f, sur tout compact de 2,. La collection des f,(r>0)
se recolle en une fonction entiére f, qui prolonge f et appartient a H,.(C).
On vérifie que n=n(k) implique p:(f,—f)<1/k. D’ou 1).

2) Le théoréme de Phragmén-Lindelof assure que H.(C)NH,(2)C
H,(C).

3) Elémentaire.

NOTATION 1.4.2. On note Hj(C) la limite projective lim,.,, H: o(C).
-

THEORRME 1.4.3. Soit pe 2#'(2). La famille de fonctions (P,). s,
ou

_ 1/ eu’eo(t—-w) .
q).,(W)—Z'I:TL'\ 29 w—2z > (’MJGQ)
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définit un élément de H3(C) qui sera noté & (1) et appelé la “transformée
de Cauchy” de p. L’application & de 37'(2) dans HLC) est lindaire
et continue (tramsformation de Cauchy).

PREUVE. L’holomorphie de @, (dont on sait déji qu’elle est définie)
dans ©2° résulte de la représentation de g par une mesure bornée con-
venable et des théorémes de Morera et de Fubini.

La continuité de g donne l’existence de C..>0 telle que, pour fe
G, (2) on ait

K/"y f>|§ce e’ f”s/Z el .

Or w e 2; implique que f(z)=(1/2im)e* ¢ /(w—2z) est un élément de e, (2)
de norme majorée par 1/ex. Par suite

1 / eis'eoz >
27271'\#” w—2z

Ce,e’
ET

=

Ainsi @,. e H,.(2°).
Si maintenant on a 0<e’'<e], la fonction P —P,; est prolongeable en
un élément de H,(C). On considére

g~ te'60% _ g—tsjéol

GQ)=
(9 z

qui est entiére de .
Pour ¢>0, z€ 2, et weQ, tels que |w—z|=¢ on a ’inégalité

]eiEo(si—e') (z—w) __ 1' é 1+ 3(5{“‘3')(¢(50)+25)e(51’_"5') Im §w

qui est donc aussi vraie pour tout zec 2, par le principe du maximum.
L’égalité

—e") (z—w)
e_isleozG(w_z)ze_ie,eow[ ‘I:EO(C &) (z—w 1]

implique

ea’lmeow (e!—¢’) (a(8g)+2¢) ,lef/—¢’) Im ggw
1G(w— *)|].,0r S————(1+ it @l +20)gle] o) |
3

Ainsi, pour we 2, fixé, la fonction 2 —G(w—2) est un élément de
% 0(R) et la fonction H: w— (1/2im){y,, G(w—2)) existe et vérifie, pour
des constantes convenables 4, ... et B, .,

‘2_]:—'<p" G(w - z)> é As’e,,eieC' Yo bow + Be,e’,siesi Im ow
73
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et, bien sur, prolonge ®.,—®.;.
On constate que H est holomorphe dans 2, comme précédemment et

sup |e“i*H(w)|< B, +8up 4.0, A

we,

(ef—e”) ) +2¢)
éB.,. "1+A"‘ ’.le s;—¢’)(a(8o) +2¢

assure que H=9,—®, " est élément de H, (0).

On notera .. la ‘classe de @, dans H.. oC). Soit ¥ 1’élément de
IL.so H: o(C) égal & (Hi)es,. Puisque @, —@,; € H} o(C), on a Jy (@)=
P.;. Ainsi ¥ détermine un élément & (¢) de ’espace lir_n.,x, H. «(C).

Enfin la continuité de l’application & résulte de la continuité

des applications g—@,, de S#'(2) dans H,(2°) qui provient elle-méme
de

sup, |e*"“p, (w)|s——— (FZms o Sup
we 2 S, €2y, |W—2|
weﬂ,. s

ol |||z, €St la norme de p|5#,.(2). D’oud le théoréme.
Nous allons démontrer que la transformation de Cauchy & est un
isomorphisme topologique en explicitant sa réciproque.

PROPOSITION 1.4.4. Soient T =(P.)e>o un élément de HLH(C) et f un
élément de 5£,.,(2). Pour 0<t<e et 0<e' <e; Vintégrale

I, 2.)(H) = powfw)dw

existe et est indépendante de 0<t<e, du représentant P, de P, et de
0<e'<ei. De plus f—It, P.)(f) est un élément de 57..(2).

PREUVE. On a par hypothése
If(w)lénf”c.zi exp (—& Im gw) (wef,)
lpo(w)| =g exp (¢ Imgw) (wed\2),

ce qui assure l’existence de l’'intégrale considérée.
Pour 0<t¢,<t<e le théoréme de Cauchy assure que

|..... et f0)dw=0

ou 74" est le circuit suggéré ci-dessous:
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Les inégalités déja citées impliquent que:

R—+o00

o lim |, ¢dw)fwdw=0,
TglN4p

d’ou I’indépendance de I par rapport a t¢.
Les autres indépendances résultent de ce que e H,(C) pour &' <é
implique

SL P(w)f(w)dw=0 ,

b) la continuité de I.
D’ou la proposition.

Cette proposition nous permet, suivant toujours en cela [11], d’intro-
duire une application notée Int et appelée transformation intégrale

Int: HY(C)— 5#"(2)
en posant |
7 Int (T)(f) =1, P.)(f)

pour t et @, comme ci-dessus. ”

THEOREME 1.4.5. L’application Int est I’application réciprogue de
Papplication &. Les deux sont des isomorphismes topologiques.

PREUVE. L’égalité Into%” =id, o provient de 1.3.3. Prouvons donc

que %olnt=id3})(c,: ‘
Pour ¥=(F.)e>0 #=Int(T) et & (¢)=(@)v> on a pour fe.(2)
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et 0<e'<ey:
|, @)~ ) fwriw=0
t

par définition de p et 1.3.3.

La fonction B,,=a, —®, se prolonge en un élément de H,.(C). La
preuve est celle de [11].

La partie topologique résulte de la continuité de & (1.4.3) et du
théoréme du graphe fermsé.

§1.5. Espace Exp (I, a) et transformation de Fourier-Borel.

DEFINITION 1.5.1. Soient I" un secteur ouvert convexe non vide de
C de sommet l’origine et a une fonction d’appui sur I'. Le point &
étant le point de pr (I") se trouvant sur la bissectrice de I', soit I, le
secteur ouvert convexe &¢'g,4+I". Une fonction J holomorphe dans I sera
dite de type exponentiel « dans I’ si, quels que soient ¢ et &'>0, il
existe G, ..(f)=0 telle que

| ADISC. o(fleseetotelel  (Lel,) .

PROPOSITION 1.5.2. Il existe une topologie naturelle d’espace F.N sur
Despace Exp (I, a).

PREUVE. Il suffit de vérifier les conditions H.S, et H.S,. Pour cela
soit
Mk(c)_____e—a(c—(llk)eo)»—u/lcnu (k GN*) .
On a alors

Exp ([', a)=lim %(Fllk, Mk)

k21

(cf. 0.2.2 pour les notations).
Condition H.S,. Elle provient de I’inégalité

qui assure ’intégrabilité de M,/M,,, dans I,.
Condition H.S,. Soit d un nombre strictement positif et strictement
plus petit que

inf (d(f' v Tijgan), d(’k_('jc'i__l)&’ Fc)) ’
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ou d(A, B) désigne la distance des ensembles A et B.
Pour tout (eI, on pose d,=d et on vérifie que
| sup Mi(w)Mi(£) < + oo

Lelyp
IE—wisd

(car d; ne dépend pas de { € '), en écrivant que w—g&/(k+1)=(—&./k)+
(w—C+1/k—1/(k+1))2,) et en remarquant que le choix de d permet de
considérer a(w—{-+ (1/(k(k+1)))z,).

PROPOSITION 1.5.3. La correspondance f— f' est une application
linéaire continue de Exp (I, a) dans lui-méme.

PreUVE. Elle est élémentaire en utilisant le théoréme de Cauchy.
Pour { eI la fonction entiére ¢ définit un élément de 5#°(2). En
effet si ¢'>0 est assez petit {—¢&'g, eI et
sup ]eizc—-is'eozléea(c—=’€0)+slc—t'é‘ol .
2€Q,

On peut donec introduire la ‘“transformation de Fourier-Borel” dans
Z'(2) en posant F (U)(Q)={y,, e**) (eD).

ProOPOSITION 1.5.4. Soit pt e 5£'(Q), la fonction F (1) est élément de
Exp (I’, a). La transformation & est linéaire et continue de 57'(Q)
dans Exp (I, a).

PREUVE. L’holomorphie de .&# (1) se prouve en représentant [ par
une mesure. La continuité de p¢ donne des inégalités

ly(la)(C)l é Hﬂlle’e,e”'ea(c—s'fo)+slﬂ

si {el'.. Ces inégalités assurent aussi la continuité de #. D’oi la
proposition.

Nous allons introduire deux transformations dites respectivement de
Laplace (&) et de Polya (7).

K
Exp (I, a)77‘f*H5(C)

réciproques 1’une de ’autre vérifiant, de plus, F =FPo¥ et F'=
Int. &~
Pour fe Exp (I', a), >0 et & epr (I") on considére la fonction de w:

Fs’(E’y w)=_21—'

T Ss'e°+n+e'

f(T)e ™ dz
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qui est définie et holomorphe dans H ={w e C|Im wg’' < —a(¢’)} (demi-plan
s’appuyant sur 2 et ne contenant pas 2) comme on le constate classi-
quement.

De plus on vérifie que F,.(¢, w)=F. (", w) pour we H:NH: grace
au théoréme de Cauchy.

On dispose donc d’une famille de fonctions (F..),., dans 2°=
Uerepr ay Hi» pour laquelle on a la

PROPOSITION 1.5.5. La famille (F,), 5, définit un élément de HL(C)
noté L (f) et appelé transformé de Laplace de f. L’application &
(tramsformation de Laplace) est linéaire et continue.

PREUVE. Pour ¢’ epr (') et €>0 soit H;,,={w|a(¢)+Im wg’'< —¢} de
telle sorte que 2:=Ue epriry Hir,eo
Pour we H;., on a

Ieu'éowF‘,(w)'éch.,(f) Sw e-—t(clz)dt .
0
Ainsi F. € H,(2°). Maintenant, si 0<¢; <&’ on a l’expression

Fyw)-Fow)=| e i

[lieo.l'EO
([€l2,, €’8,] est le segment d’extrémités eig, et &'¢,), qui se déduit des
définitions et du théoréme de Cauchy. Cela montre que F,,—F, se
prolonge en un élément de H,(C). Par suite (F,). est un élément de
5(C).
La continuité de & résulte des calculs montrant 1’appartenance
R' € H.,(ge).

PROPOSITION 1.56.6. On a F o F =%

PREUVE. Pour pes#'(2), £epr(I"), €>0 assez petit, we H, la’
fonction (z, 2) —e'* ' @,.(2) est (d|r|xd|w|)-intégrable sur (¢'s+ R*e") X L,
pour 0<e;<¢’. Comme

(zoﬁ*w»,'(w):%g F()(0)e-*rdr

e'¢o+RYE!

= Vergnse |, PiOede)ie

par 1.3.3. et

(e @w=2\ o ewar)is

L
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par le théoréme de Fubini, on obtient
(L o F )W) =€ (t8)sr
compte tenu de la définition de P, et de 1.3.3. C.Q.F.D

On introduit la “transformation de Polya” & en posant, pour ¥=
(@6')l'>0 € Hb(C)

gmzr)(z;)—_—SL 6%, (w)dw .

On constate que FT)eExp [, a) et que F:HLC)—Exp ([, a) est
linéaire et continue car & =._% oInt.

On se propose i présent de prouver que Z et & sont réciproques
I’'une de l’autre. Voici tout d’abord un lemme dans 1’énoncé duquel 7,
désignera le chemin:

43

re=d4{d4f  B=de,.Nd¢, ..
(&1, &€pr I” sont tels que &, soit intérieur au secteur I'y limité par R*&; et R*&,).

LEMME 1.5.7. Soit ¥ e H)(C), T=(H. )0 tel que @, admette un
représentant ®,., pour lequel e***o,.(w) soit borné sur 2 (un tel repré-
sentant existe, prendre € (Int¥),.). Si I'; est un sous-secteur relative-

ment compact de I', et Lee's,+I" Vintégrale
[ i
Te

converge pour |{| assez grand et vaut FW)().

PREUVE. De routine.



468 A. MERIL

THEOREME 1.5.8. Les applications & et P sont des isomorphismes
d’E.L.C réciproques U'un de U'autre.

PREUVE. Soit feExp (I, a) et T=(f). Pour A»>¢', on a

g(%(xg,):ﬁ oo (w)daw

Te
- % Sdff e‘wléo(s e'Eo+RTE f(z')e"‘"dz')dw + SAQ’ e‘wlfo(S‘,eo-mﬂa f(r)e“""'dz‘)dw] )

On constate que le théoréme de Fubini s’applique et on obtient

1 S etB(leo—r) S . etB(IEo-—r) :]
THY(Ng) =— dr— c
F@0D =5 | e T T SO 00

= fi (7\'50)

par le théoréme de Cauchy.
On a donc & o ¥ =idgsp .y Par prolongement analytique.
D’oi le théoréme.

Ce qui précéde prouve aussi le

THEOREME 1.5.9 ([15]). La transformation de Fourier-Borel est un
isomorphisme d’E.L.C. de 57'(2) sur Exp (I, a).

§1.6. Espaces 57(2), Exp,(I', a) et isomorphismes de Fourier-Borel.

On peut introduire (cf. [15]) une notion (différente de celle venant
d’étre étudiée) de fonctions de type exponentiel dans un secteur I’
relativement a4 une fonction d’appui a de telle sorte que 1’espace de ces
fonctions apparaisse comme ’espace des sections d’un faisceau défini sur
le compactifié radial de C pour a convenable. Ces fonctions sont aussi
les transformées de Fourier-Borel des éléments du dual d’une limite
inductive d’espaces de fonctions holomorphes définies dans des voisinages
“coniques” de 2. Ces espaces, qui vont étre décrits ci-dessous, sont
justiciables de théorémes analogues a4 ceux énoncés précédemment pour
(), Bxp (I, a) et HYC). Ces théorémes seront énoncés sans démonst-
ration celles-ci étant en tous points semblables a celles déja-vues.

Soit (I')iz; une exhaustion de I (ef. 0.3). L’espace S#5(2) est
I’espace du type D.F.S

1 3 1
%(Q)-—l:_gl o (.Q,,,,, exp ( 7 Izl))

ou 2., est I’ensemble 2(I",, a(z)+(1/k)|z|).
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On choisit I', de telle sorte que & € I',. On vérifie qu’algébriquement

et topologiquement on a

S2(0)=lim 22 (., exp (:k—l%ﬁ»

ot K est un réel >0 tel que Imgw=K|w|+K, pour tout weR,,
(conformément au lemme 1.1.1). De méme

Ot (0 e (5)

ou les fonctions f de 2£3(2, ., exp(—i&z/kK)) sont de plus continues sur
Q.. et sont telles que

Sf(z) exp (:g{"—z) l =0.

Pour >0, 2,., ’s-voisinage de 2,, et L,, la route sans fin 0., ON
ale

THEOREME 1.6.1. (Représentation intégrale de Cauchy). Pour fe
G (2,0, XD (—1£2/kK)), 0<e<1/(k(k+1)) et &'<ec on a

69(z—w)/((k+1)K)

f@=s=|  fan? dw (26 -
207 JLpy1,e w—z

REMARQUE. Si we@,,,, la fonction
gttot/ ((k+ 1K)

2 ——>
w—2

est élément de SZ(Dy,.,., exp (—i&2/(k+1)K))), si pe £ (2) on définit

pour w & D4,

1/ g'€olz—w)/((k+ 1D K)
P (W) == .
i Zim\ w—2z

PROPOSITION 1.6.2. Pour fe 57 (2., exp (—itwz/kK)), peS/(Q) et
0<e<1/(k(k+1)) on a

M, fr= SLk+1 J(w)Py . (w)dw .

Pour k=2, soit Hy,,, U'espace des fonctions holomorphes h dans 2, telles
que pour tout 0<e<l—1/k
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¢ (h)= sup |h(w)exp _4:_)|

2e2),\%%,8,0

Cet espace muni de ces normes auxquelles on adjoint celles de la
convergence uniforme sur tout compact de 2; est un espace de Fréchet.
Nous noterons H,,C) le sous-espace (fermé) de H,,. constitué des
fonctions entiéres f telles que Sup,.o,, |f(w) exp (iwg/kK)| <+ et nous
noterons H}, le quotient Hp,.H, (C) qui est aussi un espace de
Fréchet. On a des applications naturelles ®,,,,: Hi,, ,— Hi , injectives
et le systéme (H}, Peiii)ize €St projectif et détermine un espace de
Fréchet H},,,,=lix_n,,22 H},. Nous noterons ¢, la classe de ¢, dans H;,.

THEORRME 1.6.3. Soit pne %' (2). La suite (Pu)iz: €8t un élément
de Hb,, noté & () appelé transformé de Cauchy de . L’application &
(transformation de Cauchy) est linéaire continue de 5£;(2) dans Hp,.

PROPOSITION 1.6.4. Soient r=(¥i)iz: un élément de Hy ,, fc S#(2),
k tel que fe 57 (2., exp (—i&2/kK)) et 0<e<1/(k(k+1)). . L’intégrale

L,,,=§ Ven(R)F2)dz

Lk+1,¢

est indépendante de ¢ et de k et définit un élément de S (R) noté Int ().
L’application Int est linéaire continue.

THEOREME 1.6.5. Les applications Int et & sont réciproques lune
de Dautre.

L’espace Exp, (I', a) est 1’espace des fonctions holomorphes dans I”
telles que, pour tout I''ccI’, tout €>0, 6>0 on ait

sup | f(z) exp (—a(z)—¢lz)| <+

121>3

Désignons par I'(k) I’ensemble I, N{z||z|>1/k}. L’espace Exp, (I', a) sera,
topologiquement

1 —a(z)—L
Exp, (T, a)—lg %(F(Ic), exp ( a@)— |z|)) .
C’est un espace du type F.N. On vérifie que
’ I | /_l
Exp, ([, a)= hm b7 (I’ (k), exp ( a(z) % Izl)) ,

ou F'(k) r.n{z||z|>1kK }
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Si el alors z—e*** est élément de S£(Q) et, pour pe 52(R) on
définit la transformée de Fourier-Borel de g par

FHE) =, ) .

PROPOSITION 1.6.6. Soit ne 5%,(2). La fonction F (1) est élément
de Exp, (", a) et la transformation de Fourier-Borel ZF est linéaire
continue de 2%, (2) dans Exp, (I, a).

Pour fe Exp,(I’, a) on pose
’ ._.__1_ —twrt ’ . |
Fug, w=2= |, fojewde ery.

PROPOSITION 1.6.7. La collection (Fiu(g', ‘)¢ er, détermine, par recolle-
ment, une fonction F), holomorphe dans 23,. La fonction Fyc H,,.,.. La
Jamille (F)z. définit un élément L (f) de Hp, appelé transformée de
Laplace de f. La transformation de Laplace f— Z(f) est linéaire
continue de Exp, (I", a) dans H}, et on a & o F =&

Si on pose P =_F 0% (transformation de “Polya”) on a FPo ¥ =

IdExpc (r,a)e

THEORBME 1.6.8. La transformation de Fourier-Borel est un iso-
morphisme d’E.L.C entre 57, (2) et Exp, (I, a).

REMARQUE. Comme on peut s’y attendre les espaces Exp (I, a) et
Exp, (I', a) (resp. 5#°(2) et 5£5(2)) sont assez différents méme lorsque a
est borné sur pr I". Nous allons en fournir un exemple.

Soit 2=[0, + c0)+1i[1/4, 8/4], il est clair que f(z)=e¢~*/sin z est élément
de 2#(2), mais n’est pas élément de S#(2) contrairement i ce qui est
annoncé en [14].
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