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ZUR THEORIE P-BESCHRANKTER OPERATOREN
ERICH BOHL

In [9c¢] werden Fehlerabschatzungen fur ein Iterationsverfahren
zur Losung einer linearen Operatorgleichung x = (A} — Ay)x + b
mit Hilfe des Schauderschen Fixpunktsatzes hergeleitet und in [1a, b,
4, 9 d] weiter entwickelt. Diese Ergebnisse haben wir in [2 b] auf
P-beschrinkte Operatoren in einem halbgeordneten normierten Raum
(h. n. Raum) (X,=,|||) durch ecinen mehr elementaren Zugang
erweitert ohne den Satz von Schauder oder dessen Varianten heran-
zuziehen.

In [4,9a] werden Dbei nicht linearen Operatorgleichungen auf
Riumen mit “allgemeinerem Abstandsbegriff” (in [4] P-Raume
genannt) Fehlerabschitzungen und Konvergenzaussagen fiir ein
Iterationsverfahren gemacht. Dabei ist der halbgeordnete Raum, in
welchem die Abstinde liegen, mit einem abstrakt definierten Grenz-
wertbegrift versehen. Nimmt man an, dass dieser Raum archimedisch
geordnet ist und Ordnungseinheiten besitzt, so kann man sich von dem
Grenzwertbegrift durch die Betrachtung der Ordnungstopologie
vefreien [2d]. Die genannten Aussagen lassen sich dann dem
klassischen Kontraktionssatz im metrischen Raum unterordnen [2d].

In der vorliegenden Arbeit werden die beiden oben erwihnten
Methoden fiir Konvergenzaussagen und Fehlerabschatzungen von
Iterationsverfahren auf ihren gemeinsamen Ursprung zuriickgefiihrt.
Dazu betrachten wir auf einer nicht leeren Menge Y einen Abstand
p (s. auch [2d]), welcher Y X Y in einen h. n. Raum (X, =, || ||) ab-
bildet. Damit tragt Y auf natiirliche Weise eine Metrik d, (s. §3), und
die Theorie der P-beschrinkten Operatoren kann einheitlich fur die
P-Raume (symmetrischer Abstand p : p(x, y) = p(y, x)) und die h. n.
Raume (Y = X, p(x,y) = x — y) entwickelt werden. Im einzelnen
enthalten unsere Sitze 1 und 4 die Resultate aus [9 a, b, siehe auch
4, 10, 12a] iiber Fehlerabschitzungen und Konvergenz von Itera-
tionsverfahren bei Operatorgleichungen in P-Raumen. Hiufig tritt
der Satz 4 unter der Voraussetzung der Vollstandigkeit des metrischen
Raumes (Y, d,) sowie einer der im Satz genannten Bedingungen (i)
oder (iii) auf (s. [4, 9a,b,10], [12 a, Abschnitt 13.1]): dann ist er,
also auch alle seine Folgerungen, die in den aufgefithrten Literatur-
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stellen vorkommen, ein Sonderfall des klassischen Kontraktionssatzes
im metrischen Raum (s. {6 und [2 d]). Diese einfache Situation liegt
z. B. immer dann vor, wenn der halbgeordnete Raum, in welchem
die “Abstinde gemessen werden,” der R™ mit der natiirlichen Halb-
ordnung und irgendeiner Norm ist (s. hierzu [12b]). Der R™ tragt
damit stets die Ordnungstopologie, so dass unsere Situation in §6
Anwendung findet. Schliesslich erfasst unser Satz 2 die Ergebnisse
aus [la,b,9c¢,d, siche auch 4] iiber die Herleitung von Fehler-
abschiatzungen bei linearen Operatorgleichungen mit Hilfe des
Fixpunktsatzes von Schauder und verallgemeinert diese auf den
nichtlinearen Fall P-beschriinkter Operatoren [2 b].

Der hier vorgeschlagene einheitliche Zugang zu den genannten
Resultaten, welche urspriinglich auf die beiden eingangs erwihnten
verschiedenen Ansitze zuriickgehen, ist elementarer Natur und kommt
ohne topologische Fixpunktsiatze und ohne einen ad hoc definierten
Grenzwertbegriff aus. Auch die Fehlerabschitzungen erhalten eine
einheitliche Form (s. (8)), auf die Unterordnung ihrer verschiedenen
Sonderfille [1, 4, 9] sind wir in [2 ¢, e] ausfithrlich eingegangen.

Es ist wohl bekannt, dass man mittels eines Abstandes p, welcher
Werte in einem topologischen, halbgeordneten Raum besitzt, auf
einer Menge Y eine Uniformisierung definieren kann, welche
Anlass zu einer uniformen Topologie 7, auf Y gibt. Solche Uber-
legungen findet man etwa in [5] in einem etwas anderen Rahmen
fir einen symmetricschen Abstand und auch in den letzten Jahren
in [11], wo der Abstand durch eine “verallgemeinerte Norm” gege-
ben wird. Unser Vorgehen entspricht dem genannten allgemeinen
Vorbild, man kann im vorliegenden Fall dariiberhinaus eine Metrik
d, angeben, welche 7 erzeugt, so dass wir es letztlich mit metrischen
Raumen zu tun haben. Obwohl alle Uberlegungen dieser Arbeit auch
fir den eben andeuteten allgemeineren Fall gleichfalls durchgefithrt
werden konnen, erscheint das hier vorgelegte Konzept fiir die
Bediirfnisse der Anwendungen ausreichend zu sein.

1. Wir nennen einen reellen Vektorraum X halbgeordnet, wenn in
X eine Ordnungsrelation = durch einen Kegel K vermoge der Defini-
tion “x = y<=>y — x € K" festgelegt ist. Unter einem Kegel verstehen
wir dabei eine Teilmenge K von X, welche die Eigenschaften K + K
C K, A KC K fur alle reellen A > 0 und KMN(—K) = {6 =Nullele-
ment von X} besitzt [6,7].

Sei (X, =) ein halbgeordneter Vektorraum. Fiir zwei Elemente
x,y € X heisst die Mange [x,y] = {z € X:x =z =y} ein Intervall.
Allgemeiner nennt man fiir M C X die Menge [M] = U {[x,y] :x,
y € M} gesdttigte Hiille von M. Im Falle M = [M] heisst M gesdttigt
(6,7].
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Sei (X, ||]) cin reeller, normierter Raum. Eine Ordnungsrelation
= auf X (bzw. der zugehorige Kegel K) heisst normal [6,7], falls es
eine reelle Zahl 7 > 0 gibt, so dass aus 0= x = y stets ||x|| = 7|y|
folgt. Dann ist das Minkowskifunktional p der gesattigten Hiille
[{¢ € X:|le] =1}] der Einheitskugel in X eine zu | || dquivalente
Norm, und aus § = x = y folgt stets p(x) = p(y) [6,7].

Einen normierten Raum (X, | ||), welcher durch einen normalen,
abgeschlossenen Kegel halbgeordnet ist, nennen wir einen halbgeord-
neten, normierten Raum oder kiirzer h. n. Raum. Wir schreiben dann
(X, =, || |) oder auch (X, K, | ||)-

2. Unter cinem Abstand auf einer nicht leeren Menge Y verstehen
wir eine Funktion p, welche Y X Y in einen halbgeordneten Raum
(X, =) abbildet und fir je drei Elemente x,y,z € Y die folgenden
Axiome erfullt:

(D1) p(x, y) = =x = y;
(D2) p(x. y) = p(x, 2) + p(z, y).
Spater werden wir noch folgende Ungleichungen benutzen, die sich
unmittelbar aus (D1) und (D2) herleiten lassen und fur je vier Elemente
x,y,z,0 €Y gelten
(1) —p(x, y) = p(y, x),
1) —py, z) = p(z,x) = p(x. y) = p(x, 2) + p(z, ),
1" —plx,z) = ply ) = p(s, ) — plx, ©) = p(a,x) + p(o, y).

3. Sei p ein Abstand auf einer nicht leeren Menge Y, welcher
Y X Y in einen normierten Raum (X, | ||) mit einer normalen
Ordnungsrelation = abbildet. Mit p bezeichnen wir das Minkowski-

funktional der gesattigten Hiille [ {¢ € X : |le| = 1}] der Einheitskugel
in (X, || ). Dann liefert das Funktional

d,(x, y) = Max(p(p(x, y)), plp(y, x)))  xy €Y
eine Metrik auf Y.

Bewgrs. Zunichst sind die Funktionale p und ||| auf X &qui-
valente Normen, so dass mit Ausnahme der Dreiecksungleichung die
beiden anderen Metrikaxiome offensichtlich gelten. Zum Beweis der
Dreiecksungleichung  wihlen wir x,y,z €Y und setzen a,=
(d(x,2) + d(z,y) + n ')~ fiirn € N. Dann ist



34 E. BOHL

pla.(p(y, 2) + p(z, x))) — @(plp(y, 2) + plp(z, x)))

Planlp(z. y) + p(x,2)  a(plp(z, y) + plolx, )
a,(d,(y,z) + d(z,x)) <1 fiirn € N,

lIA

so dass * a,(p(y,z) + p(z,x)) und = a,(p(z,y) + p(x,z)) fir alle
nE N zur gesattigten Hiille der Einheitskugel gehoren. Nach
(1") liegen dann auch a,p(x, y) und a,p(y, x) (n € N) in dieser Menge,
woraus wir p(a,p(x, y)) = 1, p(a,p(y, x)) = 1 oder

plo(x, y))
plo(y, x))

schliessen. Damit ist die Dreiecksungleichung fiir d, bewiesen.

Nutzt man die Monotonie von p und die Aquivalenz der Normen
p und || || aus, so liefert (1”) die Existenz einer reellen Zahl k > 0, so
dass

=a,'=dxz)+d(zy) + n! furallen EN

lo(x, y) = p(z, 0)|| = k(d,(x, 2) + d,(y, v))

fir je vier Elemente x,y,z,v €Y gilt. Insbesondere bilden daher
die fiir jedes y € Y definierten Funktionen

(2) x—=plxy), x—p(yx)

den metrischen Raum (Y, d,) stetig in den normierten Raum (X, || ||) ab.
Fur die weiteren Uberlegungen ist noch die folgende Implikation
bedeutungsvoll, welche fiiralle e, e, € X, x, y € Y gilt:

(3) p(l', y) = el,p(y, x) = ey =
d,(x,y) = ple, + ex) + Max(p(e;), p(ez)).

Dies ergibt sich unmittelbar aus den Ungleichungen
- € é - P(l/: x) é P(x: y) é e,
- € é - p(x7 y) é P(% x) é €3,

wenn man fiir p die Monotonie auf K und die Dreiecksungleichung
ausnutzt. Beachtet man ferner, dass p und || || dquivalente Normen
sind, so liefert (3) die Existenz einer reellen Zahl ¢« > 0 mit

(3") e€EX,x,yEY,p(x,y) S e,ply, x) = e=d,(x,y) = ale||.

Besitzt (X, | ||) eine gesattigte Einheitskugel, so sind die beiden
Normen p und | || gleich. Gilt tiberdies p(x, y) = *p(y, x) firx,y €Y,
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so erhalten wir einfach d (x, y) = ||p(x, y)||, und (3) liefert die Impli-
kation

(3") e € X, p(x,y) = e,p(y, x) = e = |jp(x, y)| = |e]|-

Eine nicht leere Menge Y heisst Abstandsraum, wenn auf Y ein
Abstand p gegeben ist, welcher Y X Y in einen h. n. Raum (X, =, || )
abbildet. Wir denken uns dann die Menge Y stets mit der durch d,
gegebenen Topologie versehen und schreiben auch das Symbol
(Y,d; X, =, |||) fir den Abstandsraum. Ist iiberdies der metrische
Raum (Y, d,) vollstandig, so reden wir von einem vollstaindigen Ab-
standsraum.

4. Sei (Y,d; X, =, || |) ein Abstandsraum.

Ein Operator T auf Y, also eine Abbildung von Y in sich, heisst
P-beschrankt [2d], falls P ein linearer, monotoner Operator auf X
ist, so dass folgende Implikation gilt:

e€EX,x,ye Y, plxy) =eply, x)=e=p(Tx, Ty)
p(Tx, Ty) = Pe, p(Ty, Tx) = Pe.

Dabei heisst P monoton auf X, falls e = e stets Pe = Pe fur alle
e, e € Ximpliziert.
Wir betrachten nun zwei Folgen

(5) €Y, x,=Tx,;e0 € X, ¢, = Pe, (n € N)

(4)

mit den Anfangsbedingungen
(5')  eo=0, p(Txo, x9) = (I = Pleo, p(xo, Txo) = (I = P)ey,

wenn [ den Einheitsoperator bezeichnet. Durch Induktion zeigt man
zunachst

<6> p(Txn’ xn) g €~ Cnis p(xm Txn) § €n T €nt1 <n € N)
und damit

(7) P xy) S e, pay,x,) e, fr0=n=m.

Satz 1. Sei T ein P-beschrinkter Operator auf einem vollstindigen
Abstandsraum (Y, d,; X, =, | ||). Es gebe zwei Elemente x, € Y und
ey € X, welche (5') erfiillen. Schliesslich liefere die mit e, begonnene
Iteration e, ., = Pe, cine Nullfolge in . Dann konvergiert x,
gegen eine Losung X € Y der Glelchung x = Tx, und es gilt die
Fehlerabschitzung

(8) o, x,) e, phx,T)=e, fiurn € N.
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Beweis. Wegen (3') und (7) ist d, (x,,, x,) = alle,|| fair 0= n = m,
so dass x,, als Cauchy-Folge einen Grenzwert % besitzt, fir welchen
die Ungleichungen (8) gelten (beachte dazu die Stetigkeit der Funk-
tionen (2), die Abgeschlossenheit des = definierenden Kegels sowie
die Ungleichungen (7) fir m— ). Da T ein P-beschrinkter Opera-
tor ist, impliziert (8) sofort p(T%, x,.1) = eni1, p(Xns1, TX=
e, ., oder mit (3') auch

d,x, TX) = d)(%, 121) + d(xX0r 1, TE) = d,(%, %p01) + allens]

fir n € N. Das aber zeigt ¥ = T% und vollendet den Beweis.

Eine Folge x, in einem metrischen Raum (Z, d) heisst beschrinkt,
wenn es eine reelle Zahl 7> 0 gibt mit d(x,, x,) =7 fur alle
n,m &€ N.

Ein stetiger Operator T auf einem metrischen Raum (Z, d) heisst
vollstetig, wenn er jede beschrankte Folge x, auf Z in eine Folge
Tx, transformiert, die eine konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 2. Sei T ein vollstetiger, P-beschrinkter Operator auf einem
Abstandsraum (Y, d,; X, =, | ||) mit einem wvollstetigen Operator P.
Es gebe zwei Elemente xo € Y und ey € X, welche (5") erfiillen.. Dann
konvergiert eine Teilfolge x,, der mit x, begonnenen Iteration x,,,, =
Tx, gegen eine Losing X €Y von x = Tx, und es gilt die Fehler-

abschitzung (8), wobei die e, gemdss (5) gebildet sind.

BemerkunG. Der folgende Beweis wird zeigen, dass die Bedingung
der Vollstetigkeit von P auch durch die schwachere Forderung
lim(e, — e, ) = 0 ersetzt werden kann.

Beweis. Wegen (5')ist 6=¢,,  =¢,= - = ¢ Daher ist ¢,
eine beschriankte Folge und besitzt somit eine konvergente Teilfolge.
Wegen des monotonen Verhaltens von e, muss die ganze Folge
konvergieren. Die Formeln (3') und (7) liefern d, (x,,, x,) = afe,|
(0=n=m), so dass auch x, beschrankt ist und daher eine kon-
vergente Teilfolge x;, mit dem Grenzwert X besitzt, fiir den wir wie
im Beweis zu Satz 1 die Ungleichungen (8) zeigen konnen. Endlich

gilt
dx, Tx) = d (%, x,) + d(xi,, Tx,) + d(Txg,, TX)
=d(x, x,) + allex, — ex i
+ d(Tx,, Tx),n € N,

wobei wir diesmal (6) in Verbindung mit (3') ausgenutzt haben. Auf
der rechten Seite der letzten Ungleichung stehen lauter Nullfolgen, so
dass wir x = Tx erhalten.
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Satz 3. Sei T ein P-beschrinkter Operator auf einem Abstandsraum
(Y,d;: X, =, | ||) und e EX mit e = 6 und lim P"e = 6. Dann besitzt
die Gleichung x = Tx hichstens eine Losung in jeder der Mengen
M, = {x € Y:p(x,z) = \e, p(z, x) = \e fiir ein reelles \ = 0}, wenn z
die Menge Y durchliuft.

Beweis. Sei x; = Tx;, sowie p(x;, 2) = Ne, p(z,x;) ENe (=1, 2).
Dann ist p(x, %) = (A, + Ay)e, p(xy, x)) = (A + Ay)e, also p(x), x5)
= p(Tx;, T'xy) = (A + Ay)P?%¢ und  p(xy,x;) = (A, + Ag)P"e¢ oder
d(x, x3) = al|(A, + Ay)P"¢| fir n € N. Das zeigt die Behauptung.

5. Bei den Sitzen 1 und 2 miissen die Ausgangselemente x, und
ey die Anfangsbedingung (5') erfillen. Zu ihrer Konstruktion sei auf
die Arbeiten [3,8] und auf unsere Artikel [2a,e] verwiesen, an
dieser Stelle soll darauf nicht eingegangen werden. Besitzt der
halbgeordnete Raum Ordnungseinheiten, so liefern unsere Satze auch
Konvergenzaussagen ohne eine Anfangsbedingung (5").

Ein Element e = 6 heisst Ordnungsemhezt [6,7] des halbgeord-
neten Raumes (X, =), falls X = U ,_, n[—e, e]. Mit oK bezeichnen
wir die Menge der Ordnungseinheiten des Kegels K, welcher =
definiert. Sei e € oK, so liefert das Minkowskifunktional |x|, =
inf{a € R: £x = ae} eine Norm auf X, falls K archimedisch ist, d. h.
falls aus x,y € X und nx + y € K fur alle natiirlichen Zahlen n =1
stets x € K folgt [6,7]. Alle so konstruierten Normen sind aqui-
valent und legen die Ordnungstopologie auf X fest [6,7]. Ferner
ist K abgeschlossen und normal beziiglich || ||,. Betrachten wir also
einen Abstand auf einer nicht leeren Menge Y, welcher Y X Y in einen
halbgeordneten Raum (X, =) mit einer archimedischen Ordnungs-
relation und Ordnungseinheiten abbildet, so ist (Y, d; X, =, || ||.) fir
jede Ordnungseinheit e ein Abstandsraum. Da ausserdem die Ein-
heitskugel in (X, | ||.) gesattigt ist, nimmt die Metrik d, die einfache
Gestalt

d,(x, y) = Max([lo(x, y)|.» [le(y, x)[.)

an. Wegen der Aquivalenz der Normen ||, erzeugen alle diese
Metriken auf Y dieselbe Topologie. Wirnennen (Y,d; X, =, || ||.) dann
archimedischen Abstandsraum mit Ordnungseinheiten, oder kiirzer
AQ. Raum.

Diese Konstruktion fithrt zu einer grossen Ubersichtlichkeit der
Theorie P-beschrankter Operatoren aufgrund der folgenden Aussagen

fiir einen monotonen, linearen Operator P auf (X, =, | ||.):

LEmMa 1. P ist beschrankt und die Operatornorm ||P||, ist durch
[Plle= ||Pe|. gegeben [2c]. Der Spektralradius o(P) =



38 E. BOHL

inf ||P?||, 1" ist genau dann <1, wenn es ein ¢’ € oK gibt mit
[Pl <1[2¢]. Existiert (I— P)~' aufX (I= Einheitsoperator)
und ist (I — P)~' monoton, so gilt ||P|, <1 genau dann, wenn
e’ €(I— P)"YoK). [2d].

LeEmMma 2. Jeder P-beschrinkte Operator T auf einem AO. Raum
(Y.d,; X, =, || |l.) ist Lipschitzbeschrinkt auf (Y, d,), oder genauer:
d,(Tx, Ty) = ||P|.d,(x,y) fiirx,y EY,e € oK.

Denn aus x,y € Y,e € oK folgt p(x,y) =d,(x,y)e, ply,x)=
d,(x, y)e, also wegen der P- Beschrinktheit auch

Tx, T
ol y) = d,(x,y)Pe = ||P|.d,(x, y)e,

p(Ty, Tx)

und das zeigt die Behauptung (s. auch [2d] ).

Satz 4. Sei T ein P-beschrinkter Operator auf einem AO. Raum

(Y,d,; X, =, | |l.)- Es sei entweder T vollstetig oder (Y, d,) vollstindig,
und es gelte eine der drei folgenden Bedingungen:

(i) o(P) < L;

(i) [|P]l. < L;

(iii) (I — P)~!existiert und ist monoton.
Dann konvergiert jede Folge x,,, = Tx,, x¢ €Y gegen die ein-
deutige Losung X der Gleichung x = Tx, und fiir jedes z € X
mit 2= 6, p(xy,x9) = (I — P)z, p(xg,x,) = (I — P)z gilt die Fehler-
abschitzung

p(x,x,) = Pz, p(x,X)=P2z firnEN.

Beweis. Wegen Lemma 1 reicht es aus, die Voraussetzung (ii)
anzunehmen. Diese ist aber mit (I — P)e € oK aquivalent [2c],
so dass wir fir jedes x, €Y die Ungleichungen (5') mite, =
eMax(||p(xo, x1)||l—pye» [lo(x1, %0)||1—p)e) erhalten. Nun folgt die Be-
hauptung aus den Satzen 1, 2 und 3, denn Pne, ist wegen (ii) eine
Nullfolge.

6. Sei (Y, d) ein metrischer Raum, dann ist (Y, d; R, =, | | offenbar
ein AO. Raum, und die Menge der P-beschrinkten Operatoren ist
gleich der Menge der Lipschitzbeschrankten Operatoren. Satz 4
liefert im Falle der Vollstandigkeit und der Voraussetzung (ii) den
klassischen.
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KonTrakTiONSSATZ. Fiir jede kontrahierende Abbildung T eines
vollstandigen, metrischen Raumes (Y, d) konvergiert jede Iteration
Xpo1 = Tx,, % €Y gegen die eindeutige Losung der Gleichung
x= Tx. '

Abschiessend wollen wir zeigen, dass der Satz 4 unter der Voraus-
setzung der Vollstandigkeit von (Y, d,) mit dem Kontraktionssatz in
der genannten Form aquivalent ist (s. auch [2 d]):

Da T nach Lemma 2 eine kontrahierende Abbildung auf (Y, d,)
liefert, ergeben sich ohne weiteres die Konvergenz und Eindeutigkeits-
aussage. Fiir die Fehlerabschitzung brauchen wir nur zu xeigen,
dass die Mengen M,= {x EY:p(x,x,) = Pz, p(x,,x)= Pz}
(n € N) abgeschlossen sind und unter T invariant bleiben. Dann
ist T namlich ein kontrahierender Operator auf den vollstindigen,
metrischen Raumen (M, d,), und die Anwendung des Kontraktionssatz
liefert nunmehr die Fehlerabschatzung. Um T(M,) C M, zu zeigen
sei x € M,,, dann gilt mit (6)

p(Tx, x,) = p(Tx, Tx,) + p(Tx,, x,)
= prtlz + (P'z — P*Ylz) = Pz,
p(xn, Tx) = p(Tx,, Tx) + p(x,, Tx,)

Fiir den Beweis von M, = M, nehmen wir t, € M, mit lim d, (t, t)
= 0 an. Dann zeigt

p(t, x,)

U =d(t e + Pz,
p(x,, t)

wenn man die Archimedizitat von = ausnutzt, die Behauptung.
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