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TECHNIQUES COMPLEXES D’ETUDE D’E.D.O.

D. CErVEAU, D. GARBA BELKO, ET R. MEZIANI

Awvec un appendice de J. Ribon

Abstract

We relate some properties of complexifications of real analytic
foliations with problems such that existence of first integrals or
convergent normalizations. Holomorphic diffeomorphisms having
an invariant real foliation play a crucial role.

1. Introduction

Considérons un feuilletage analytique réel F~ & Dlorigine de R2. 11
est donné par un germe de l-forme analytique w = a(zq,22)dx; +
b(x1,r2) dre. Son complexifié FC est donné par la méme forme, mais
vue en complexe : w® = a(zy1, 20) dz1 + b(21, 22) dzz avec les notations
habituelles z; = x1 + iy et 2o = 2o + iyz. Soient AC(p) et AR(p) =
A®(p) NR? des polydisques de rayon p centrés en 0 dans C? et R? res-
pectivement. On suppose p suffisamment petit pour que les germes W€
et w possédent des représentants sur ces polydisques (on garde la méme

notation). Soit (21, x2) un point de A®(p) ; on note L&hmz)(p) (respecti-

vement L (p)) la feuille de FS dans A®(p) (respectivement de FX

(z1,22)

dans A%(p)). I se peut que I'intersection L?xhxz) (p)NR? de la feuille com-

plexe avec le plan réel contienne strictement la feuille réelle E]fxl_’m)(p).

Evidemment E(Ezl,xg) (p) NR? est constitué de feuilles de FX dans AR(p).
R

Chacune de ces feuilles, autres que E(zl_m)(p) sera appelée compagnon

non trivial de E%lymz)(p).

Nous dirons que chaque feuille du germe F% posséde un compagnon
non trivial si on a la propriété qui suit : pour tout p il existe p’ < p tel que
pour tout (z1,x2) € AR(p'), la feuille E]le.,m) (p) possede un compagnon
non trivial.
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Bien sir on peut donner des définitions en toute dimension mais nous
n’en ferons pas usage. Voici un exemple élémentaire : considérons le
feuilletage de R? donné par les niveaux de la forme quadratique ¢ = z;25.
Alors que la feuille réelle El?m)eSt la demi branche d’hyperbole z1z5=1
passant par le point (1,1), l'intersection E((CM) NR? est 'hyperbole com-
plete avec ses deux composantes passant par ce méme point. Lorsque
I’on perturbe le feuilletage ci-dessus en un feuilletage donné par w = dg+
h.o.t. la topologie des feuilles ne change pas au sens ou la contemplation
du portrait de phase du feuilletage FX ne permet pas de conclure quoique
ce soit sur son type analytique; par exemple on ne peut pas décider de
I’existence ou non d’intégrale premiere analytique non constante. Il n’en
va pas de méme si l'on considere les feuilles et leur compagnons. Nous
montrerons en particulier le résultat suivant :

Théoréme 1.1. Soit FX un germe de feuilletage analytique en [’ori-
gine de R? défini par la 1-forme w = d(z122) + h.o.t. Si chaque feuille
de F® admet un compagnon non trivial, alors F= posséde une intégrale
premiére analytique non constante.

Nous donnerons un énoncé plus général et nous étudierons le probleme
des compagnons pour les feuilletages donnés par une 1-forme a 1-jet non
nul. Comme d’habitude le cas “noeud-col” est problématique. Nous ob-
serverons plusieurs exemples ol nous verrons que ’ensemble des compa-
gnons peut s’avérer dense et dénombrable.

Dans le méme ordre d’idée nous avons cherché a comprendre, un
feuilletage FX étant donné, le saturé par le complexifié FC de l’espace
ambiant total R2. Nous le notons FS(R?). Par exemple, si FX est un
feuilletage linéaire, c’est a dire donné par une 1-forme linéaire, on ob-
serve que FS(R?) est une feuille d’'un feuilletage analytique réel de co-
dimension 1 défini & I’origine de R* ~ C2. Comme nous le verrons cette
feuille peut étre d’adhérence une hypersurface analytique : c’est le cas
pour le feuilletage 122 = constante ot FS(R?) est un céne quadratique
de R*. Mais cette feuille peut étre aussi dense. On peut comprendre
les théoremes de rigidité qui seront présentés dans le cadre qui suit (les
hypotheses sont ici plus fortes que dans le corpus du texte). En 1999,
D. Burns et X. Gong [BGo| ont montré un résultat de type Morse pour
les hypersurfaces Levi-flat; si H est une hypersurface Levi-flat donnée
en 0 € C" par :

Re(2] + -+ 23) +0(]2*) = 0
il existe un biholomorphisme qui transforme H en la quadrique :

Re(zi +---+22)=0.
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En utilisant ce résultat on montre le théoréme suivant :

Théoréme 1.2. Soit FX un germe de feuilletage analytique a l’origine
de R?, défini par une 1-forme analytique w. On suppose que le 1-jet de w
en Uorigine est J'w = d(z172). Si FE(R?) est une hypersurface ana-
lytique réelle o singularité quadratique, alors F& posséde une intégrale
premiére analytique de Morse.

Preuve: L’hypersurface F5 (R?) est Levi-plate ; son feuilletage en courbes
complexes est donné par la restriction we/FS(R?). Soit (f = 0) une
équation analytique réduite de FC(R?). Comme la singularité est sup-
posée quadratique le 2-jet de f est une forme quadratique ¢. En considé-
rant la renormalisation par les homothéties ¢ Id, ou ¢t appartient a R, et
en faisant tendre ¢ vers 0, on observe que, & multiplication scalaire pres :

q = T1Y2 + T291.

D’apres Burns et Gong [BGo] il existe un biholomorphisme ® de C3
tel que f o ® = 0 soit le cone g = 0. Par suite la deux forme ®*w® A
d(z122) qui s’annule sur ¢ = 0, est identiquement nulle. Il en résulte
que ®*wC possede l'intégrale premiere z;z;. Ce qui confirme le résultat
annoncé. O

Nous verrons plus loin que ’hypothese “singularité quadratique” n’est
pas nécessaire. La généralisation du résultat ci-dessus a des problemes de
“normalisation” de feuilletage est basée sur un théoreme de rigidité des
difféomorphismes. Plus précisement J. Ribén montre, en appendice a cet
article, qu'un difféomorphisme holomorphe et tangent a l'identité de C
est holomorphiquement conjugué a sa forme normale formelle lorsqu’il
laisse invariant un feuilletage analytique de R? ~Cp.

Remerciements. Nous remercions Alcides Lins Neto, Daniel Panaz-
zolo et Frank Loray pour leurs contributions. Nous remercions également
Jean-Christophe Yoccoz pour ses remarques fructueuses. Nous remer-
cions enfin le Referree qui a fait une objection pertinente sur la version
initiale de la Proposition 2.3.

2. Version hyperbolique du Théoréme de
Poincaré-Lyapounov

Le feuilletage F=X est dit elliptique lorsque le 1-jet wy de w vérifie : la
forme quadratique wy (21 8%1 + 29 6%2) ne s’annule qu’en deux droites com-
plexes conjuguées. 1l est dit hyperbolique si w; est de rang maximum et la
forme quadratique ci-dessus s’annule sur deux droites réelles distinctes.
Comme nous le rappellerons le Théoréeme de Poincaré-Lyapounov assure
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lexistence d’intégrale premiere de type Morse sous des hypotheses topo-
logiques sur les trajectoires. Il concerne les singularités de type elliptique.
Nous proposons une version hyperbolique sous des hypotheses portant
sur les compagnons. A titre d’exemple examinons le probleme des com-
pagnons dans le cas des feuilletages linéaires. L’énoncé qui suit peut étre
lu globalement ou localement. L’idée de la preuve que 1'on retrouve plus
loin est élémentaire.

Proposition 2.1. Soit FX un feuilletage linéaire de R? donné par la
1-forme w = Axidrs + xodxy, ot X € R*. Alors la feuille générique
de F® posséde un compagnon non trivial si et seulement si \ est ration-
nel.

Preuve: Le feuilletage FS est aussi décrit par le champ de vecteurs
linéaire X : 5 5
X=XAz17— —22—.

1821 2822

Les feuilles réelles E]ﬁl 2) sont donc paramétrées par le flot réel :
exp (tX)(x1,22) = (x1 exp (At),z2exp (—t)), te€R.

Choisissons une condition initiale (1, z2) avec 122 # 0. La feuille com-
plexe de FC passant par (r1,z2) est paramétrée par :

(u,v) — (21 exp (M(u + iv)), z2 exp (—(u + 1)), (u,v) € R%

Pour que les deux coordonnées soient réelles il faut que v et Av appar-
tiennent & Zm. Ainsi si la feuille générique de F possede un compagnon
non trivial A\ = %, ou p et ¢ sont des entiers, pged(p,q) = 1, et ¢ > 0. Si
tel est le cas, on choisit v = g et ’on remarque, puisque p et ¢ ne sont
pas de méme parité, que la courbe paramétrée réelle :

U — <3:1 exp <£u —|—pz'7r> ,xoexp(—(u + qiw)))
q

est contenue dans le complexifé de E]ﬁl )" Mais elle n’est pas située dans
le méme quadrant que L]&l 22)" Elle parametre donc un compagnon non

trivial. O

Dans le cas hyperbolique non linéaire on a les Propositions 2.2 et 2.3,
ci-dessous. Leur preuves utilisent la classification analytique des 1-formes
dite de Poincaré-Dulac dont voici ’énoncé :

Théoréme 2.1. Soit w une 1-forme analytique ayant pour 1-jet J*w =
Ax1 dre + 22 dxy, ot A € R*. Il existe un systeme de coordonnées analy-
tiques (w1, 2) tel que FX soit donné par l'une des formes suivantes :
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(1) w=Az1deg + x2dxy si \€R™\ (Z~U1/Z7).

(2) w = (exh + z1)pdwy — z2dzy, o p € N*, 6 =0 ou 1l (si X €
(Zz-ul1/z27)).

(3) w=Ar1(1+z122A(21,22)) dva + 22 dx1 88 X € RT, avec A analy-
tique.

La premiere proposition traite du cas “Poincaré-Dulac non linéari-
sable”.

Proposition 2.2. Soit FX un germe de feuilletage analytique hyperbo-
lique a lorigine de R?, donné par une 1-forme w = (x5 + x1)pdzsy —
xadry, ot p € N. La feuille générique de F~ ne posséde pas de compa-
gnon non trivial.

Preuve: Le feuilletage FC est décrit par le champ de vecteurs X :

0
+ 22—

0]

dont le flot parametre les feuilles réelles E%le,m) :

exp (tX)(z1,22) = ((paht + 1) exp (pt), z2exp (t)), tE€R.

Pour (x1,x2) fixé, avec x129 # 0, les feuilles complexes sont paramétrées
par :

(u,v) — ((ph(u +iv) + x1) exp (p(u + iv)), x2 exp (u + iv)).

Pour que les deux coordonnées soient réelles il faut que v soit nul. L'in-
tersection de la feuille complexe passant (z1,22) avec le plan réel est
donc la feuille réelle E]thmz). On en déduit que la feuille générique ne
possede pas de compagnon non trivial. O

La proposition qui suit généralise, au cas non linéaire, la Proposi-
tion 2.1 :

Proposition 2.3. Soit FX un germe de feuilletage analytique hyper-
bolique & l'origine de R?, donné par une 1-forme w ayant pour 1-jet
Ax1 dro + xo dx1, avec A un rationnel qui n’est ni entier ni inverse d’en-
tier négatifs. Si chaque feuille de FX posséde un compagnon non trivial,
alors w admet une intégrale premiere analytique.

Preuve: D’apres le Théoreme 2.1 on peut supposer que w s’écrit sous la
forme :

w=Az1(1 4+ x120A(21, 22)) dxo + 22 day
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ot A est une fonction analytique. Le feuilletage FS est alors défini par
la forme : W€ = Az1(1 + z122A(21, 22)) dza + 22 dz1. Puisque

0]
WC (8_22) = Azl(l + ZlZQA(Zla 22))7

le feuilletage FC(germe) est transverse aux fibres de la projection IT:
(z1,22) — z1 en dehors de z; = 0.

Soient A€(p) et AR(p) = A%(p) N R? des polydisques de rayon p
centrés en 0 dans C2? et R? respectivement. On suppose p suffisamment
petit pour que les germes w® et w possedent des représentants sur ces
polydisques (on garde la méme notation) et tels que FC soit transverse
aux fibres de la projection IT: (21, 2z2) — 21 en dehors de z; = 0.

Soit (z1,72) un point de AR(p); on note Eghm)(p) (respectivement
L]ﬁhm)(p)) la feuille de FC dans A®(p) (respectivement de FF dans
AE(p)). Par hypothese il existe p' < p tel que pour tout (w1,z2) €
AR(p'), 1a feuille E]ﬁhm)(p) possede un compagnon non trivial.

Quitte & faire une transformation convenable, on peut supposer que
p=2et1<p <2 Désormais la feuille LS (p) (respectivement LX (p))
sera notée LC (respectivement LF).

Distinguons les chemins suivants dans ’axe des z; :

- 1: 60— exp(if), 6 € [0, 7],

— 72: 0 — exp (i), 0 € [m,27],

— v ="27: 0+ exp(if), 0 € [0,27].

71

Y2

FIGURE 1
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Introduisons les transversales 1 = {(1,22)} et ¥_1 = {(—1, 22)}. Com-
me la projection IT est transverse & FC, en dehors de z; = 0, la mé-
thode de relevement des chemins de [MaMo] permet de construire les
difféomorphismes holomorphes hi: 31 — ¥X_1 et ho: 37 — X1 obte-
nus en relevant dans les feuilles de FC les chemins 7; et 72 respective-
ment. Plus précisement, hi(1,22) € Y_1 est extrémité du chemin 7,
d’origine (1, z2), tracé dans la feuille de £(E:17Z2) et se projetant, par II,
sur 1. De méme ho(—1,22) € X1 est Uextrémité du chemin 4o d’ori-
gine (—1, z3), tracé dans la feuille de L((EL@) et se projetant, par II,
sur vo. Le difféfomorphisme d’holonomie h: ¥; — X, qui est la com-
position hg o hi, correspond a la construction de relevement relatif au
lacet v1.72. D’aprés [MaMo] il suffit de montrer que h est périodique
pour prouver la proposition ci-dessus.

D)

FIGURE 2

Faisons deux remarques sur le difféomorphisme d’holonomie h. Com-
me A est rationnel, la description topologique des difféomorphismes ho-
lomorphes du type z — zexp (2iw\) + h.o.t. nous indique qu’il existe
P que lon peut prendre plus petit que p’, tel que pour tout point m
dans D(0, p"), I'une des demi-orbites {h"(m),n € N} ou {h~"(m),n €
N} est bien définie. Plus precisément, m est dans le domaine de définition
de tous les h™, n € N ou bien de tous les h™", n € N.

On note, dans toute la suite, o 'involution de C™ définie par o(z) = Z,
indépendamment de n. L’invariance de FC par o implique que :

coh™ooc=h"".
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En particulier si m € D(0, p”) NR est un point réel (o(m) = m) alors m
appartient au domaine de définition de tous les itérés de h.
Considérons & présent un point m = (1,x2), ol xo appartient &
D(0,p") NR, et notons LE, un compagnon non trivial de £X. Alors
LET, coupe 'une des transversales ¥; ou ¥ _; en un point réel m’; c’est
a dire qu'on peut supposer que m’ = (1,z'5) ou m’ = (—1,2'5). Soit &
un chemin tracé dans la feuille complexe E%, joignant le point m a m/.
La projection de ) par II est un chemin ¢ joignant le point (0,1) & lui
méme ou bien au point (—1,0) suivant le cas. On remarque que § est &
homotopie, a extrémités fixes, pres de 'un des types suivants :

(1) § =™ n(m) € Z et n(m) #0si m’ = (1,2'2),
(2) 6 =™~ n(m) € Zsim/ = (—1,2'3).
Dans le cas (1) ceci implique que 2™ (1, x3) est réel; c’est a dire :
oo h™™ oo (1,25) = K" (1, 2,).
L’invariance de ]—'f par o implique que :
oo h™™ o o(1,xy) = hosy (1, 22).
On en déduit que :
oo h™™ o o(1,29) = h™ "™ (1, 2)
et par suite que h2"(™)(1,25) = (1,3). Dans le cas (2) cela implique
que hy o KM™)(1, ) est réel :
o ohyoh™™ og(1,25) = hy o "™ (1, 15).
L’invariance de FS par ¢ implique que :
ogohsooa(l,xa) = hys)(1,22)
ot ¢(8) =y~ "™) 045t On en déduit que :
oohyoh™™ og(1,x5) =hy o R (1, 15)
et par suite que :
R T 30) = (1, 22).

On en déduit que h possede une infinité non dénombrable de points
périodiques qui s’accumulent en 0, et donc h est périodique. o

Comme conséquence de ce qui précede on obtient une version hy-
perbolique du Théoreme de Poincaré -Lyapounov. Rappelons que ce
théoréme dit que si un feuilletage F%, donné par une 1-forme dont le
1-jet est de rang 2, a sa feuille générique homéomorphe & un cercle, alors
il posséde une intégrale premiere de Morse (conjuguée a 2 +3). Robert
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Moussu [Mo] en a donné une preuve utilisant les techniques analogues
a celles que nous proposons ici.

Théoréme 2.2. Soit w un germe de 1-forme analytique, hyperbolique
a Uorigine de R? donné par une 1-forme w ayant pour 1-jet Axy dzs +
wadxry. On suppose que la feuille générique du feuilletage FX admet un
compagnon non trivial ; alors si X est rationnel positif, w posséde une
intégrale premiere analytique réelle. Si A est négatif alors ce dernier

est en fait rationnel et FX admet, & conjugaison analytique prés, une
xr

(s}

intégrale premiere du type —

|

Remarque. Si X est irrationnel positif et satisfait la condition de Brujno
alors le feuilletage est linéarisable et il n’y a donc pas de compagnons
d’apres la Proposition 2.1. Lorsque A est irrationnel bien approché par les
rationnels, il n’est pas clair que I’approche holonomique que nous propo-
sons ici soit valide, les points périodiques que nous construisons n’étant
peut-étre pas dans le domaine de définition des itérés du difféomorphisme
d’holonomie.

Terminons ce paragraphe par le cas elliptique.

Proposition 2.4. Soit w(x1,22) une 1-forme analytique & origine
de R2. On suppose que w est elliptique. Alors la feuille générique de FX
n’a pas de compagnon non trivial.

Preuve: Soit II: @?0 +— C% le morphisme d’éclatement de 'origine
de C? muni des cartes (z1,t) et (s, 22) liées par les relations 2o = tz;
et st = 1. L’éclaté strict, ff, de ff a deux points singuliers P; et P
que l'on peut supposer de coordonnées respectives (0,4) et (0, —i) dans
la carte (z1,t). On en déduit que FS a deux séparatrices complexes
conjuguées C7 et Cs. Quitte a faire un changement analytique de coor-
données on suppose que Cy = (t = i) et Cy = (t = —i), ot C; est I'éclaté
strict de C; par II. Le feuilletage .7:'5 est alors transverse a la fibration
de Hopf. Puisque F$ n’a pas de séparatrice réelle le feuilletage F~ est
monodromique au sens de [BeCeL]. Ce qui implique que toute feuille
de FE coupe l'axe réel x5 = 0. Considérons deux points m et m’ dis-
tincts de la courbe réelle x5 = 0, appartenant a une méme feuille com-
plexe £C. 1l existe un chemin continu 6, contenu dans £, joignant m
a m'. L’éclaté strict 6 de §, par II, est un chemin joignant II=!(m)
II-'(m') dont la projection selon la fibration de Hopf est un lacet .
Puisque ]:"E n’a que deux singularités non réelles ce lacet est homotope
a une puissance de 7, oll 7y est un lacet d’indice £1 autour de P; et
de support R?O NII71{(0,0)}. On en déduit qu’il existe un morceau de
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feuille du feuilletage réel F= joignant m & m’; et par suite les feuilles
réelles passant par m et m’ sont identiques. o

3. Cas des selle-noeuds

Rappelons qu’un feuilletage est dit de type selle-noeud s’il est donné
par une 1-forme w dont le 1-jet est du type x; drs. Soit FS un feuille-
tage de type selle-noeud. On sait d’apres Dulac [MarRal], [MarRa2)
que w est formellement conjuguée a la suivante appelée forme normale :
wpr = 22T dzy — 25(1 + A2P)dz. On dit que FC est normalisable
si w est holomorphiquement conjuguée a sa forme normale. Dans ce
cas FC possede deux séparatrices, I'une dite forte et I'autre dite cen-
trale ou faible. La présence de compagnon non trivial n’implique pas
systématiquement de résultats de type normalisation analytique comme
le montre la proposition suivante :

Proposition 3.1. Il existe un feuilletage de Riccati de type selle-
noeud F= tel que chaque feuille de F= admette un compagnon non trivial
et qui n’est pas analytiquement normalisable.

3.1. Rappels sur la classification des selle-noeuds.

Nous rappelons certains résultats de la classification des selle-noeuds
que 'on trouve dans [MarRal], [MarRa2]. Soit w un germe de 1-forme
holomorphe de type selle-noeud 4 l'origine de C? ; Dulac a montré qu’il
existe un systeme de coordonnées holomorphes dans lequel w s’écrit sous
la forme w = zf“ dzo — f(z1,22)dz1, avec f(0,22) = 22 et p € N*. On
voit, alors, que toutes les droites verticales a ’exception de la “séparatrice
forte” (21 = 0) sont transverses au feuilletage défini par w = 0. En outre
il a montré qu’il existe une transformation formelle fibrée (21, z) =
(21, (71, 22)), ¢ € Cl[[21, 22]] telle que :

wA *w, \ = 0.

En général la “normalisante” formelle P est divergente et l'on se de-
mande si, comme dans le cas hyperbolique, la présence de compagnons
implique la convergence de la normalisation. D’apres le Théoreme de
Hukuhara-Kimura-Matuda [HKM], dans la variable z1, il existe une
collection d’ouverts sectoriels (V,, V,j) kez/pz. Tecouvrant un voisinage
épointé de z; = 0, du méme type que ceux donnés par le Théoreme de la
fleur de Leau; sur chacun d’eux on dispose d’une transformation fibrée
holomorphe :

PE:VEXD = VEXD
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dont le développement asymptotique est fiJ, avec prolongement continu
le long de la variété forte, et redressant sur Vki x D le selle-noeud sur
son modele formel :

WA (D) wpn = 0.
Ce modele formel admet une intégrale premiere multiforme de type :

_ 1
H, A (21, 22) = 222] A exp —5.

pzY
Soit H 2: une détermination de H,  définie et uniforme sur Vki. En

considérant le systéme de coordonnées donné par (z1, z2) — (21, z,:f =
H 2: (21, 22)) on vérifie les assertions suivantes :

(1) Les feuilles du feuilletage S, induit par w & l'origine de C2, sont
simplement connexes sur chaque ouvert Vki x D et sont paramétrées
par C.

(2) Au dessus de l'intersection de deux secteurs consécutifs V¥ NV~
resp. N es feuilles ont un comportement de e co
p. Vi, NV,5) les feuill t port t de type col
(resp. noeud) : elles explosent (resp. convergent) lorsque 1'on s’ap-
proche de la singularité. L’application de transition ®, o (sz)*l
resp. o ") induit une transformation sectorielle
P, 0 (®)7") induit transformati torielle ®9
resp. ui est décrite, dans les coordonnées (z1, 2 ar une
(resp. ®5°) qui est décrite, dans 1 données (z1,2;) p
application (z1,¢Y) (resp. (21, 97°)), olt ¢ (resp. p3°) est un germe
de difféomorphisme de Cy (resp. une transformation affine).

Lorqu’en particulier w est le complexifié d’'une 1-forme analytique
réelle, ® commute avec o. L’action de o sur les secteurs se traduit de
I'une des fagons, exclusives, suivantes :

(1) U(Vki) = ‘/27—:59’
(2) U(Vki) = V277ik717

oul € Z/pZ et —+ désigne le signe contraire de +. Quitte a changer la
numérotation du chapelet polarisé orienté on suppose que [ = 0. Dans le
premier cas 'invariance de ]—"E par o entraine que les diagrammes :

VinV)xD —— (V,NVH)xD

@21 l(@‘ik)*l

VinV)xD —— (V,NnVH)xD
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et
Vi nVi ) xD —— (VH NV, _;)xD

‘I’Z"l l(q’i"k)’l

Ve nVE ) xD —— (VH NV, _;)xD

sont commutatifs. Via les coordonnées (z1, 2i) la commutativité des dia-
grammes ci-dessus se traduit par :

(1) (R) ™ (@) ™) = (0094 00,0 09% 00).

Dans le second cas 'invariance de ]—"E par o implique que les diagrammes
suivants sont commutatifs :

VNV )xD —2— (Vo NV _)xD

o | [

ViFnv)xD —2— (V5 _,nVH ) xD

et
(Vi NVE) xD —— (VI NV _,) xD

@?l l(@i"Hrl

Vi nVE ) xD —— (VX _ NV _,) xD.

On en déduit ici que :

(2) (R) T (@) ) = (009 100,009 5 00).

Remarque 3.1. Tl n’est pas étonnant qu’on ait des relations de type (1)
ou (2). En effet le générateur d’holonomie de la séparatrice forte, z4 = 0,
vérifie 0 o hoo = h™!. Or ceci est équivalent, d’apreés [Na], [Tré], a la
donnée d’une anti symétrie antiholomorphe sur le chapelet de spheres
associé a h.

Réciproquement on a le :

Lemme 3.1. Soit w = zf+1 dzo — f(21,22)dz1, avec f(0,22) = 22

et p € N*, une 1-forme holomorphe d Uorigine de C2. Si le chapelet de
spheéres (99, 0%°), associé a w, vérifie les relations (1) ou (2) ci-dessus,
alors w est holomorphiquement conjuguée au complezifié d’une 1-forme
analytique réelle.
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Preuve: Nous la présentons dans le cas (1) et laissons le soin au lecteur
de adapter au cas (2). Notons O la restriction de o & (VFUV . F) xD;
et posons :

(:)ki — Q):ki o 6? o (@f)_l sur Vki xD, et

Of =0f00F o (@7F)7! sur V7 F x D.

Par construction éf est une involution antiholomorphe sur (VkiUV:ki) X
D qui se prolonge continiiment sur la séparatrice forte. Puisque o laisse
invariant le feuilletage ffpy ,» on en déduit que (:),jcE préserve le feuille-
tage F$/(VEUVE) x D. Les relations (1) assurent que les involutions
antiholomorphes (éz, (:),:), ou k appartient a Z/pZ, se recollent en une
involution antiholomorphe ©, sur ({J, (VX UV E)) x D, qui se prolonge
continiment sur la séparatrice forte, et qui préserve le feuilletage FS
défini par w® & 'origine de C?. L’application © induit un germe d’involu-
tion antiholomorphe de (C?O. Et comme toute involution antiholomorphe
de (C,20 est holomorphiquement conjuguée a o, le résultat en découle. O

3.2. Preuve de la Proposition 3.1.
Considérons le chapelet (¢3, p5°), de Diff(C, 0) x Aut(C), défini par :

@8:_27
o_ . o0_ %
Y1 = P4 1+ZZ,
0 0 ?
= = R t
P2=P3=7_ . ¢
o = z, pour k € Z/5Z,

ou Diff (C, 0) est le groupe des germes de difféomorphismes holomorphes
de C et Aut(C) celui des automorphismes de C. D’apres un résultat de
Martinet-Ramis [MarRa2] ce chapelet est réalisé par un selle-noeud &
du type & = 28 dze — f(21,22) dz1, avec f(0, 22) = z2. Par construction
il vérifie les relations (1). D’apres le lemme précédent @ est a conju-
gaison analytique pres le complexifié d’'une 1-forme analytique réelle
w = 2¥dxs — f(z1,72) dzy. Puisque les automorphismes p3° sont tri-
viaux, d’apres [MarRal], [MarRa2], w admet une variété centrale dont
le générateur d’holonomie h est égal :

h(z) = 93 0 93 0 95 09 0 p5° 0] 0 P 0 P 0 P 0 PY(z) = —=.
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On en déduit que chaque feuille réelle admet un compagnon non tri-
vial. Comme les ¢! sont des homographies, w = 0 est analytiquement
conjuguée a une équation de Riccatti. En outre w n’est pas holomorphi-
quement normalisable puisque les 902 ne sont pas linéaires. O

4. Cas dégénérés

Nous nous intéressons dans ce paragraphe au cas des 1-formes a
1-jet nul. Avant d’énoncer les résultats précisons en la terminologie.
Notons C(x1,z2) le corps des fractions de C{z1,22} muni des déri-
vations (O, ,0z,). Rappelons qu’une extension Liouvillienne du corps
différentiel C(x1,z2) est une extension différentielle (K, A) telle que :

(C(,Tl,xg) C (Kl,Al) c.--C (Kn,An) = (K, A) ou :
— Le corps des constantes de (K, A) est Cet A;/K;_1 = Aj_1.

— Le corps K; = K;_1(t;) est une extension différentielle de K;_; de
I’'un des types suivants :

(1) t; est algébrique sur K;_1,
(2) pour toute dérivation 6 de A;, dt;/t; est un élément de K;_1,
(3) pour toute dérivation 6 de Aj, dt; est un élément de K;_;.

Une fonction Liouvillienne est par définition une fonction appartenant
a une extension Liouvillienne de C(z1, z2). Notons qu’une 1-forme ho-
lomorphe non dicritique [CeMa], dont la réduction des singularités se
fait en un éclatement et ne contient pas de selle-noeud, admet, d’apres
[CeMa], [P], une intégrale premiere de type Liouville si et seulement
si le groupe d’holonomie projective de son diviseur exceptionnel est
résoluble holomorphiquement normalisable. Le Théoreme 2.2 suggere
que la présence de compagnons force l'existence d’intégrales premieres
d’un certain type. Il n’en est pas toujours ainsi comme nous ’avons vu
dans le cas selle-noeud. Nous présentons ici des exemples a réduction
des singularités simples, et a “holonomie compliquée” avec présence de
compagnons.

Proposition 4.1. [l existe une 1-forme analytique réelle w a l'origine
de R2?, telle que :

(1) chaque feuille du germe feuilletage F=, induit par w a lorigine
de R2, admet un compagnon non trivial,

(2) FE n’admet pas d’intégrale premiére de type Liouville,

(3) FE se désingularise en un éclatement, sans selle-noeud dans la
résolution.
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La preuve de la proposition ci-dessus est constructive; elle utilise le
résultat suivant :

Lemme 4.1. 1l existe deux germes de difféomorphismes holomorphes a
lorigine de C, périodiques d’ordre 4, g1 et go tels que :

(1) le groupe G engendré par g1 et go est non résoluble,
(2) 7' (z) =g 0g200(2).
Preuve: Soient ¢(z) = z+ 22 +i2% et 0(z) = iz. Posons g1 = p 1 ofop,
p =0copoo et gg =1 ! ofor). Par construction g; et go sont des
difféomorphismes périodiques d’ordre 4. En outre on a :
cogytooc =00 tofoy)oo
=cgotp tooo(cofoo)ooypoo
= <p_1 ofoyp
= gl'
Le groupe G contient deux éléments tangents a l'identité a des ordres

différents. En effet on a :

2) =iz + (1 +14)2? =223 + (i — 7)z* + hoo.t.

91(2)
gi(2) = —2 — 227 — 42° + (=12 + 6i)2z* + h.o.t.
g2(2) =iz + (1 +4)2% + (4 — 20)2% + (=1 — 134)2* + h.o.t.
g5(2) = —z — 227 — 42° 4 (=12 — 6i)z* + h.o.t.
g5 0gi(z) =z — 12iz* + h.o.t.
(2)

gs0g1(2) = 2z + 4iz® + h.o.t.

L’existence dans G de deux éléments tangents a 'identité a des ordres
différents implique, d’aprés [CeMo], que G est non résoluble. O

Preuve de la Proposition 4.1: Soit II: @?0 — C% le morphisme d’écla-
tement de l'origine de C? muni cartes (z1,t) et (s, z2) libes par les re-
lations 2o = tz; et st = 1. Considérons un lacet 7 (resp. 71, ¥2)
dans le diviseur exceptionnel II"1{(0,0)} de point de base (21 = 0 ,
t = 0) et d’indice 1 autour de Py (resp. Py, P2) de coordonnées (0,—1)

(resp. (0,exp (25%), (0,exp (=2%%)) dans la carte (z1,t). Posons :

N

hi(z) = [0 (D)%, ha(2) = [g2(2")]T, ho=hi'ohy?
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ol on a considéré une détermination de z1 pour laquelle (z4)i = iz,
g1 et g2 étant les éléments de Diff (C, 0) construits dans le lemme précé-
dent. Par construction on a :

hf1:00hgoa et h51=00h000.

D’aprés une version réelle du Théoréme de syntheése de A. Lins Neto [L],

[G], [BeCell], il existe un germe 1-forme analytique réelle w, & l'origine
de R?, qui vérifie :

(1) les singularités de FC, éclaté strict du feuilletage FC par II, sont
Py, Py et Pa,

=271

(2) les séparatrices de FC sont t = —1, t = exp (3£4), t = exp (=21),
et le diviseur exceptionnel,

(3) FC a toutes ses singularités réduites,

(4) le difféomorphisme d’holonomie, évalué sur la transversale t = 0 et
associé au lacet ; C II71{(0,0)} \ {Po, P1, Pa}, est h;, i =0,1,2.

Par construction le groupe d’holonomie projective H de .7:'5 est un re-
vétement ramifié de G'; il est donc non résoluble. D’apres [BeCell], [P],
FC et par suite w n’admet pas d’intégrale premiere de type Liouville.
La droite zo = —x1, image de ¢ = —1 par II, est une séparatrice de w
qui divise tout polydisque U de R? centré en (0,0), assez petit en trois
composantes connexes : U N{ze > —z1}, UN{xs < —z1} et UN {22 =
. , o 1
—x21}. Par le choix de la détermination de 21, on a :

hi(z) = —z.

On en déduit que les feuilles de FX, passant par les points (z1,0) et
(h§(x1),0), pour z1 assez petit, qui sont contenues dans la méme feuille

complexe, se trouvent de part et d’autre de la séparatrice xr1 = —xs.;
elles ne sont donc pas identiques. Par conséquent chaque feuille de FX
admet un compagnon non trivial. O

Le feuilletage ci-dessus, ainsi construit, n’est pas monodromique;
Pobstruction est diie & la présence d’une séparatrice réelle (1 = —x2).
Son type topologique est donné par la figure suivante. Le résultat ci-
dessous montre que, dans le cas des feuilletages a configuration centrale,
c’est & dire dont les feuilles sont homéomorphes a des cercles, la présence
de compagnons non triviaux, n’implique pas non plus, systématiquement,
I’existence d’intégrale premiere de type Liouville ; il donne une indication
sur la complexité des compagnons.
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T2

)

F1GURE 3. Allure du portrait des phases

Proposition 4.2. I existe un germe de 1-forme analytique réelle w, a
configuration centrale, & lorigine de R? tel que :

(1) FE n’admet pas d’intégrale premiére de type Liouville,
(2) chaque feuille de FX admet une infinité dénombrable et dense de
compagnons non triviau.

Preuve: La construction suit la méme idée que la précédente. Considé-
rons les difféomorphismes holomorphes [1, I5 et I3 définis comme suit :

z _ _
ll(Z): 1—|——z7 ZQ(Z): m, et 13(2'):—1110121(2’).
Par construction on a :
lzolyoli(z) = —z.

D’aprés [BeCeL, Théoreme 2.3] il existe un germe de 1-forme monodro-
mique w qui possede les propriétés suivantes :
(1) Tapplication premier retour de Poincaré, représentée sur la trans-
versale ¢ = 0, est holomorphiquement conjuguée a [ =3 0ls 01,
(2) la réduction minimale des singularités de FS se fait en un éclate-
ment,
(3) le groupe d’holonomie projective H de II=1{(0,0)} \ Sing FC est
engendré par ll, lQ, lg, kl, k2 et kg, ou kl = O'OliOO' pouri = 1, 2,3
La 1-forme w est a configuration centrale car son application premier re-

tour de Poincaré est donné par [ol qui est I'identité. Le groupe H est non
résoluble puisqu’il contient I et lo qui sont tangents a l'identité a des
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ordres différents. Par conséquent F* ne posseéde pas d’intégrale premiere
de type Liouville. Soit U un voisinage ouvert, assez petit, de (0,0),
dans R?, dont le bord est une feuille. Comme ]—"E/U est a configuration
centrale et que H contient le sous groupe non résoluble et réel (l1,15) ; on
déduit, de ce qui précede et de [Na], que la feuille générique de FX admet
une infinité dénombrable et dense de compagnons non triviaux. O

5. Ensembles saturés F_(R?)
5.1. Desciption de .’F'S(Rz) pour les formes normalisées.

On décrit les ensembles saturés FS(R?) pour les singularités norma-
lisées. Rappelons qu’un ensemble est dit Pfaffien s’il est une feuille d’un
feuilletage analytique réel. On distingue les quatre cas suivants : hyper-
bolique linéaire, Poincaré-Dulac non linéarisable, selle-noeud, résonnant
non linéarisable.

5.1.1. Cas linéaire hyperbolique. Ici w = A\x1 dxs + z2dx1, ou A €
R*. Le champ dual X = /\azla%l - arga%z a pour flot ®x défini par

Ox(t,x1,72) = (21 exp (M), 29 exp (=T')). L’ensemble FS(R?) est donné
par :

FE(R?) = {(x1 exp (A(u + iv)), 22 exp (—(u + iv))) : x1, T2, u, v € R}
= {(z1 exp (A\iv), x2 exp (—iv) : 1,22, € R}.

En posant z7 exp (Aiv) = X7 + Y] et xgexp (—iv) = X3 + iYs on voit
que :

Y Y;
FE(R?) =4 (X1,Y7, X5, Ys) s arctan | — | + Aarctan | — | =0 ¢.
X1 Xo
En différentiant et en multipliant par (X7 +Y?)(X2 +Y3) on trouve que
FE(R?) est une feuille du feuilletage défini par la 1-forme analytique €2 :

O = (X3 +Y5)(X1dY1 — Y1dX1) + A(XT + V) (XpdYa — Yo dXs).

L’ensemble FC(R?) est donc Pfaffien. Il est non analytique lorsque \ est
irrationnel. En effet fixons z; et xo dans RT \ {0}. L’intersection de
FE(R?) avec le tore complexe {(z1,22) : |z1] = @1, |22| = @2} est la
droite de pente irrationnelle {(x1 exp (Aiv), (x1 exp (—iv) : v € R}. On
en déduit que FS(R?) est dense dans R*. Lorsque \ est rationnel, A = %,
avec ¢ € N* et p € Z*, FC(R?) est une hypersurface algébrique donnée
par Im(25z{) = 0.
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5.1.2. Cas Poincaré-Dulac non linéarisable. Le feuilletage est défi-
ni ici par la 1-forme w = (24 +x1)p dws — x2 dx1, ot p € N*, dont la com-
plexifiée admet pour intégrale premiere j—% —plog zo. L’ensemble F5(R?)
est décrit par :

FE(R?) = {(21,22) :Im (%) —pargze = pkm, k € Z} .
%2

En différentiant on voit que FS(R?) est une feuille du feuilletage défini
& origine de R* par la 1-forme méromorphe :

21
Q=dIm | -
w (5

) _ Zadys —yodxo
2

T35+ Y3

On en déduit que FS(R?) est Pfaffien non analytique. Lorsqu’en parti-
culier p=1,0n a:

0O—=d ZT2Y1 — T1Y2 T2 dys — Y2 dxa
- 2 2 - 2 2 :
T3+ Y3 Ty + Y3

5.1.3. Cas des selle-noeuds normalisés. Dans ce cas le feuilletage

est défini par la 1-forme w, , = 227" day — 2o(1 + pah) day, ot p € R.

Son complexifié, wg u =2 " dzy — 29(1 4 p2?) dz;, admet une intégrale

premiere de type Liouville de la forme logzo + p—ifr — plogzy. L'en-
1

semble FS (R?) s’écrit alors :
P

1
FE(R?) = {(zl,zz) € C?/argz; +Im (F) — pargz
1

=kim + koum : ki, ke € Z}

On en déduit que ]—'fp M(RQ) est une feuille du germe de feuilletage ana-
lytique réel & l'origine de R* défini par :

Q:

i) dyQ —y2 dIQ 1 ((Il —Zyl)p> _ X dyl _yl dIl

+ —dIm
x5+ 3 p (2% +y3)P 3+ 7

Ainsi ffp . (R?) est un ensemble Pfaffien non analytique.
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5.1.4. Cas résonnant non linéarisable normalisé. Ici le feuilletage
est donné par la 1-forme we 5, = q[1 + p(ziah) )z dzg + p[1 + (1 —
2k,

1) (2 2h)kxadzy : p € R. Son complexifé, w%)kw possede lintégrale
premiere de type Liouville plog 21 — uplogz1 — uqlogzs + mflgqv Le
172

saturé du plan réel, 75, (R?), se décrit comme suit :
) 1
(21,22) : p(1 — p) arg z; — quarg zo + Im W
=p(1 — p)kim — pgkam : k1, ko € Z} .

Comme dans le cas précédent, en différentiant, on montre que ffp . (R?)
rl K

est une feuille du feuilletage défini par :

1
dl — 1-—
i (pp) #2000

i) dyg — y2 dCCQ
23+ y3

On en déduit que F5, . (R?) est Pfaffien non analytique.
q

Ry

X dyl — yl dIl

Q= —ug
x3 +y7

Remarque 5.1. On voit que W kp est le pull-back de la forme normale
formelle d’un selle-noeud par Papplication (z1,2z2) — (2izd, 27).. En
utilisant le fait que pour cette derniere, le saturé de R? par le feuilletage
complexifié associé, est Pfaffien non analytique on montre ainsi, d’une
autre fagon, que ]—'fﬁ . H(RQ) est Pfaffien non analytique.

Bk,

5.2. Ensembles FC(R?) et normalisation.

Le résultat ci-dessous généralise le Théoreme 1.2 donné dans I'Intro-
duction. On note que les hypotheses sont plus faibles.

Théoréme 5.1. Soit FX un germe de feuilletage analytique a l’origine
de R?, défini par une 1-forme analytique w. Si le 1-jet de w est égal
@ qrydry + pradry, ou p € Z* et ¢ € N*, et si FS(R?) est une hy-
persurface analytique, F~ posséde une intégrale premiére analytique si
p est positif, et a conjugaison analytique prés une intégrale premiere du
type 2 xd sinon.

Preuve: Soit (f = 0) une équation réduite de I'hypersurface FS(R?).
Supposons dans un premier temps que p est positif. Si w n’était pas
analytiquement linéarisable, il existerait d’aprés [MarRa2], un difféo-
morphisme formel ®, un entier non nul k et un réel W tels que :

5 N
O*'w =Uwe i,
q
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ott U est une unité formelle. Le difféomorphisme formel & conjugue
le saturé FS(R?) & celui de la forme normale FS, (R?); qui est de
rE K

ce fait contenu dans I’hypersurface formelle définie par (f o b = 0).
D’apres le paragrphe 5.1.4 I’ensemble ffg i (R?) est une feuille d'un

feuilletage analytique F de Rf"o. L’hypersurface formelle (f o b = 0)

est donc une séparatrice de F. Quitte a complexifier F et f o d un

argument de convergence de série formelle [CeMa, Théoreme 1.1] as-

sure que f o d est nécessairement convergente. Comme on l'a vu 'en-

semble ]—'fg X H(RQ) est une hypersurface Pfaffienne non analytique. Si
2k,

p est négatif et w ne possede pas d’intégrale premiere du type 27z, alors
il existe un difféomorphisme holomorphe ® tel que :

*w = U((ah + z1)pdza — 22 d21),

ot U est une unité holomorphe. En substituant ® & ® et (xb+x1)pdag—
Todry & Wz, ON voit que ce cas ne se présente pas. O

Remarque 5.2. En adaptant la preuve du théoreme précédent, on montre
que si w est un selle-noeud, alors FC(R?) n’est pas une hypersurface
analytique.

L’énoncé qui suit donne une interprétation géométrique de la conver-
gence des normalisantes.

Théoréme 5.2. Soit F& un germe de feuilletage analytique a [’ori-
gine de R2, défini par une 1-forme analytique de type hyperbolique ou
selle-noeud w. Si FS(R?) est Pfaffien, alors w est soit linéarisable soit
analytiquement conjuguée a sa forme normale formelle.

Preuve: On peut supposer que F(R?) n’est pas une hypersurface. Con-
sidé-rons un systéme de coordonnées analytiques réelles (x1,z2) tel que
xo = 0 soit I’équation réduite d’une séparatrice (forte dans le cas selle-
noeud). Soient £ un réel strictement positif et assez petit, X, la trans-
versale & FS définie par (21 = ¢), et h le difféomorphisme d’holonomie
de la séparatrice z; = 0 évalué sur X.. D’apres [MaMo], [MarRal],
[MarRa2], il suffit de montrer que h est ou bien linéarisable ou bien
holomorphiquement conjugué a sa forme normale formelle.

Puisque FC(R?) est Pfaffien il existe un feuilletage analytique réel G
tel que FS(R?) en soit une feuille analytique. Ce dernier fait implique
que les feuilles de G contiennent celles de }"E. En restreignant G a
Ye, on obtient un germe de feuilletage analytique réel F., au point
de coordonnées (g,0), invariant par h. Soit w, une 1-forme analytique
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réelle définissant F.. Le difféomorphisme h s’écrit sous la forme h(zz) =
exp (2imA)z2 +h.o.t., ot A est un réel. Lorsque A est irrationnel le lemme
suivant assure que h est linéarisable. Si A est rationnel et h est périodique
un résultat classique [MaMo] implique que h est holomorphiquement
linéarisable. Dans le cas ou A est rationnel et h n’est pas périodique,
quitte a itérer h, on suppose qu’il est tangent a l'identité. D’apres le
Théoreme de normalisation des difféomorphismes de C tangents a
l'identité et laissant invariant un feuilletage (voir Appendice), h est ho-
lomorphiquement conjugué a sa forme normale formelle. O

Lemme 5.1. Soit h(z2) = exp (2im\)z2 + h.o.t., ot X\ est irrationnel.
On suppose qu’il existe un feuilletage analytique réel F qui est invariant
par h. Alors h est holomorphiquement linéarisable.

Nous allons donner une preuve de ce lemme qui nous a été suggérée
par A. Lins Neto. Elle utilise le théoreme des valeurs intermédiaires. Elle
consiste a montrer que h admet un domaine invariant, ce qui implique
d’apres un résultat classique que h est linéarisable.

Preuve: Soient w = a dzxs + bdys une 1-forme a singularité isolée défini-
ssant F et w' = bdwy —a dry. Considérons un difféomorphisme formel ¢
qui conjugue h a sa partie linéaire :

T + 1Yo = @(To + i92) = P(Z2,§2) +1iQ(Z2, U2),

ou P et @ sont des séries formelles qui vérifient les conditions de Cauchy
Riemann. Remarquons que puisque h est holomorphe, pour tout couple
non nul de réels (a, 3), le feuilletage F*# défini par aw + fw est inva-
riant par h; c’est une conséquence des conditions de Cauchy-Riemann.
On a en effet les relations :

0
+bo¢7 Q) dy2

. . OP L 0Q . OP
Ppw=aop—+bo dro + (aop —
0% o

0%z 072

= Gy diby + by dijs

gﬁ*wL: <bo¢ap —ao@?—i) dre + (bo@ap —ao@ayQQ> dys

0o 072

= by dis — a1 do.
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En pOS&Ht Zl = jg&l + yQZ;l et ig = —{fgi)l + g2&1 on obtient :
0@ = (B iy + o dii) + =g (2 iy — B2 dfo)
5 + Y3 5 + Y3
L L Lo
P'wT = ——5——5 (T2 di2 + Y2 dfa) + 55 (Y2 dT2 — T2 di2).

Ty + 43 25 + Y5

Si Iy (resp. [1) est identiquement nulle le feuilletage F (resp. F%1) ad-
met une intégrale premiere de type Morse formelle. On en déduit qu’il
admet une intégrale premiere de Morse convergente; et par suite h ad-
met un domaine invariant. Dans la suite on suppose que ni [y ni Iy nest
identiquement nulle. L’invariance de ¢*F par 23 —— exp (2imA)22 im-
plique que %—;(fig, J2) = ] (23 +93), on [ appartient au corps des fractions
de R][z]]. En remplacant, si nécessaire, F par le feuilletage orthogo-
nal F%!, on suppose que [ est une série formelle. Quitte a considérer
de nouveau le feuilletage F1!(®) on se ramene au cas ot i(O) = 0. On
en déduit que le 1-jet de w s’écrit a isomorphisme linéaire pres sous la
forme yo dre — 2 dys et celui de w sous la forme xo dzs + y2 dyz. En
particulier w est linéarisable. Si w est & configuration centrale, alors
h admet un domaine invariant. Dans le cas contraire considérons un voi-
sinage U de (0, 0) assez petit et un point P de coordonnées (x2,0) proche
et distinct de (0, 0). Puisque les feuilletages F! sont monodromiques, la
feuille de ce feuilletage qui passe par P recoupe ’axe des z2 une premiere
fois en un point P, de coordonnées (h(«, z2),0), h(«a, z2) dépendant ana-
Iytiquement de . Suivant que « tend vers 4+o00 ou —oo la feuille F!
passant par P est attirée ou expulsée de U. On en déduit qu’il existe deux
réels ag et oy tels que les points (h(ag, 22),0) et (h(aq, 22),0) se trouvent
de part et d’autre de P. Le théoreme des valeurs intermédiaires assure
qu’il existe un orbite périodique pour F2*>!; et donc un domaine inva-
riant pour h. On aurait pu évoquer le Théoréme de Poincaré-Andronov-
Hoph [HK] pour nous assurer d’une valeur de « pour laquelle il existe
une orbite périodique. O

La preuve du théoreme précédent donne en fait 1’énoncé suivant :

Corollaire 5.1. Soit w une 1-forme holomorphe réduite a ['origine
de C2. Si les feuilles de FC sont contenues dans celles d’un feuilletage
analytique réel ¢ Uorigine de R* ~ C2, alors w est holomorphiquement
normalisable.
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Preuve: 1l suffit de remarquer que le générateur d’holonomie, d’'une sé-
paratrice forte de FC, laisse invariant un feuilletage analytique réel &
l'origine de R? et procéder comme dans la preuve du Théoréme 5.2.

Proposition 5.1. Soit FX un germe de feuilletage analytique a l’ori-
gine de R2, défini par une 1-forme analytique de type elliptique w. Si
FE(R?) est Pfaffien, alors w est soit linéarisable soit analytiquement
normalisable.

Preuve: Soit IT: C%) —— C?% le morphisme d’éclatement de l'origine
de C? muni des cartes (21,t) et (s, 22). Considérons le lacet v d’indice 1
autour de la singularité P, de coordonnées (z,0) dans la carte (s, z2), et
de support R?o NII71{(0,0)}. Notons h le difféomorphisme d’holonomie,
évalué sur la transversale Y : s = 1, associé a . Dans la coordonnée 2z,
h s’écrit sous la forme h(z3) = azz+h.o.t., ol @ appartient & | —oo, 0[. Si
« est en plus différent de —1 un calcul élémentaire montre que le rapport
des valeurs propres du 1-jet de w® est non réel. On conclut alors, par
Poincaré, que w est analytiquement linéarisable. Si &« = —1 l'application
premier retour de Poincaré s’écrit h?(z3) = 23 + h.o.t.; sil est I'identité
on est en présence d’'un centre analytique non dégénéré. Le Théoreme de
Poincaré-Lyapounov assure alors, que w est analytiquement linéarisable.
Dans le cas contraire h? est tangent & l'identité. Puisque FC(R?) est
Pfaffien la restriction a ¥ de son éclaté strict par IT définit un feuille-
tage invariant par h2. D’apres ce qui précede h? est holomorphiquement
normalisable. On en déduit, par suite, que le générateur d’holonomie de
chacune des séparatrices de FC est holomorphiquement normalisable.
Donc w est analytiquement normalisable. o

6. Appendice : Théoréme de normalisation pour les
difféomorphismes holomorphes par J. Ribén

Soit Diff; (C, 0) le groupe formé par I'identité de C et des éléments de
Diff (C, 0) qui lui sont tangents. Considérons un élément ¢ de Diff(C, 0)\
{Id}. 11 s’écrit sous la forme ¢(z) = 2 + >, ajz’, ol v appartient
a Net ay,4+1 # 0. On définit :

Dy(p)=drest: v — g
|41

pour s € {—1,1} et D(¢) = D_1(¢) U D1(¢). Une demi-droite ART est
préservée par z+a, 12”1 pour A appartenant & D (). Plus précisément
limy 00 (2 + a,ﬂrlz”*‘l)ffk+ = 0 si A appartient & D4(). Le difféomor-

phisme ¢ est une petite déformation de z + a,12**!. Etant donné un
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voisinage ouvert U de 0, on définit :
Vo(\) = {z cU\{0}:¢/5(2) €U,V j € Zso

et lim (w, é;) (2) = (0,/\)}

pour A\ appartenant a Dg(p). Les ouverts Viy(A\) sont des pétales qui
donnent la structure locale de ¢ en fleur. On supposera toujours que
U est suffisamment petit. On a pour tout € > 0 :

— Uxen(e) Vo (A) U {0} est un voisinage de 0.

— Vu(A) contient un secteur (0,0(e))Aexp (i(57% 752))-

Vo (A) NV (Aexp (Z)) contient un secteur (0, d(e))Aexp (ie, Ijjr’s).

Vo (M) NV () # 0 si et seulement si p € {Aexp(=Z), A, Nexp(‘Z)}.

v
Soit X le générateur infinitésimal de ¢, il est un champ de vecteurs
formel, c’est’a dire une dérivation de I'idéal maximal m de C[[z]] tel que
¢ = exp (X). Notons X = log ¢. Soit 8 Popérateur défini sur 1 par :

g—g9geocp—g.

On a X(g) = Z;o M pour g € m; la série étant convergente
pour la topologie de Krull. Etant donné un pétale V7 () de ¢ il existe un
unique champ de vecteurs holomorphe X, x € H(V7(A)), qui ne dépend

pas de U, tel que pour tout € >0 on a:
- @ =€xp (X%)\)v

— log ¢ est, dans les secteurs (0, d(e)) X exp (i(
pement v-Gevrey de X, ».

— T s
v+e? vte

)), un dévelop-

En conséquence ¢! = exp (tlogy) est un développement v-Gevrey de
exp (tX,,\) dans les secteurs (0,46(¢))Aexp (5%, ;5%) pour tout € > 0
et t € C.

Théoreme 6.1. Soit ¢ € Diff1(C,0) \ {Id}. On suppose qu’il existe
un germe de feuilletage analytique réel F=, défini par une 1-forme a
singularité isolée, tel que p*F = F. Alors ¢ est holomorphiquement
normalisable.
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On remarque que ¢ est holomorphiquement normalisable si son géné-
rateur infinitésimal formel logy est un champ de vecteurs holomorphe
au voisinage de 0. Le lemme suivant est classique :

Lemme 6.1. Soit ¢ un élément de Diff1(C,0) \ {Id}. On a :

t k
P (x1,20) = [ 21 + g A xle, To + g A (t)x] 3:2)
Jt+k>v+1 Jt+k>v+1

pourt € R ot Al‘k(t) eER[t] pour j+k>v+1etle{1,2}.

Lemme 6.2. Soit ¢ un élément de lefl( 0) \ {Id} qui préserve le
feuilletage analytique réel F,,. Alors (¢*)*w Aw = 0 pour tout t € R.
En particulier on a Lyogppyw A w = 0, ot R(x) et I(x) désignent
respectivement les parties réelle et imaginaire du champ de vecteurs

* = (R(x) —13(x))/2.

Preuve: La 2-forme (¢!)*w A w est de la forme :

Z Bj,k(t)x{xg dx1 N dxo

Jj+k=>0
ol B; i (t) appartient & R[t] pour j+k > 0. Le difféomorphisme ¢ préserve
w = 0; on en déduit que (¢')*w Aw = 0 pour tout ¢t € Z. Chaque
polynéme B, s’annule sur Z, on obtient (¢')*w Aw = 0 pour tout

t € R. La définition de la dérivée de Lie Lyyog )@ = limyeg, o e
implique que Ly(jog o) A w = 0. O
Remarque 6.1. En général on a Lg(iog S(,)w Aw # 0. Soit ¢ = exp (22 gz)
Le flot complexe ¢'(z) = =% satisfait (=1)op! = =L+t pour tout t € C.

Le feuilletage F d’intégrale premiere meromorphe

-1 -1\1? —x1 3
Re | — )+ [Im{ — = 3 3t 3. a2
z z xf + oy (2] +a3)

est tel que (p!")*wAw = 0 pour t € R, mais (p')*wAw # 0 pour t € C\R.

Lemme 6.3. Soit ¢ un élément de Diff1(C,0) \ {Id} qui préserve le
feuilletage analytique réel Fr. Alors on a exp (tX, ) 'w Aw = 0 pour
tout t € R et A € D(p).

Preuve: Fixons un réel t de R et A dans D;(p). Le caractére Gevrey
de exp (tX,, ») implique que (¢')*w est le développement asymptotique
de exp (t X, 1) “w dans les secteurs (0, d()) A exp (5%, ;7<) pour tout £ >
0. En particulier exp (tX%,\)*w A w est plate, pour tout € > 0, dans les
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secteurs (0,d(g))Aexp (X, ) ; c’est une conséquence du Lemme 6.2.

v+e? vte
Posons w = a(x1,r2)dzy + b(z1,22) drg et |w|(z1,22) = a(z1,22)* +
b(z1,72)%. Notons que 'ensemble (Jw| = 0) est contenu dans {(0,0)}.

Il existe alors 3 € R tel que |w|(x1,22) > Colz1,22|? au voisinage
de 0 pour un certain Cy > 0. Le minimum des choix possibles de [ est
un exposant de Lojasiewicz. L’ordre de ¢(z) — 2z est plus grand que 1;
on en déduit que (¢')*w est de la forme hyw pour une certaine hy €
R[[z1, x2]] telle que h¢(0,0) = 1. Par conséquent, étant donné & > 0 on
a |exp (tX,\) w|(21,22) > Colz1,22]°/2 pour (z1,22) assez proche de
(0,0) dans le secteur (0,d(¢))Nexp (X, ). La discussion précédente

: : v+e? vte
implique que :
li 5 i o (exp(tXy 2) wAw)l|

(3)
dxg Oxq

B, yedexp (250, 2) (a1,m2)— (0,00 Tl el mal (€1, %2) =0,

pour tout & > 0. Soit a(x71,x2) angle entre 'espace tangent & w et 1'es-
pace tangent a exp (tX, ) w au point (z1,z2). Le difféomorphisme ¢
préserve les feuilletages définis par w et exp (tX, x) w. Comme ¢ est
conforme on obtient a0 ¢ = a. L’équation (3) est équivalente & la sui-
vante :

lim axy,x2) = 0.
(w1,m2) €A exp (555,52 ), (1,22)—(0,0)

On en déduit que lim;_,o avop?® = 0 et donc exp (tX, ) ) 'wAw =0. O

Lemme 6.4. Soit ¢ un élément de Diff1(C,0) \ {Id} qui préserve le
feuilletage FX. On fize X\ € D(p). Alors il existe un voisinage U de 0
tel que les feuilletages associés aux champs de wvecteurs R(X, ) et
R(X y) coincident dans Vir(X) N Vi (Aexp (im/v)).

@, exp (im/v

Preuve: Soit Y = b(xl,xg)a%l - a(xl,xg)a%z un champ de vecteurs, a
singularité isolé, induisant le feuilletage F~. On définit Yy comme étant
exp (40) Yy pour tout § € R. Plus précisemment on a :

Yy = (a(z1,x2)sind + b(z1, z2) cos 9)%

+ (—a(z1,xz2) cos @ + b(x1, x2) sin 9)%
2

Soit F? le feuilletage induit par Yp. Le difféomorphisme ¢ est conforme
et laisse invariant X ; on en déduit que p*F? = F? pour tout § € R.
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Notons X' = Aexp(in/v). Fixons un voisinage ouvert W de 0. On
considere un autre voisinage ouvert U de 0, contenu dans W, tel que
exp (tX, ) (@1, z2) est bien défini et appartient & W pour tout p €
{\, N}, tout ¢ € R et tout (z1,22) € Vu(A) NVy(X). On fixe (z1,x2) €
Vo (A) NV (X). Soit £, la trajectoire de R(X, ) qui passe par (z1,x2)
pour p € {\, X'}. Il suffit de prouver que Ly = Ly . Il existe 8(p) € [0, 7)
tel que Yp(,) est tangent a R(X, ) au point (w1, z2) pour u € {\,\'}.
L’application exp(tX, ) preserve les feuilletages donnés par R(X,, ,,) et
Yy(u) pour € {\, X'} et t € R d’apres le Lemme 6.3. Cela implique que
L,, est tangent a Yy, a tout point de £,,. En particulier on obtient que
L,, est une feuille de Yy(,y pour tout € {\, \'}. Il suffit de montrer que
O(N) =6(N).

On suppose que #(\) # O()). L’ensemble £ U {0} est une courbe
fermée et simple, elle définit deux régions. Les champs Yy(y) et Yy (1) sont
transverses en dehors de l'origine. On en déduit que le champ Yy
pointe toujours soit vers U'intérieur, soit vers 'extérieur a L£y. Ceci im-
plique que §Lg(x) N Lgny = 1. Ce qui contredit le fait que 0l (z1,2)
appartient a Lg(x) N Loy pour tout j € Z. O

Preuve du Théoréme 5.1: On fixe un ouvert U contenant 0. Soit 1) une
fonction holomorphe telle que X, (1x) = 1 dans Vi7(A) pour X € D(yp).
Les applications :

. _ 1
d))\ = €xXp (2Z7TZ) o Py exp (i /v) © 1/))\ Yo % IOg(Z)

pour A € D(p), donnent la collection d’applications de recollement des
chapelets de spheres de Martinet-Ramis. L’application ¢, est un germe
de difféomorphisme analytique complexe soit en 0 € C si A € D_1(yp),
soit en oo € P! si A € Di(p). Les trajectoires de R(X,, ») sont de la
forme Im g(1x) = 0, en conséquence |y |(z) est une fonction de |z| pour
tout A € D(¢). On en déduit que ¢, est une application linéaire pour
tout A € D(y). Tous les recollements étant linéaires le difféomorphisme
@ est analytiquement normalisable. O
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