PACIFIC JOURNAL OF MATHEMATICS
Vol. 57, No. 1, 1975

SUR LES CONVEXES UBIQUITAIRES

G. CoQueT ET J. C. DUPIN

In this paper we develop and generalize some previously
announced results concerning ubiquitous convex sets. We
show two conditions which are sufficient to assert that a
convex set which is ubiquitous-elementary or ubiquitous-basic
is also linearly bounded. In showing the essential part played
by the ubiquitous convex sets of countable infinite dimension
we establish that in an infinite-dimensional real vector space
every ubiquitous convex set contains a linearly bounded ubi-
quitous convex set of a specific type.

I. Introduction. Les convexes ubiquitaires ont été introduits
et étudiés par Klee dans [5] et [6] et leur intérét a été mis en
évidence dans de nombreux articles du méme auteur; 1’existence dans
tout espace vectoriel réel de dimension infinie, d’un convexe ubiquitaire
linéairement borné a été remarquée et utilisée par Klee dans [6].

Dans [1] et [3], nous avons caractérisé les convexes ubiquitaires
en tant que sur-ensembles de convexes ubiquitaires particuliers: les
“converes ubiquitaires-élémentaires” et les “comvexes ubiquitaires-
basiques”.

Dans [4], nous avons énoncé deux critéres permettant d’affirmer
qu’un convexe ubiquitaire-élémentaire ou un convexe ubiquitaire-basique
est linéairement borné et avons énoncé le résultat suivant: tout con-
vexe ubiquitaire est sur-ensemble d’un convexe ubiquitaire linéairement
borné.

Dans cet article, nous démontrons les critéres précédents (Théoreé-
mes 3.1 et 3.2) et généralisons le résultat dont il est question précédem-
ment 4 partir du théoréme suivant (Théoréme 5.1): Dans un espace
vectoriel réel de dimension infinie, tout convexe ubiquitaire contenant
P’origine est sur-ensemble de l’enveloppe convexe d’une réunion de
convexes qui sont tous de dimension infinie dénombrable et ubiquitaires
dans les sous-espaces vectoriels qu’ils engendrent, la somme de ces
sous-espaces vectoriels étant directe et égale a 1’espace tout entier.
De ce théoréme, nous déduisons, en outre, un nouveau théoréme de
caractérisation des convexes ubiquitaires (Théoréme 5.2) plus général
que celui énoncé dans [4] et qui établit le lien étroit existant entre
les convexes ubiquitaires et les convexes ubiquitaires linéairement
bornés de dimension infinie dénombrable.

II. Rappels. Dans toute la suite les espaces vectoriels sont réels
et les relations d’ordre sont notées <.
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On désigne par N l’ensemble des entiers = 0, par N* ’ensemble
des entiers > 0 et par R* ’ensemble des réels > 0.

A étant une partie d’un espace vectoriel E, nous notons S[A] le
plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A (si S[A] est de
dimension finie, A est dite de dimension finie); nous notons C[A]
(resp.: CS[A]) ’enveloppe convexe (resp.: ’enveloppe convexe symétri-
que) de A4; nous notons lin A I’ensemble 4 U lina A, lina A désignant
P’ensemble des points « de E qui sont linéairement accessibles de A
(x est dit linéairement accessible de A s’il existe a € 4, a # z, tel que
[a, x[ < A); A est dite ubiquitaire (resp.: proprement ubiquitaire) si
lin A = E (resp.:lin A = E et A = E); A est dite linéairement bornée
si son intersection avec toute droite est bornée (cette droite étant
munie de la topologie naturelle), si A est convexe, alors A est
linéairement bornée si et seulement si elle ne contient aucune demi-
droite.

Nous allons maintenant nous borner a rappeler les définitions et
les résultats obtenus dans [1], [2] et [3] qui seront utiles pour la suite.

2.1. Notion de famille de décomposition.

2.1.1. DEFINITION (voir [1], paragraphe 3.1 ou [2], p. 899).

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie et <& = (¢,);.;
une base bien ordonnée de E (on suppose donc que I est bien
ordonné).

Soit (f;);jc; une famille de vecteurs (resp.: une base) de E avec
fi= e @5, Soit r = (r);.; un élément fixé de (R*)’.

Posons, pour tout 7€,

P(r) = {ilicd, Slaisl = 7,

Q.(r) = {'vg-,ilj € P(r), v;,, = ;"U—} )

Si, pour tout 7€ I, Q(r) n’est pas borné dans R, on dit que (f;);cs
est une r-famille (resp.: r-base) de décomposition de E associée a 7.
Si, pour tout ¢z€ I, @Q,(r) n’est ni majoré ni minoré dans R, on dit
que (fj)ic; est une r-famille (resp.: r-base) de décomposition forte de
E associée a <£. Si, pour tout re(R¥), (f;)i.s est une r-famille
(resp.: r-base) de décomposition de E associée 4 <Z, on dit que (f,);cs
est une famille (resp.:base) de décomposition de E associée i <7
Si, pour tout »e(R¥)’, (f,);jc; est une r-famille (resp.: r-base) de
décomposition forte de E associée a <&, on dit que (f;);., est une
famille (resp.: base) de décomposition forte de E associée a 7.
Remarquons que si (f;);., est une r-famille de décomposition forte
ou non associée a <7, alors I est sans plus grand élément.
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2.1.2. THEOREME 2.1 (voir [1], Théoréme 3.1 et 3.1. bis ou [2],
p- 900). Soient E un espace vectoriel de dimension infinie, (e;),.; une
base bien ordonmée de E, r un élément quelconque de (R%) et (fj)jes
une r-famille de décomposition (resp.: décomposition forte) de E
associée @ (¢;);c;. On a alors:

CSIY e] + CSIU (7] = B
(resp.: CS[Y fed] + CIU (7)) = E) .

2.1.3. PREMIER EXEMPLE (voir [1], paragraphe 3.3.1—ou [2], p.
900).

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable,
(¢.)ncn+ une base de E(IN* est muni de ’ordre naturel).

Soit (m(n)),.y- une suite strictement croissante d’entiers avec
m(1) > 0. Posons, pour tout n e N¥,

fn = an,lel + an,zez + e + an,m(n)em(n) ’
les a,, vérifiant les propriétés P,(n), P,(n), P,(n) suivantes:

P(n):|a,;|=n pour 1 =<7 =m(mn —1).

P,(n): 1l existe ¢ avec m(n — 1) < © < m(n) tel que @, # 0.

Py(n): | @i ]
[ Cyis| + [ Cpisa] + oo+ [ Qi |

=>npour 1 <t =Zmn —1).

On peut vérifier que (f,).cn- est une famille libre de décomposition
de E associée a (e,),cns
Si de plus, les a,, vérifient les propriétés P,(n) suivantes:

P(n): a,, est du signe de (—1)"* pour 1 =7 < m(n — 1),

(f u)nen« est alors une famille libre de décomposition forte de E associée
A (6n)nenee

2.1.4. SECOND EXEMPLE (voir [1], paragraphes 3.3.2 et 5.1.2).

Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable,
(e)ncn« une base de F. Soit @’ I’ensemble des applications @ de N*
dans R* telles que:

T S ek

Soit @ ¢ @’. Posons, pour tout n e N*,
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n

fo=2(=1)""p(n + 1 — ple, .

P=1

(f4)nen €st une base de décomposition forte de E associée @ (e,).cne-

2.1.5. Le théoréme suivant donne un résultat dans le cas ou I
est un ensemble produit et permet ainsi de construire des familles
de décomposition dans tout espace vectoriel de dimension infinie.

THEOREME 2.2 (voir [1], Théoréme 8.2—ou [2], p. 901). Soient S
et T deux ensembles bien ordomnés, S étant mon vide et T étant
wnfini; soit I =S X T supposé bien ordonné par U’ordre lexicographi-
que. Soit E un espace vectoriel somme directe @,.s E, ou, pour tout
se S, E, est un espace vectoriel ayant pour base (¢i);.,. Considérons,
pour tout s€ S, un élément donné r° = (ri),c, de (R¥)" et désignons
par r = (r);e; Vélément de (R¥)" tel que, pour tout ©+ = (s, t)el, on
ait r, = ri.

Si, pour tout se€ S, la famille (f3)..y de vecteurs de 7, est une
r*-famille (resp.: r’-base) de décomposition (forte) de K, associée a
la base (€))ier, alors la famille (F3)ewesxe €St une r-famille (resp.:
r-base) de décomposition (forte) de E associée d la base (€}), e

2.2. Notion de convexe ubiquitaire-élémentaire et de convexe
ubiquitaire-basique.

2.2.1. BASE TRIANGULAIRE (voir [1], Définition 5.1—ou [3], p.
1168). Soient E un espace vectoriel, (e;);c; et (f.);.; deux bases bien
ordonnées de E. On dit que (f,);c; est une base triangulaire de E
relativement 4 la base (e;);.; si, pour tout jel, f; = 3. a; .6, avec

a;; = 0 pour tout 7 > j
a; i * 0.

2.2.2. DEFINITIONS (voir [1], Définitions 5.2 et 5.3—ou [3], p. 1167).
Soient E un espace vectoriel de dimension infinie, (¢,),.; une base bien
ordonnée de E (sans plus grand élément), (f;);c; une famille de dé-
composition forte de E associée a (¢,);.; telle que, pour tout jeJ avec
fi# 0, la derniére composante non nulle de f; dans la base (¢,);.;
soit < 0. Posons:

ri=dMUi-ehu U]

Soit (¢,);e; une famille de points de I", tous distincts de 0 tels que,
pour tout ¢ eI, la derniére composante non nulle de ¢; dans la base
(e;):e; ait un indice > 4.
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Posons
=0T U+ teltelo, 1.

Tout convexe du type I', est appelé convexe élémentaire et tout con-
vexe du type I', est appelé convexe ubiquitaire-élémentaire.

Si, en outre, (f;);c; est une base triangulaire de E relativement
a la base (e;);.; (on suppose J = I), I", est appelé convewe basique et
I, est appelé convexe ubiquitaire-basique.

Les définitions qui précédent sont justifiées par le théoréme suivant:

THEOREME 2.8 (voir [1], Théoréme 5.1 -ou [3], p. 1167). Tout
convexe ubiquitaire-élémentaire (done tout convexe ubiquitaire-basique)
est proprement ubiquitaire.

2.2.3. Rappelons aussi quelques résultats qui seront utiles dans
les démonstrations de cet article.

LemMME 2.1 (voir [1], Lemme 5.1—ou [3], p. 1168). Soit, dans
un espace vectoriel E, un convexe ubiquitaire C contenant l’origine.
Si ye E, il existe x e C tel que, pour tout t€]0, 1], ¥ + tx e C.

LEMME 2.2 (voir [1], Lemme 5.5). Soient, dans un espace vec-
toriel E, n convexes 4, 4,, ---, A, tels que C[Ui-, 4] = E, et A}, A},
.-+, A, des translatés respectifs de A4,, 4,, - --, A, dans des translations
t, t, +++, t,. Alors, on a C[J7-,Ai] = E.

THEOREME 2.4 (voir [1], Lemme 5.4 et Théoréme 5.2). Soit, dans
un espace vectoriel E de dimension infinie dénombrable, un convexe
ubiquitatre U contenant lorigine. Alors U contient un convexe
ubiquitaire-basique qui est associé d une base de E indexée par N*
munt de son bon ordre maturel.

2.3. Notion de cone d’infinitude.

2.3.1. DEFINITION (voir [1], Définition 1.1). Soit, dans un espace
vectoriel E, une partie A; le cone d'infinitude de A, noté .7 [A],
est le cone pointé de sommet 0 qui est réunion des demi-droites issues
de 0 dont une translatée au moins est contenue dans A.

2.3.2. Rappelons quelques propriétés indispensables dans la suite.

PROPOSITION 2.1 (voir [1], Proposition 1.7). Une partie A convexe
d'un espace vectoriel E est linéairement bornée si et seulement si
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I [A] = {0}

THEOREME 2.5 (voir [1], Corollaire 2.3). Soient, dans un espace
vectoriel E, deux convexes A et B linéairement bornés dont ’un est
de dimension finie. Alors A+ B et C[A U B] sont linéairement
bornés.

REMARQUE. Notons que dans le théoréme précédent la condition
de dimension finie est essentielle ainsi que le montre le procédé de
construction de convexes A et B linéairement bornés et tels que 4 +
B et C[A U B] soient non linéairement bornés (voir [1], page 17).

LEMME 2.3 (voir [1], Lemme 2.5). Sotent, dans un espace vectoriel
E, n parties A, A, -+, A, et n points x,, &, ++-, x,. Posons, pour
1=i<n A=A, — {z}. Alors, on a:

el a]]=7{dga]].

THEORRME 2.6 (voir [1], Théoréme 2.3). Soient, dans un espace
vectoriel E, une somme directe F = @;.; E; de sous-espaces vectoriels
E, de E et, pour tout i eI, un convexe A; de E,. Alors, on a:

Adyall- Jyai]

III. Deux conditions suffisantes permettant d’affirmer qu’un
convexe ubiquitaire-elementaire (resp.: ubiquitaire-basique) est line-
airement borne. Ces conditions (Théorémes 3.1 et 3.2) reposent sur
les Lemmes 3.1 et 3.2.

3.1. DEFINITION 3.1. Soient E un espace vectoriel non nul,
A = (e)):;c; une base totalement ordonnée de E et (g;);., une famille
de vecteurs de E. Désignons, pour tout 7 eI, par J, ’ensemble des
jedJ pour lesquels ¢g; a une derniére composante non nulle dans <Z
d’indice <.

Si, pour tout 7€, J, est fini, on dira que (g;);., posséde la pro-
priété 7 relativement a <Z.

3.2. LEMME 3.1. Soit A une partie (resp.: une partie convexe)
d’un espace vectoriel E. A me contient pas de demi-droite (resp.: A
est linéairement bornée) si et seulement s’il existe une famille (E;);c,
filtrante crotssante de sous-espaces vectoriels de E telle que E = Ujes E;
et telle que, pour tout jeJ, AN E; ne contienne pas de demi-droite
(resp.: A N E; soit linéairement bornée).
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Démonstration. Supposons d’abord que A soit une partie quel-
conque. La condition nécessaire est évidente: Il suffit de prendre pour
famille (E,);., la famille réduite au seul élément E.

Montrons que la condition est suffisante. Soit 4 une demi-droite;
il existe jeJ tel que 4 E;. Si 4 était contenue dans A, on aurait
4C AN E;.

Le cas ou A est un convexe est une conséquence du cas précédent
et du fait qu’un convexe est linéairement borné si et seulement §’il
ne contient aucune demi-droite.

3.3. LEMME 3.2. Soit <& = (e;,);,e; une base bien ordonnée de
Uespace vectoriel E et soit (C,);.; une famille de convexes de E possé-
dant les propriétés (h,) et (h,):

(h): Pour tout i eI, les points non nuls de C; ont une derniére
composante non nulle dans <& qui est < 0 et qui a pour indice 7.

(hy): Pour tout te I, C; est linéairement borné et de dimension
finze.

Alors le convexe C = C[U.., C:] est linéairement borné.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 2.5, C (resp.: C;) est liné-
airement borné si et seulement si C[C U {0}](resp.: C[C; U {0}]) ’est aussi;
on peut donc supposer dans la suite que chaque C; contient 0.

Posons, pour tout lel, E, = S[U.< {e}], I", = C[U.<: C.].

D’aprés (h), il est clair qu’on a:

(1) vieL['=CnNE,.

Montrons maintenant par récurrence transfinie sur I que, pour tout
lel I', est linéairement borné, ce qui assurera d’aprés le Lemme 8.1
que C est linéairement borné.

La propriété est vraie pour le plus petit élément ¢, de I car I", =
C,,- Soit [ eI; supposons la propriété vraie pour tous les 1e [ tels
que ¢ < 1, et montrons qu’elle est vraie pour [.

Posons D, = C[U.«.C\].

La propriété (k,) montre qu’on a:

(2) V.<lDNE =T,.

D’aprés I’hypothése de récurrence, pour tout ¢ < I, I, est linéairement
borné; il en résulte, d’aprés (2), ’inclusion D,C .., E; et le Lemme
3.1, que D, est linéairement borné.

Puisque I'; = C[D, U C}], il résulte de (k,) et du Théoréme 2.5 que
I, est lindairement borné.

3.4. THEOREME 3.1. Soit Z = (e,);c; une base bien ordonnée
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de Vespace wectoriel E; soit (g;)ie; (resp.: (fi)jes) ume famille de
vecteurs de E (resp.: une famille de décomposition forte de E associée
a #) telle que, pour tout jedJ avec g; + 0 (resp.: f; == 0), la derniere
composante non nulle de g; (resp.: f;) dans <& soit < 0. Posons

= () u(y )]

Soit (¢;);c; une famille de points de I', tous distincts de 0 telle que,
pour tout 1€ l, la derniere composante non nulle de ¢, dans & ait
un indice > 1. Posons

I, = Cl:l“, U (UI e, + te, |t €10, 1]})] .

(@) St (95);es posséde la propriété F relativement & <&, alors
le convexe Cl(Uicr{—e}) U (Ujes {9:})] est linéairement borné.

(b) Si(fj)ics POSséde la propriété 7 relativement a 7, le convexe
élémentaire I'; est linéairement borné. Si, de plus, (¢,);c; posséde la
propriété 7 relativement a &, alors le convexe ubiquitaire-élément-
aire I'y est aussi linéairement borné.

(¢) Tout convexe basique est linéairement borné.

(d) S (fi)ses est une base triangulaire de E relativement @ &
et si (c);c; possede la propriété F relativement d B, le convexe
ubtquitaire-basique I, est linéairement borné.

Démonstration. Démontrons ’assertion (b); les autres assertions
se démontrent d’une maniére analogue (une base triangulaire de E
relativement a <% posséde évidemment la propriété < relativement
a Z).

Désignons, pour tout ¢el, par J, (resp.: I,) le sous-ensemble de
J (resp.: I) constitué par les indices jeJ(resp.: jeI) pour lesquels
f;(resp.: ¢;) ait une derniére composante non nulle dans <& d’indice 1.

11 suffit de poser, pour tout ¢l

C.= c[{—ed U (U ) U (U fes + tesltelo, 1) |
et d’appliquer le Lemme 3.2 et le Théoréme 2.5.
3.5. Cas particulier de la dimension infinie dénombrable.
THEOREME 3.2. Awec les notations du Théoréme 3.1, si K est de
dimension infinie dénombrable et st I = N*, ou N* est muni d’un

bon ordre isomorphe au bon ordre naturel, on a:
(1) Les assertions a et b restent vraies lorsqu’on remplace
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Vhypothése “(9;)ics (resp.: (f)ies) posséde la propriété 7 relativement
a B par Uhypothése “(g;);c, (resp.: (fj)ies) est libre”.

Les assertions b et d restent vraies lorsqu’on supprime I’ hypothése
“(c,);e; posséde la propriété P relativement a Z”.

(2) Soit (K,),.r une famille finie non vide de convexes liné-
airement bornés de E tels que, pour tout p e P, les points non nuls
de K, aient une dernicre composante non nulle dans <& qui est < 0.
Alors le convexe C = C[U,.r K,] est linéairement borné.

Démonstration. (1) Cette partie résulte du fait que, lorsque N*
est muni d’un bon ordre isomorphe au bon ordre naturel, la famille
(¢);c; vérifie la propriété 7 relativement a <7, et la famille (g,);c,
vérifie .7 relativement a <& si elle est libre.

(2) Désignons, pour tout » € N*, par F, 'ensemble des vecteurs
de E formé par le vecteur 0 et par les vecteurs non nuls dont la
derniére composante non nulle est < 0 et a pour indice .

I1 suffit de poser, pour tout »e N* C, = ClU,.r (K, N F,)] et
d’appliquer le Lemme 3.2.

IV. Remarques. Les remarques qui suivent montrent 1’impor-
tance des hypothéses mises en jeu aux Théorémes 3.1 et 3.2 et au
Lemme 3.2.

4.1. L’exemple suivant montre l’importance de 1’hypothése de
bon ordre faite sur I au Lemme 3.2 et au Théoréme 3.1.

ExeEmMPLE. Soient F un espace vectoriel de dimension infinie
dénombrable, <& = (e,)..~ une base de E supposée totalement ordonnée
(mais non bien ordonnée) de la facon suivante: l'ordre sur N* est
I’ordre inverse de l’ordre naturel et 0 est décrété < a tout élément

de N*,

Posons g, = —e, et, pour tout m=eN* g, = 2ne + e,., — e,.
La famille (¢g,),.y posséde la propriété .27 relativement i <& et est
telle que, pour tout n € NV, la derniére composante non nulle de g,
dans &Z est < 0. Pourtant le convexe C = C[U,cy {—€u, 9.}] n’est
pas linéairement borné. En effet, pour tout n e N*,

=L 4ot 400 =00t Dot Le, — Loec,
7 n n

1 1r1 —
done -z-x,, + E[—ﬁ(_e”“) + 2 ” 1 (—e,)] =2 ; le0 — %eleC .

Ainsi C contient la demi-droite 4 = {\e, — 1/2¢,|\ = 1}.
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4.2. L’exemple suivant montre que le (a) du Théoréme 3.1 est
mis en défaut lorsque la famille (g,);., ne posséde pas la propriété
 relativement 4 <7

EXEMPLE. Soient E un espace vectoriel de dimension infinie dé-
nombrable, <% = (¢,),.y une base de E supposée bien ordonnée de
la fagon suivante: tout entier pair est < a tout entier impair, I’ensemble
des entiers pairs et l’ensemble des entiers impairs étant ordonnés par
I’ordre induit par ’ordre naturel sur N*; on définit ainsi un bon ordre
sur N*.

Posons, pour tout n e N*, g, = ¢,, — ne,.

La famille (g,)..y est telle que, pour tout = e N*, la derniere
composante non nulle de g, dans <Z est < 0, mais ne posseéde pas la
propriété &” relativement a 7.

On vérifie aisément que le convexe C[U,.x-{—e., 9.}] contient la
demi-droite 4 = {xe,| N = — 1/2}.

4.3. L’exemple suivant montre que le (b) du Théoréme 3.1 est mis
en défaut lorsque la famille (f,);.; ne posséde pas la propriété .7
relativement 4 <#; ainsi il existe des convexes élémentaires non liné-
airement bornés.

EXEMPLE. Soient E un espace vectoriel de dimension infinie
dénombrable, <Z = (e,).. - une base de E supposée bien ordonnée comme
a l’exemple précédent.

Soit @ € @'(voir 2.1.4).

Posons, pour tout n e N*, f,, = e,, — ne, et, pour tout ne N,

f2n+1 = pzzlo (”_1)n+1~p¢)(n +1-— p)62p+1
Sinee = 21(_1)"+1_p90(n +1— pe,, .
=

On vérifie aisément que la famille (f,)..y est une famille de
décomposition forte de E associée a <& qui est telle que, pour tout
n € N*, la derniére composante non nulle de f, dans <% est < 0; elle
ne posséde pas la propriété 7 relativement a <#. On vérifie aisément
que le convexe élémentaire I, = C[U,cx{—€., f.}] contient la demi-
droite 4 = {\e, [N £ —1/2}.

4.4. L’exemple suivant montre que le (d) du Théoréme 3.1 est
mis en défaut lorsque la famille (¢,),., ne posséde pas la propriété
& relativement & <7Z; ainsi, bien que tout convexe basique soit liné-
airement borné, il existe des convexes ubiquitaires-basiques non liné-
airement bornés (et ceci méme en dimension infinie dénombrable).
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ExEMPLE. Soient E un espace vectoriel de dimension infinie
dénombrable, <Z = (e,)..r- une base de E supposée bien ordonnée
comme 3a l’exemple précédent.

Soit (fan)nen~ (resp.: (f2nr)nen) une base triangulaire de décomposi-
tion forte de S, = S[U.cn+{€z}] (resp.: S, = S[Unen {€24+:}]) associée a la
base (€z)nens (resp.: (€s,1)ncn) de S, (resp.: S)) telle que, pour tout =» e
N* (resp.: » € N), la derniére composante non nulle de f,, (resp.: fuus1)
dans <Z soit < 0.

La famille (f,)..y- est une base triangulaire de décomposition
forte de E associée a <& (voir Théoréme 2.2) et le convexe I, =
ClUnen+ {—e€., fu}] est un convexe basique.

Soit (¢,)..y« une famille de points de I, telle que, pour tout = ¢
N*, la derniére composante non nulle de ¢, dans <& ait un indice
> n et telle que, pour tout » € N*, ¢,, = —e,. Puisque 2n <1, il est
clair que la famille (¢,),.~- ne posséde pas la propriété . relativement
a Z.

Montrons que le convexe ubiquitaire-basique I, avec

o= o[ 1,0 (U e + teultel0, 1)) |
n’est pas linéairement borné.

I, contient A = ClU.er-{—€m}]l, B= ClUnen{€:n —€}] et C=
ClUnens {f2n}]. Ainsi le cone d’infinitude de I", contient le cOne d’
infinitude de C[AU BUC]. Puisque —A est un translaté de B, le cone
d’infinitude de C[A U BU C] coincide avec celui de C[4A U (—A4) U C]
(voir Lemme 2.3) qui n’est autre que S, tout entier car C[A U (—A4) U
C] = S; (voir Théoréme 2.1). Ainsi, I, n’est pas linéairement borné
car son cone d’infinitude n’est pas réduit a {0} (voir Proposition 2.1).

4.5. Lorsque le bon ordre sur N* n’est pas isomorphe au bon
ordre naturel, ’exemple du 4.2 montre que la partie 2 du Théoréme
3.2 est mise en défaut: En effet les convexes C[U.ex-{—e.}] et
C[Unen: {9.}] sont linéairement bornés car les familles (—e,),cn et
(9)nen~ sont libres (voir Théoréme 2.6 et Proposition 2.1). Lorsque
le bon ordre sur N* n’est pas isomorphe au bon ordre naturel, I’ex-
emple du 4.3 (resp.: 4.4) montre qu’une famille libre de décomposition
forte (f;);cs (resp.: une famille (c;);.y:) ne vérifie pas nécessairement
la propriété .7 relativement & <& = (¢,),.~ €t montre aussi que, méme
en dimension infinie dénombrable, un convexe élémentaire (resp.: un
convexe ubiquitaire-basique) peut étre non linéairement borné.

V. Convexes ubiquitaires et convexes ubiquitaires lineairement
bornes de dimension infinie denombrable.
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5.1. LEMME 5.1. Soient E un espace vectoriel de dimension
mfinite, B = (e;));.; une base bien ordonnée de E, (f;);., une famille
de décomposition forte de E associée d <Z. Posons:

a=dyted] e B=c(Ui-e))u(Yira)]-

iel
On a alors 2B+ A = E.

Démonstration. Soit k un indice fixé dans I. Posons B’ = B +
{e.} et A’= A — {e,}. On a:

(1) 2B+ A+ {e,} =2B"+ A'.

Montrons que C[BU A] = E.
En effet C[BU A] contient CS[U;.: {e.}]] et ClU;es {fi}l-
Ainsi, on a:

CIBU A] o .;_(cs[u {ei}:l + CLLGJJ{fj} ]) ,

et le Théoréme 2.1 montre que C[BU A] = E.

On en déduit, d’aprés le Lemme 2.2 que C[B’ U A’] = E. Puisque
0eB' N A, il en résulte que C[2B’' U A’] = E, donc que 2B’ + A’ = E.
D’aprés (1), on o alors 2B+ A = E.

5.2. LEMME 5.2. Sotent E un espace vectoriel et U un convexe
ubiquitaire dans E. Supposons qu’il existe une famille nmon vide
(F;);e; de sous-espaces vectoriels de dimension infinie dénombrable
de E telle que la somme 3;.; F; soit directe et de codimension dénom-
brable dans E et telle que, pour tout jed, UN F; soit ubiquitaire
dans F;. Alors, il existe une famille (E,),.; de sous-espaces vectoriels
de dimension infinie dénombrable de E telle que la somme 3, ; E; soit
directe et égale & E et telle que, pour tout i I, UN E; soit ubiqui-
taire dans K.

Démonstration. Si @;., F; = E, c’est terminé. Supposons done
que @;.; F; = E. Soit S un sous-espace vectoriel supplémentaire de
®;., F; dans E et soit (¢;),.; une base de S (L est dénombrable).

Soit j, un indice quelconque dans J. Posons:

{Gjo =F;, ®8
G; = F; pour tout jeJ ~ {7} .

Puisque U est ubiquitaire dans E, pour tout (I, n) e L X Z, il existe
Za,m € U tel que on ait (1):

(1) {Ane, + (1 — Nz nel0, 1} cU.
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Désignons, pour tout (I, ») e L x Z, par K(I, n) le sous-ensemble fini
de J constitué par les indices j tels que x,, ait une composante no-
nulle suivant G; (remarquons que E = @;.; G;). Posons

K=(iu( U Kt ).
(lm)eLxZ

K est un sous-ensemble dénombrable de J et pour tout (I, ) e L X Z,
Tam € UN @jex Gi. Posons I = {j} U(J~ K), E;,= @;-x G; et, pour
tout jeJ ~ K, E; = G;. La famille (E,),., vérifie les conclusions du
lemme: En effet, les E, sont tous de dimension infinie dénombrable;
leur somme est directe et égale & E (car E = @;.;G;). En outre,
pour tout jeJ ~ K, lin(UN E;) =1lin(UN F;) = F; = E; (par hypo-
thése); d’autre part, par construction de E; et, compte tenu de (1),
U N E;, contient les intervalles |ne;, ®,,,], donc lin (UN E;) contient
les me, donc aussi S. De plus, par construction de Ej, lin (U N E;)
contient, pour tout je K, lin (UN F;) donc aussi F; (par hypothése);
par suite, lin (U N E;) = E;,.

5.3. THEOREME 5.1. Soit, dans un espace vectoriel E de dimen-
ston infinie, un convexe ubiquitaire U contenant l’origine. Alors il
existe une famille (E;);.; de sous-espaces vectoriels de E telle que l’on
att (i), (i), (iii) avec:

(i) Pour tout jeJ, E; est de dimension infinie dénombrable.

(ii) La somme des E; est directe et égale @ K.

(iii) Pour tout jed, UN E; est ubiquitaire dans E;.

Démonstration. Soit (g;);c; une base bien ordonnée de E telle
que, pour tout ¢el, g, € U (ceci est possible car S[U] = E).
Considérons, sur ’indice ! €I, la propriété récurrente P(I) suivante:
Il existe un sous-espace vectoriel E, de E tel que l'on ait (&, et (h,)
avec:

(k,): ou bien E, = {0}.
ou bien E, est de dimension infinie dénombrable et UN E, est
ubiquitaire dans E,.
(hy): la somme >, E;, est directe et contient g,.
Pour tout leI tel que, pour tout ¢ < I(zeI), P(3) soit vérifiée, on
pose F, = ®i<l E..
Deux cas exhaustifs peuvent se présenter:

ler cas. Il existe l eI tel que ’on ait P(¢) pour tout ¢ < l(¢ € 1)
et tel que F) soit de codimension finie.

L’ensemble des 7 < I tels que E, # {0} est non vide puisque E est
de dimension infinie; le Lemme 5.2 montre alors que le Théoréme 5.1
est vrai.
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2° cas. Pour tout lel, si pour tout 7 <1, on a P(t), alors F,
est de codimension infinie.

Montrons alors par récurrence transfinie que P(l) est vraie pour
tout leI. Soit [ e I; supposons P(z) vraie pour tout ¢+ < ! et montrons
que P(l) est vraie.

Si g, € F,, on choisit E, = {0} et alors P(l) est vraie. Supposons
que 9, ¢ F.

Construisons, par récurrence sur l’entier n, une suite libre (e,),ey-
de vecteurs de E et une suite libre (f,),.y- de vecteurs de E satis-
faisant aux propriétés R,(n), R,(n), RB(n), R(n), Ri(n) suivantes:

R.(n): —e,c U.

Ry(n):e, ¢ F, D S[le, €5, -, €._1}] -
Ryn): f,eU.

R(n): fo=0n€ + Gpols + +++ + Qpuls»

les a, ; vérifiant les propriétés P(n), P.(n), Py(n), P(n) suivantes:

P(n):la,.|=n pour 1<7i=mn—1.
Py(n):a,,= —1.

Py(n): 2% >n pour 1=1=n—1.
[@niir] + | Cpire| + 200+ |Gl

P,(n): @, est du signe de (—1)*** pour 1=<i=n-—1.

Rin):e,_, — te, € U pour tout te]0, 1] (n > 1).
On pose f,= —e, = g,.
Supposons e, €, +--, €,, [, [s -+, [, construits.
Considérons un vecteur w = >\%_, b.e,, les coefficients b, vérifiant les
propriétés Pi(n) et Pi(n) suivantes:
. ibn! > 1b‘n- !
: >n 41, el >4 ..
2 2+ |b,]
16,
2+ [by] + [bs] + -+ 4+ |b,]
Pi(n): b, est du signe de (—1)"""* pour 1 <1< n .

=>n+1.

Puisque U est un convexe ubiquitaire contenant l'origine, il existe
(d’aprés le Lemme 2.1):

(1) xelU avee w+wxelU,
(2) ¢, € U avee, pour tout ¢€]0, 1], 4e, + tc,e U .

Posons S, = S[{e,, €, -, e.}].
Puisque F, P S, est de codimension infinie dans E (car F), 1’est),
il existe un vecteur g, appartenant 3 la base de départ n’appartenant
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pas & F, P S,. Il en résulte qu’il existe:
(3) x€]0, 1] avee g, + A g F, P S, .
Puisque U est un convexe ubiquitaire contenant l’origine, il existe:
(4) o' e U avee, pour tout ©#€]0,1}], — « + %(gp + ney) + px’ e U
On a done, a cause de (1) et (4):
(5) é(w + x) + —;-(—x + %(gu + \ea) + yx’)
= %w + %[%(gn + nep) + #w’] elU.

Puisque g, + nc,¢ F, @ S, (d’aprés (3)), on peut choisir ¢ €]0, 1] de
facon que

(6) —;—(gu +ne) e B DS, .

On pose alors:

(7) Cnsr = — _;_[-é-(xc; +a) + pw’} ,
(8) Fori= 20— s,
c’est-a-dire:

(9) an+,,i=%bi pour 1<t<mn.

.., et f.., satisfont & I’hypothése de récurrence: En effet B,(n + 1)
est vérifiée a cause de (1), (4) et (7); Py(n + 1) est vérifiée a cause de
(6) et (7); R(n + 1) est vérifiece a cause de (5), (7) et (8); Rin + 1)
est vérifiée a cause de Pi(n), Pi(n) et (9).

Montrons que Ry(n + 1) est vérifiée: Pour tout ¢¢€]0, 1], on a:

1 2 ’
e, —te,, = e, + —;—[E(xcn +gv) + px]

1 1 1
= —(4e, + thc,) + —tg, + =tux’,
4( ) 1 9. 2 18
donc e, — te,,,c U a cause de (2) et compte tenu du fait que tg, e U
et tux' e U.
Posons, pour tout ne N* eq .. = €, fum = fr €6 Com = —€upse
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POSOHS: El = S[Unet\l*{e(l,n)}] et

Ii= ¢ U {=Cum, Fum um + team]te]0 1],
Puisque, pour tout m e N* R(n) est vraie, il en résulte d’aprés le
2.1.3 que la famille (f ,.).cn- €St une base triangulaire de décomposi-
tion forte de E, associée a la base <& = (eyn).cn- de E, telle que,
pour tout n e N*, la derniére composante non nulle de f ., dans .=
est < 0. Puisque, pour tout n e N*, ¢;,.,, = — €u..+n, il €n résulte que
I'} est un convexe ubiquitaire dans E, (c’est méme un convexe ubi-
quitaire-basique de E,, d’aprés le 2.2.2).

Puisque, pour tout e N*, R,(n), R(n) et Ryn) sont vraies, I"
est contenu dans U N E, et ainsi U N E, est ubiquitaire.

D’autre part, puisque ¢, , = ¢, = —g, et que, pour tout = e N¥,
R,(n) est vraie, la somme >}, , K, est directe et contient g,.

Ainsi (b)) et (h,) sont bien vérifiées au rang [; notons que pour
amorcer la récurrence transfinie, on procéde comme précédemment en
partant de F, = {0}-(¢, désigne le plus petit élément de I).

La récurrence transfinie est ainsi achevée.

Soit maintenant (E;);., la sous-famille de la famille (&)),.; com-
posée des E; = {0}). Cette famille vérifie les conclusions du théoréme.

5.4. Théoréme de caractérisation.

THEOREME 5.2. Soit E un espace vectoriel de dimension infinie.

1. Une condition mécessaire et suffisante pour qu’'une partie
convexe U de E contenant 'origine soit ubiquitaire est qu’il existe
une famille (E;);., de sous-espaces vectoriels de E telle que l'on att
(), (i), (iii) awvee:

(i) Pour tout jed, E; est de dimension infinie dénombrable.

(ii) La somme des E; est directe et égale a E.

(iii) Pour tout j €J, U N E; est sur-ensemble d’un convexe ubiqui-
taire-basique linéairement borné de Ej.

2. En conséquence tout convexe ubiquitaire (resp.: convexe ubiqui-
taire contenant 1’origine) C est sur-ensemble d’un convexe ubiquitaire
(resp.: convexe ubiquitaire-basique) linéairement borné.

Démonstration. 1. La condition nécessaire résulte du Théoréme
5.1, du Théoréme 2.4 et du Théoréme 3.2.

Montrons que la condition est suffisante.

Désignons, pour tout 7 eJ, par I'j le convexe ubiquitaire-basique
linéairement borné de E; contenu dans U N E;.
On peut supposer, d’aprés le Théoréme 2.4, que I’} s’écrit sous la
forme
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ri = c[ru (Yesm + tesoltelo )]
avec
Ii= C[ng*{_ed,n), f(i.n)‘}] ’

OU (€(j,nm)nen €5t une base de E; (N* étant muni du bon ordre naturel),
0U (f(jm)uen« €St une base triangulaire de décomposition forte de E;
associée & (e(;.,.).cn« telle que, pour tout » € N*, la derniére composante
non nulle de f;, dans la base (e .)nen: 80it < 0, €t 0U (€ n)nens
est une famille de points de I/ telle que, pour tout » € N*, la derniére
composante non nulle de ¢;,,, dans la base (¢;,,)).cr+ ait un indice > x.

Le Théoréme 2.2 montre que I, = C[U;.,["j] est un convexe
ubiquitaire-basique de E (qui est linéairement borné d’aprés le (d) du
Théoréme 38.1). Puisque I",C U, U est ubiquitaire.

2. Si C contient l'origine, cette deuxiéme partie est une consé-
quence de la démonstration qui précéde.

Si C ne contient pas l’origine, il suffit d’effectuer sur C une
translation qui ’améne 4 contenir 1’origine.

5.5. REMARQUE. On pourrait montrer la condition suffisante du
1 du Théoréme 5.2, sans avoir recours a la notion de convexe ubi-
quitaire-basique, en utilisant la propriété élémentaire suivante:

PROPOSITION 5.1. Soit, dans un espace vectoriel E, une famille
(E));e; de sous-espaces vectoriels telle que E = >.;c; E; (la somme
n’étant pas nécessairement directe). St U est une partie convexe de
E telle que, pour tout jed, UN E; est ubiquitaire dans Ej;, alors U
est ubiquitaire dans K.

Démonstration. Soit x € E; montrons que « €lin U.

x s’écrit sous la forme x = Y ;.,x; ou F est une partie finie de
J et ol, pour tout je F, x;€ E;. Soit n le cardinal de F. Puisque,
pour tout jelJ, UN E; est ubiquitaire dans E;, il existe y,€ UN E;
tel que pour tout xe[0, 1] , anx; + (1 — N)y; € UN E;.

Il en résulte que, pour tout xe|[0, 1[,

o+ (1-2 Sty =L S e+ @ Nw)eU,
JjeEF N N jeF

donc que xzelinU.
Nous remercions le Referee pour 1’étude détaillée de notre article

et pour ses aimables suggestions.
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