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NEW EXPLICIT FORMULAS FOR THE »TH DERIVATIVE
OF COMPOSITE FUNCTIONS
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Dedicated to my mother

The paper consists of four sections, the first of which is
an introduction to the problems and a survey of the results
known. The second section develops and supplies some new
proofs of the fundamental classic formulas deriving another
explicit formula for the nth derivative of composite functions.
The third section derives new explicit formulas for the nth Lie
derivative, i. e., for the nth derivative of composite functions,
defined implicitly by the parametric representation w=_g(t), z=
f(t) and, in particular, for the nth derivative of inverse func-
tions. Compared to the classic formula of Lagrange, the Taylor
coefficients of the parametrically given composite functions are
here determined by new formulas as explicit functions of the
Taylor coefficients of the two component functions. In particu-
lar, the respective explicit inverses in the famous class S of
regular schlicht functions in the unit disk are found. More-
over, an explicit expression for the substitution of the higher
derivatives in Legendre transformations has been given. The
fourth section points out the conditions under which all result
proved in the previous sections remain valid and are in the
real domain. Also, it is noted that the corresponding results
remain valid and are for the formal power series.

1. Einleitung. Seien die Funktion w = p(2) im Gebiet G, der
Ebene z und die Funktion z = f(¢) im Gebiet G, der Ebene ¢ regular,
wobei G, = f(G,), dann ist die zusammengesetzte Funktion w = g(¢):
=p(2)of(t), wo die Operation o die Substitution z = f(¢) bezeichnet,
in G, reguldar und ihre erste Ableitung ist in jedem beliebigen Punkt
te G, gleich

dw ’ ’
(1) jdt——zo(z)f(t)-

Dem Problem zum Finden expliziter Formeln der nte Ableitung
d"w/dt*(m = 1) sind Abhandlungen vieler Autoren gewidmet. Seit
langem ist bemerkt worden, dass bei aufeinanderfolgender Differentia-
tion von (1) nach ¢ durch Induktion folgende Formel fiir die nte
Ableitung

d"w » d*fw
2 = A, ) =——
(2) T kzz.l w(t) a7

erhalten wird, wo die Koeffizienten A,, nicht von der Funktion p(z),

(nz=1)
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sondern nur von der Funktion f£(¢) abhidngen, und die Rekursions-
formel

An+1,k = An,k—lf, + A;k

3
%) (léké’n_i—1;”’21;14%0:An,n+1EO;A11:f,)

erfillen.

Genauer folgt aus (8) durch Induktion, dass die Koeffizienten
A,, homogene Polynome mit natirlichen Koeffizienten und vom
Grad k(1 < k < n) beziiglich der Ableitungen f’, f”, ---, f™+*? sind,
mit Ausnahme des Koeffizienten A,,, der ein solches Polynom nur
von der Ableitung f™ ist. Insbesondere sind der Anfangs- und
Schlusskoeffizient entsprechend gleich

(4) Auw =" A=) mz1.

Die Koeflizienten A,, konnen entweder bei spezieller Wahl von
o) in (2) order von der Rekursionsformel (3) selbst, unabhingig
von (2), bestimmt werden. Der erste Weg einer klassischen Wahl
fir o(z) ist die Exponential-Funktion o(z) = e** (a-Konstante), mit
der (2) sich in die Indentitdt

(5) e Lot = S A Dat (nz D)
de* k=1

umwandelt. Hieraus wird ein expliziter kombinatorischer Ausdruck
der Polynomen A,, gefunden, der als Formel von Faa di Bruno [5, 6]
bekannt ist. Anwendungen der Formel von Fad di Bruno und der
Rekursionsformel (3) findet man in Ch. Jordan [10], S. 31-34, 195-
199, 205-212 und Riordan [15, 16]. Die Polynome A,, und iiberhaupt
die Polynome der Ableitungen f* und p*, 1=<k=n(n=12 --.),
ausgedriickt von den rechten Teilen von (2), werden aufgrund seiner
Arbeiten liber ihre Anwendung Polynome von Bell genannt (Beispiele
und Literatur siehe in [16], S. 34-49 und auch in der Monographie
von Comtet [2], Chapter III, wo die Polynome von Bell systematisch
betrachtet werden).

Ebenfalls dem ersten Weg folgend, ist eine andere klassische
Wahl fiir po(z) die Potenzfunktion (siehe z.B. Bertrand [1], S. 138-
140): Wird in (2) (1], S. 138) & mitv(1 < v < n) vertauscht und
o) = 2*k! (1 =k =<mn) gesetzt, erhilt man die Rekursionsformel
([1], S. 139):

k fk—y 1 d'n "
(6) E;m*‘lnu:—lﬁ-dtﬂf l=sk=mnzl,

aus der durch eine nicht so einfache Induktion die sweite, klassische
Formel (1], S. 140) folgt:
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(1) Aw=25(F)pe L ashsmaz).
k! =1 Y dat”

Andere Literatur und Anwendungen der Formel (7) siehe in Gould
(7], S. 47-48). McKiernan ([12], Formel (9,)) findet eine dritte
explizite Form von A,, durch Entwicklung der rechten Seite von
(7), gemass dem multinomialen Analogon der Formel von Leibniz.
Diese dritte Form von A4,, ist auch von F.G. Kravchenko ([11], S.
76 unten) durch eine andere Methode (Matrixmethode) bei der
Betrachtung des Problems der Umkehrung algebraischer Polynome
erhalten worden.

Der zweite Weg ist bis heute nicht erforsecht worden.

Weiterhin fand Pandres [14] eine Operator-Elementen-Determi-
nante, die eine andere explizite Form der nten Ableitung der all-
gemeineren zusammengesetzten Funktion w = p(z,, ---, z,) ergibt,
wo z; = f;0)A =< j=<m;m=1) ist. Analog fand Ivanoff [9] auch
eine Darstellung der Formel von Faa di Bruno durch eine Operator-
Elementen-Determinante.

Insbesondere fiir die nte Ableitung der Umkehrfunktion einer
willkiirlichen, schlichten Funktion ist durch verschiedene Methoden
vieler Autoren (Bodewadt, Kamber, Ostrowski, Turowicz, Riordan
und Comtet) eine kombinatorische Formel vom Typ der Formel von
Faa di Bruno gefunden worden (die Bibliographie und Ausfiihrungen
siehe in [2], S. 150-151, [3], S. 458 und [13, 21]).

Schliesslich iibertrug Stamm [17] den Gegenstand zum Beweis
aller dieser Problems im Falle des differenzierbaren Abbildes in den
Banachraum.

In den folgenden Paragraphen wird eine neue Theorie ausgear-
beitet. (Man vergleiche auch die Mathematischen Enzyklopadie in
Band II 1.1 auf Seite 87-88: Punkt 24, Teubner-Verlag, Leipzig, 1899).
In §2 geben wir bei gleichzeitiger Erforschung beider Wege eine
Entwicklung und neue Beweise der klassischen Grundformeln fiir die
nte Ableitung der zusammengesetzten Funktion, wobei noch eine
explizite Formel fiir die Koeffizienten A,, angegeben wird. In §38
kehren wir die Formel (2) um und entdecken explizite Formeln fiir
die nte Ableitung der parametrisch gegebenen, zusammengesetzten
Funktion und insbeson, inbesondere dere fiir die der Umkehrfunktion
mit Hilfe von Determinanten. Aus diesen Determinaten entstehen
neue Darstellungen des linearen Differentialoperators von Lie der nten
Ordnung. Im Vergleich mit der klassischen Formel von Lagrange
finden wir eine explizite Darstellung der Taylorschen Koeffizienten
der parametrisch gegebenen, zusammengesetzten Funktion mit Hilfe
von Determinanten, gebildet von den Taylorschen Koeffizienten beider
Komponenten-Funktionen. Insbesondere erhalten wir mit Hilfe von
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Determinanten auch die Umkehrung in der berihmten Klasse S der
reguldren und schlichten Funktionen im Einheitskreis. Ausserdem
geben wir einen expliziten Ausdruck fiur die Auswechslung der
hoheren Ableitungen in der Transformation von Legendre. Zum
Schluss weisen wir in §4 auf die Bedingungen hin, bei denen alle
festgestellten Resultate in den vorangegangenen Paragraphen auch
im reellen Gebiet in Kraft bleiben. Die festgestellten Resultate
gelten also auch, wenn alle betrachteten Potenzreihen nur asympto-
tisch sind.

2., Zu den expliziten Formeln fiir die nte Ableitung der
zusammengesetzten Funktion. Die Formel (2) und die Rekursions-
formeln (3) und (6) werden fiir alle k = 1, 2, - - - bei einer willkiirlich,
fixierten ganzen Zahl n = 1 richtig sein, wenn man identisch

(8) A,.,=0 kzn+1; n=1)

setzt. Ausserdem sind die Rekursionsformeln (3) und (6) auch fiir
alle Funktionen der Art ¢ + f richtig, wo ¢ eine willkiirliche kom-
plexe Konstante ist, ohne dass wir die Komponente f in der gege-
benen zusammengesetzten Funktion g(t) = p(2)o f(t) verandern. Fir
(3) ist das offensichtlich, und fiir (6) folgt es aus (2) bei Wahl p(z) =
(¢ +2)%k! (k=1; n=1). In diesem erweiterten Aspekt werden
wir jetzt zeigen, dass auch der zweite Weg, d.h. auch das unabhan-
gige Behandeln der Rekursionsformel (8) zur Losung der Rekursions-
formel (6) fiihrt, dass andererseits die Konstante ¢ die Moglichkeit
gibt, sofort die Rekursionsformel (6) zu losen und dadurch die
Formel (7) zu erhalten, d.h. ohne den komplizierten Ubergang durch
Induktion von (6) zu (7) auszunutzen und dass man schliesslich die
Formel (7) sofort aus der Identitdt (5), aus der die Formel von Faa
di Bruno entstammt, erhalt.

THEOREM 1. Wenn die Funktionen w = p(z) und z = f(t) ent-
sprechend in den Gebieten G, und G, reguldr sind, wobei G, = f(G,)
ist, so wird die nte Ableitung der zusammengesetzten Funktion w =
9(t) = p(z)o f(t) in jedem beliebigen Punkt t<cG, durch die formale
Reihe

(9) T0 - 5 4.0%% =z

dargestellt, wo

k E\ peey d
W) Aut) =g B0 kzLaz,
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wobei

k k I A
(11) Z(—l)k"”<v>fk '%,,—f”=0 kzn+Ln=1)
identisch ist, d.h. bei beliebigen k = n + 1 wird die Reihe (9) unter-
brochen.

Erster Beweis. Fiur willkurliche natiirliche ¥ und » findet man
die neue Rekursionsformel

- (e + ) _ 4 < (e+ ) .
(12) ;WAnﬂ,u— dat v; & — )1 A, k=zlnz=1),

indem man die Summe links in (12) mit Hilfe von (3) und (8) bildet.

Aus (12) mit unmittelbarer Induktion bezliglich » erhalten wir die
Rekursionsformel

k (C + f)k—-v - 1 dn & .
(13) y;l—(];—;—p)!—'Am— 7l W(C“l“f) kzlynz=1),
in Beriicksichtigung, dass sie offensichtlich bei » = 1 richtig ist,
d.h. wir sind zum erweiterten Aspekt der Rekursionsformel (6) auch
auf dem zweiten Wege gekommen.

Jetzt werden wir sofort die Rekursionsformel (18) mit Hilfe der
eingefiihrten, willkiirlichen Konstante ¢ losen. Sei in (13) ¢ = ¢,
gesetzt, wo ¢, ein willkiirlich, fixierter Punkt des Gebietes G, ist,
und sei die Konstante ¢ = — f(¢,) gewahlt. Dann verschwinden alle
Summanden auf der linken Seite von (13) bei v < k und die Summe
reduziert sich auf den Summanden bei vy = %, d. h. man erhilt die
Formel

(14) Aty = kL,D:;t(xf(t) —fE) k=Lin=1)

(D = d/dt bezeichnet den allgemeinen Differentialoperator), wo bei
k=n+1 (n=1) der rechte Teil identisch gleich Null, gemass (8)
ist. Wenn wir die Potenz nach dem binomischen Lehrsatz entwickeln,
erhalten wir die erweiterte Formel (10) mit den Identitaten (11), da
t, ein willkiuirlicher Punkt von G, ist. Folglich wird die Summe (2)
durch die formale Reihe (9) dargestellt.

Zweiter Beweis. Es wird gezeigt werden, dass die Formel (10-
11) auch sofort aus der Identitat (5) erhalten wird, aus der die
Formel von Faa di Bruno stammt. Tatsache ist, dass wenn man
in (5) die Exponential-Funktionen e** durch die entsprechenden
Reihen darstellt, durch Umstellung der Summenzeichen der linke
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Teil von (5) gleich wird

car A" ar o _paf) dr o (af)t
7 s

(15)

wakkz_‘.l(—ly i a i k=z1l,m=1).
= Q= Vi —v)! dt -7

Der Vergleich der Koeffizienten bei a* in den rechten Teilen von
(15) und (5) gibt die Formel (10-11), die in voller Ubereinstimmung
mit den Charakter des Theorems 1 ist.

Aus der Formel (14) geht folgendes fur die Anwendungen
niitzliches Resultat hervor:

THEOREM 2. Seien die Funktionen w = p(z) und z = f(t) in den
Punkten z, und t, reguldr, wobei 2z, = f(t,) und der Punkt t, eine
s-fache (s = 1) Nullstelle der Funktion f(t) — f(t,) ist. Dann haben
wir far die nte Ableitung der zusammengesetzten Funktion g(t) =
o(2)e f(t) vm Punkt ¢, die Formeln

(16) g"t) =0 (1=n=<s-—-1,5=2)
und

[nls]
(an 09(t) = 3 Aut)o¥@)  (mzssz1),

wo [n/s] der ganze Teil von nfs ist und die Koeffizienten A,,(t,) von
der Formel

— /n" n—ko f(t) _ f(to) *
(18) Aty = e DI (___(t — I ) G

A
B
A
| ——
» | S
| I—
S—

ber willkiirlicher Wahl von o wunter den ganzen Zahlen o=
0,1, 2, ---, s gegeben werden.

Beweis. Gemmass der Bedingung kann man
(19) F@) = ft) =t — typ(t) -

schreiben, wo die Funktion +(t) regular in ¢, ist und +(¢,) # 0. Mit
Hilfe von (19) und der Formel von Leibniz erhalten wir fir die
Ableitung in (14) bei 1 < k < n die Formel

v=0

2 [n
20)  Dio(f(t) — ft) =3, (p )D;;:;w(wp::m(t g
Moge s > 1 sein. Dann verschwinden bei ks > n alle Glieder in

der Summe (20), d.h. bei £ > n/s hat man A,,(¢t,) = 0. Hieraus folgt,
dass man bei n<s fir alle k=1,2, ---,n A,.(t;) = 0 hat, d.h.
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gemass (9) erhalten wir die Gleichheiten (16), und bei n = s konnen
wir die Reihe (9) bei k& > n/s unterbrechen, woraus die Formel (17)
folgt. Bei ks < n verschwinden alle Glieder in der Summe (20),
wenn v # ks ist, und man erhalt die Formel

(1) Do F®) — £t = (ks)! ( ” )D:;:’;W(t) ,

die zusammen mit (17) auch bei s =1 richtig bleibt. Tatsdchlich
ist bei s = 1 die Formel (17) offensichtlich richtig, und in der Summe
(20) unterscheidet sich von Null nur das Glied bei v = k, das mit
dem rechten Teil von (21) bei s = 1 zusammenfallt. Folglich erhalten
wir bei n = s =1 von (21), (19) und (14) die Formel
— n! i L) — f(&) \* n

(22) A,t) = th=to <W> (1 k= [?D )
die eine explizite Form der Koeffizienten in (17) gibt.

Jetzt werden wir die Formel (22) verallgemeinern. Moge o eine
willkiirliche, ganze Zahl unter den Zahlen 0,1,2, ---, s (s = 1) sein.
Dann erhalten wir, indem wir (19) mit (¢ — ¢,)~° multiplizieren und

die Formel von Leibniz zum rechten Teil anwenden, bei s< ks < n
(k, n-positive ganze Zahlen), die Formel

n—ka f(t) _ .f_KEO)_ k — (n _ ka)! n—ks f(t) _ f(to) k
@3)  Diy <‘ (t — to)° ) (n — ks)! Diz < (t — o) ) '

Formel (23) erlaubt die Formel (22) mit der allgemeinen Formel (18)
zu vertauschen, die bei den Anwendungen die Moglichkeit zur
glinstigsten Wahl von ¢ bietet.

Damit ist das Theorem 2 bewiesen.

Im folgenden §3 entdecken wir explizite Formeln anderen
Charakters.

IA

3. Neue explizite Formeln fur die nte Ableitung der para-
metrisch gegebenen, zusammengesetzten Funktion. Moge die be-
trachtete, zusammengesetzte Funktion w = g(t) = p(z)°f(t) in dem
Theorem 1 eine schlichte Komponente z = f(¢) im Gebiet G, haben.
Bezeichnet man durch ¢ = h(z) ihre Umkehrfunktion, die im Gebiet
G, = f(G,) definiert ist, dann ist umgekehrt, die Funktion w = p(z) =
g(t)oh(z) im Gebiet G, zusammengesetzt und stimmt in diesem Gebiet
mit der Funktion iiberein, die parametrisch durch die beiden Funk-
tionen w = ¢g(t) und z = f(t) dargestellt wird. Fir die nte Ableitung
der parametrisch gegebenen, zusammengesetzten Funktion w = p(z)
ist nach Induktion die Formel von Pourchet bekannt (siehe [2], S.
220: Punkt 2):
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aw 1d

24

@4) “dz" < fldt

wo der rechte Teil die (1/f')-Ableitung von Lie der nten Ordnung

der Funktion ¢ ist, die durch den Differentialoperator von Lie der

nten Ordnung

(1 d )’” 1 d 1 d 1 d

}.—,Tﬁ- ZF'_(l??Tt?% f#0n=1),

LYt mzD),

(25)

in dem jedes 1/f’ und d/dt mmal geschrieben, erhalten ist. Durch
Induktion wird bewiesen, dass der Operator (25) linear ist, d.h. eine
Entwicklung nach den Potenzen D, D?, ..., D™D = d/dt) mit Koeffi-
zienten, die nur von der Funktion 1/’ und ihren Ableitungen
abhangen, hat:

(26) (5-L) = SB.oD* =z,

wo die Koeffizienten B,, die Rekursionsformel
1,5

Bn+1,k = —,‘(Bnk + Bn,k—l)

f
(léké’n‘{‘l,’ngl,Bno: %,n+1EO;B11=1/f’>

(27)

erfiillen. Folglich hat die Formel von Pourchet (24) eine einzige,
lineare Entwicklung nach den Ableitungen ¢, ¢", ---, g"™:

dw _ (1 d dtg
(28) E;,,—=(f L) ot = SB Ll mz1
(Die Koeflizienten jeder anderen linearen Entwicklung der Ableitung
von Lie (24) nach den Ableitungen ¢’, ¢”, - -, g™ sind identisch mit
den entsprechenden Koeffizienten in (28). Daflir kann man sich
durch den aufeinanderfolgenden Vergleich der beiden Entwicklungen
bei g(t) = t*/s!, s=1,2, ---, n iuberzeugen). Eine explizite, kombi-
natorische Formel fir die Koeffizienten B,,(t) ist von Comtet ge-
funden worden ([4], S. 166), mit deren Hilfe die Entwicklung (28)
die entsprechende explizite Form erlangt. (Fiir Rechnung mit dem
Operator von Lie, Beispiele und andere Literatur siehe die diesbezii-
glich zitierten Arbeiten von Comtet; im Falle f(t) = logt ist der
Operator (25) ausfiihrlich von Ch. Jordan [10], S. 195-199 betrachtet
worden).

In diesem Paragraph kehren wir die Formel (9) um und
entdecken neue, explizite Darstellungen der nte Ableitung der
parametrisch gegebenen, susammengesetzten Funktion w = p(z) oder
desgleichen fiir die Ableitung und den Operator von Lie (24) und
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(26) mit Hilfe von Determinanten. Das erste Resultat in dieser
neuen Richtung ist folgendes:

THEOREM 3. Es seien die Funktion w = gt) im Gebiet G,
regular und die Funktion z=f(t) und ihre Umkehrfunktion t=~h(z)
regular und schlicht entsprechend in den Gebieten G, und G,= f(G,).
Dann wird die nte Ableitung (n = 1) der parametrisch gegebenen,
zusammengesetzten Funktion w = p(z) = g(t)oh(z) in jedem beliebigen
Punkt ze G, in expliziter Form durch die Formel

d_ _f & f ... d _f dg

dt 11 dt 2! dt (n—1)! dt

(29) dw 1 d22 ! d22 L. d: i dzgz
dz" < af )(n;l) ae 1! dt* 2! dt* (n—1)! dt

dt -------------------

dn f d'rb f2 L dn f'n—l dng
der 11 dt* 2! dt* (n—1)! dt*

dargestellt, wo filr n = 1 die Determinante gleich dg/dt angenommen .
wird, d.h. bei n = 2 ist die Ableitung von Lie (24) mit Genauigkeit
bis zum Faktor gleich der Wronskischen Determinante der nten
Ordnung fiir das System wvon Funktionen {(d/dt)(f*/k!), 1=k <
n — 1, dg/dt}.

Bewets. Wenn man die Reihen abbricht, bilden die ersten
Gleichheiten (9) ein Dreiecksystem von 7 Gleichungen beztiglich
d*w/dz*, 1 < k < n, dessen Determinante, unter Beriicksichtigung der
zweiten Formel von (4), gleich

A, 0 0 ---0

ist.
Dann drickt sich nach der Regel von Cramer die Ableitung
d"w/dz" durch folgende explizite Formel aus:

6y LR =(Hg) = (_d_f—A)F—) (nz1),
dt

wo 4, die Determinante der nten Ordnung
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A, 0 0---0 _dg
dt
d*g
A21 A22 0 O —EZE—
(32) dy=|- oo
A'//,—l 1 An—l 2 A'n,—l n—1 d g
di™
A'nl Anz A’Ip’ﬂ—l d”g
dat”

ist, die man bei n = 1 gleich dg/dt annimmt. Bei n = 2 stimmt die
Formel (81-32) auch mit (29) iiberein, wenn man (4) beriicksichtigt.
Bei n = 38 transformiert sich die Determinante (82) mit Hilfe der
folgenden Operation bei Ausnutzung der Formel (13) wie folgt: Wenn
man der kten Spalte 2 <k < — 1) jede vte Spalte 1 <v=k—1),
multipliziert entsprechend mit f**/(k — v)!, hinzufiigt, dann wird
gemiss (13) bei ¢ = 0 jedes jte Element (1 < j < n) der kten Spalte
gleich (di/dt?)(f*/k!). Wenn man aufeinanderfolgend %k =mn —1,
n—2, ---,2 nimmt, dann transformiert sich durch diese Operation
die Determinante (32) in die Determinante der Formel (29).

Das Theorem 3 ist bewiesen.

Aus Theorem 3 geht eine explizite Darstellung des linearen
Differentialoperators von Lie der #nten Ordnung (26) durch den
rechten Teil von (29) hervor, wenn man die Ableitungen ¢/, g”, - - -, g™
der letzten Spalte der Determinante durch D, D? ---, D*(D = d/dt)
ersetzt. Die Koeffizienten B,, werden hier durch das Produkt der
algebraischen Komplemente der Elemente der letzten Spalte der
Determinante in (29) und des vor ihr liegenden Faktors dargestellt.

Wenn man in Theorem 3 w = g(t) =t setzt, dann erscheint
w = toh(z) = h(z) als zusammengesetzte Funktion, d.h. die Umkehrung
der Funktion z = f(¢), woraus man folgende Behauptung erhalt:

THEOREM 4. Seti die Funktion z = f(t) reguldr wund schlicht im
Gebiet G,. Dann wird die nte Ableitung (n = 1) der Umkehrfunk-
tion t = h(z) in jedem beliebigen Punkt z<€ G, = f(G,) in expliziter
Form durch die Formal

d2 f d2 fZ L dZ f/n—l

11 de 21 d& (n — 1)
D I S ] P S S AP S i
= 3 ! 3 ! 3 —
—dt .................

dn f dn f2 L dn fn-—l
dt* 11 di* 21 dt* (n—1)!
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dargestellt, wo filr m =1 die Determinante durch 1 ersetzt wird,
d.h. bei n =2 ist die nte Ableitung der Funktion t = h(z) mit
Genauwigkeit bis zum Faktor gleich der Wronskischen Determinante
der (n — l)ten Ordnung fiir das System der Funktionen {(d*/dt?)
X(fkl), 1<k <mn—1}.

Die Operation im Beweis des Theorem 3, mit der die Deter-
minante (32) in die Determinante von (29) umgewandelt wurde, ist
unabhingig von der Bedingung fiir Schlichtheit von f(¢) und ist
auch zur Determinante in (30) anwendbar. Bei n = 2, indem dieselbe
Operation mit der kten Spalte 2 <k =< ) in (830) ausgefiihrt wird,
erhalt man folgende Formel:

THEOREM 5. Die Wronskische Determinante fiir das System
von Funktionen {(d/dt)(f*/k!), 1=kE=n}n=12 ---), wo die
Funktion f(t) im Gebiet G, regular ist, ist identisch gleich

a f a4 f .4 [

dt 11 dt 21 dt ml
d? f d2 fZ d2 fn
2 2 e 2 df ('Mle)
! ! = 2L R
34) ¢ 11 di 21 ae nl ( 4 >

................

Weiterhin zeigen wir, dass man aus der Determinante 4, in
Formel (31-32) einen Faktor herausziehen kann, der ein exakter
Teiler der Potenz von f’ im Nenner ist. So entdecken wir folgende
explizite Form der nten Ableitung der parametrisch gegebenen,
zusammengesetzten Funktion und damit auch der Ableitung von
Lie (24):

THEOREM 6. Wenn die Funktion w = g(t) im Gebiet G, reguldr
ist und die Funktion z = f(t) und thre Umkehrfunktion t = h(z)
regular und schlicht entsprechend in den Gebieten G, und G,=f(G,)
sind, dann hat die nte Ableitung der parametrisch gegebenen,
zusammengesetzten Funktion w = p(z) = g(t)-h(z) in jedem beliebigen
Punkt zeG, die explizite Form

dw _ (1 d \' _ 0,
(85) = (F )= ez,

wo 0, die Determinante der nten Ordnung
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f! .. 9
a,,(n) 1 0 0 0 o1
I S . g
a;,(N) 21 e 10 0' 0 i
(36) 3n Pt LA S A S A A S I S L R S A A
f(%—l) f(n—2) o -L’ g(’n—l)
an_l,l(n)————(n_l)! Qo1 (M) 2T T w21
£ U £ 0
a’fnl(n) n! anz(n)(n_l)! an,n-—l(n) 2! (’n— 1)!

ist, die filr n=1 gleich ¢’ angenommen wird und in der bei n =2,
die von mnull verschiedemen Elemente a;,(n)f 9 /(5 —k + 1)! die
Koeffizienten

BN aum)=G —k+n—7 A=Zk=<min(G,n—1); 1<j=<n)

haben.
Die Potenz (f')™* im Nenmner der Formel (85) ist exakt.

Beweis. Wenn in (10) die (n — 1)te Ableitung des Produkts
f*'-f' nach der Formel von Leibniz als Summe mit Indexzahl ¢ in
den Grenzen 1 < ¢ < n dargestellt ist, so erhilt man nach Umstellung
der beiden Summenzeichen und bei neuer Berilicksichtigung der
Formel (10-11) die Rekursionsformel

n —1
(38) AMF%(Z 1>f A ey (LShSR; 215 A=0; Ap=1) .
= _

Die erhaltene Formel gibt die Moglichkeit, den Ausdruck des
totalen Differentials dA,, zu finden. Und tatsachlich erhialt man
aus (3) und (38) die Formel

7 n
(39) A;lk = An+1,k - An,k—lf, = Z < >f(n_[l+2)A#—1,k—1 ’
=k \ p — 1

woraus man, mit d¢ multiplizierend,

(0) ddu=3, (#”1>A#_,,k_1df<"—f'+“ (ASk=n; 1215 An=0; Au=1)
findet.

Nach (3) ist die gefundene Formel explizit unabhangig von ¢.
Darum kann man in ihr Ableitungen jf*+  gFo-Bo...0f7 alg
unabhangige Veranderliche betrachten und deren Differentiale
dfn-tv dfew ... df’ als willkiirlich, was fur die partiellen
Ableitungen von A,, nach diesen Veranderlichen die Formeln
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A _ _ [ ™ N\,
(41) ofmery T\ 1)

k=sp=mlsk=nnz=14,=0A4,=1)

ergibt.
Folglich hat die Identitat von Euler fiir die homogenen Funk-
tionen A,, des kten Grades die Form

(42) kAnk:ﬁk <#n1 >f”‘"‘+”A,,_1,,,_1 (1=k=Zn;n=>1; A,,=0; Ap=1) .
= _

Mit den Bezeichnungen fiir die Polynome von Bell ist die Identitat
(42) ohne Beweis in [2], S. 136 als Relation [3%k] vermerkt.

Wenn man jetzt in (38) und (42) % mit 7 vertauscht und sich
auf 1<j7=<nn=2) und 1=k =<min(j, n — 1) begrenzt, erhilt
man nach Abziehen der Gleichheit (42) von der mit » multiplizierten
Gleichheit (38), die fiir unsere Zwecke notwendige Formel

(n —k)A; = i‘, a;u(m) (j — 1)1 fu—s+n
u=k

(43) -1 G—p+Dr T
(I=k=min(j, n—1);1=j=n; n=2; A;=0, Ay=1),

WO

(44) apm)=G—p+n—j AsSpsj1=j=n;n=2),

gesetzt ist, wobei insbesondere a,,(n) =0, was fir Folgendes
besonders wichtig ist.

Jetzt, indem man weiter n = 2 annimmt, wenden wir uns der
Determinante 4, in (82) zu. Man bilde das Produkt (» — 1)! 4,,
wobei man die Faktoren der Fakultat auf die ersten n — 1 Spalten
ubertragt, so dass der Faktor n — &k die kte Spalte 1 =k <n —1)
multipliziert. Danach fiigt man den Elementen jeder kten Spalte
A=k=<n—1)die mit A,_,,.(4, ., = 0) multiplizierten entsprech-
enden Elemente dig/dt’(1 < j < n) der letzten Spalte hinzu, wodurch
die Determinante (n — 1)! 4, ihren Wert nicht verandert. Schlies-
slich multipliziert man die letzte Spalte selbst mit A, ,,., und
dadurch wird die Determinante (n — 1)! 4, mit diesem Faktor
multipliziert. Die so transformierte Determinante bezeichnet man
mit det[(n—1)! 4,4,_,._.], wobei ihr Wert det[(n—1)! 4,4, ...l =
(n — 1! 4,A,_.,._, ist. Jetzt wenden wir uns der Determinante 6,
in (36) zu. Mogen wir mit det[(n — 1)! 6,] die Determinante
bezeichnen, die von 4, erhalten wird, indem man jede jte Zeile
mit (j — 1)! (1 = j < n) multipliziert und jede pgte Spalte durch
(—1! 1=p=n-—1) dividiert, wobei der Wert det [(n—1)! 6,] =
(n — 1)! 4, ist.
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Bei dieser Stellung und aufgrund der Formel (43) geht hervor,
dass die Determinante det[(» — 1)! 4,A4,_,._.] das Produkt, erhalten
nach der Multiplikationsregel der jten Zeile (1 < 5 < n) der Deter-
minante det[(n — 1)! 0,] mit jeder kten Spalte (1 <k <n) der
unteren Dreieckdeterminante nter Ordnung

10 0 <. 0
0 An 0 - 0 (n—l)
(45) 04, A, ---0 =) A (2 2),

............

ist. Das ergibt sofort die Formel

46) 4, =0, mz1),

offensichtlich auch richtig bei n = 1, indem man 4, = ¢’ und 6§, = ¢’

annimmt.
Jetzt, wenn man (46) in (31) einschliesst, erhilt man die Formel

(35-37).

Der Wert der Determinante 6,(n = 2) bei f' =0, wo man die
in ihr enthaltenen Ableitungen als unabhingige Veranderliche
betrachtet, ist gleich (—1)**'¢g’a,(n)- - -a, _.(n)(f"”/2)**, d.h. ist nicht
identisch gleich von Null. Folglich ist f’ kein Divisor von 4,, d.h.
die Potenz (f')~' im Nenner der Formel (35) ist exakt.

Damit ist das Theorem 6 vollkommen bewiesen.

BEMERKUNG 1. Die Koeffizienten a;,(n) aus (36-37) nehmen in
jeder Diagonale, parallel zur Hauptdiagonale, mit 1 ab, da @;+,,,+.(n)=
a;,(n) — 1. Folglich stellt man die Elemente in 4§, leicht auf, wenn
man die Ausgangskoeffizienten «;(n) =(n —1)j,1<7=<n in der
ersten Spalte vermerkt.

BEMERKUNG 2. Stellt man beide Ausdriicke fir d"+'w/dz"+
gleich, die man einmal aus (35) nach Austausch von 7 mit » + 1
und ein zweites Mal durch Differenzieren nach 2z erhialt, findet man,
dass die Determinanten (36) die Rekursionsformel

(47) Opir = f0n — @n — 1", (nz1;0,=19")

erfullen.
Aus Theorem 6 gehen eine Reihe Resultate mit fundamentaler

Bedeutung hervor: Als erstes, wenn man in der letzten Spalte der
Determinante (36) D, D?,---, D" D=d/dt) statt ¢’, 9", - -, g(n) schreibt,
ergibt die rechte Seite von (35) die folgende neue, explizite Form
des linearen Differentialoperators von Lie der nten Ordnung (26),
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wobei die Koeffizienten B,, mit Hilfe der entsprechenden, algebraischen
Komplemente ausgedriickt werden (in dieser Interpretation der
Formel (35-36) wird die Rekursionsformel (47) in Kraft sein, wenn
man Dj, statt 6, schreibt und 6, = D setzt). Da A =1/f" eine
willkiirliche, reguldre Funktion ist, die in den betrachteten Punkten
nicht verschwindet, hat die soeben erhaltene explizite Form des
linearen Differentialoperators von Lie der nten Ordnung (AD)" die
allgemeinste Giltigkeit.

Weiterhin erhalten wir im Vergleich mit der weitbekannten
klassischen Potenzreihe von Lagrange fiir die parametrisch gegebene,
zusammengesetzte Funktion (siehe z.B. [2], S. 149-150: Theorem B),
die folgende neue Darstellung:

THEOREM 7. Es seien die Funktion w = g(t) im Punkt t, regular
und die Funktion z = f(t) und ihre Umkehrfunktion t = h(z)
entsprechend in den Pumnkten t, und z, = f(t,) regular und schlicht,
wobetr man in der Umgebung von t, die Entwicklungen

(48) w = g(t) = w, + glgn(t — )",
(49) i=fO=a+ShAE—t)" (0
hat.

Dann hat die parametrisch gegebene, zusammengesetzte Funktion
w = p(z) = g(t)oh(z), abhingig von z mittels der Werte der Funktion
t = h(z) aus irgendeinem Teilgebiet, t, enthaltend und eingeschlossen
wm gemeinsamen Teil der Konmvergenzkreise der Reihen(48-49), in
der Umgebung von z, die Entwicklung

(50) w= 0@ =w+ 3 f‘;"_ (2 — 2)",
wo o, die Determinante der nten Ordnung
o, (n)fy 0 0 --- 0 9.
(1) f; ap(n)fy 0 .- 0 [f3
(51) Pu=|v + o o e

an—l,l(%)f'ﬂ,—l an—1,2(n)f%—-2 et an—-l,’n—l(n)fl Gn—1
anl(/n)fn an2<%)f%—l te an,n—l(n).fZ [

ist, die filr m = 1 gleich g, angenommen wird und in der bei n =2,
die von null verschiedenen Elemente a;,(n)f;_.+, die Koeffizienten

(52)  aun) = @‘@+””—4.u§kgmmmn—m1§jgm

haben.
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Die Potenz fi"' vm Nenner des allgemeinen Gliedes der Reihe
(50) st exakt.
Bei g(t) =t ergibt das Theorem 6:

THEOREM 8. Wenn die Funktion z = f(t) regular wund schlicht
im Gebiet G, ist, dann hat die nte Ableitung der Umkehrfunktion
t = h(z) in jedem beliebigen Punkt zc G, = f(G,) die explizite Form

dz"
&5y -1n=1),

wo t,_, die Determinante der (n — 1)-ten Ordnung

(53)

44 !
amL e 0 0.0
4 fll ’
s, (1) ?'—‘ As(m) _2'_‘ ass(n) —1—" 0 0
(BA) b = |- « + - o e e e e e e e e e
f(n—l) (n—2) o fl
@ns,1() =D @y 1,2() 2] Qi) ETH
f('ﬂ:) f(n—l) o f"
L)< NCD) D1 ot () 5

ist, die fiur n =1 durch 1 ersetzt wird und im der bei n = 2, die
von null verschiedenen Elemente a;(n)fY=* /(5 — k + 1)! die Koeffi-
zienten

55) apn)=G—k+1n—-3 A=k=min(j,n—1;2=5=n)

haben.
Die Potenz (f')™ " im Nenner der Formel (53) ist exakt.

Wenn man in der Determinante (54) die Stellung von zwei
gleichweit von den Enden entfernten Zeilen jeweils vertauscht und
danach dasselbe auch mit den Spalten tut, erhilt die Formel (53-55)
eine andere Form. Diese transformierte Form der Formel (53-55)
wurde von F.G. Kravchenko [11], S. 78 auf anderem Wege durch
eine Matrixmethode erhalten, wenn die Funktion 2z = f(¢) ein
algebraisches Polynom und die Funktion ¢ = A(z) ein regularer und
schlichter Zweig der algebraischen Funktion, umgekehrt vom
Polynom, sind.

Im Vergleich mit der bekannten, klassischen Formel von
Lagrange und der kombinatorischen Formel von Comtet fir die
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Umkehrung der Potenzreihen (siehe z.B. entsprechend in [2], S
148: Theorem A und S. 150-151: Theorem E und auch in der
Originalarbeit von Comtet [3], S. 458) ergeben unser Theorem 7 fiir
9(t) = t oder Theorem 8 folgendes

THEOREM 9. Moge die Funktion z = f(t) regular und schlicht
im Punkt t, sein und in seiner Umgebung die Entwicklung

(56) p=fO=m+ XAt (0

haben.
Dann hat die Umkehrfunktion t = h(z), reguldr und schlicht im
Punkt z, = f(t,), in seiner Umgebung die Entwicklung

(57) t= ) =t + 3 (—1 e — 2,

21:.1

wo h,_, die Determinante der (n — 1)ten Ordnung

. (n)fe () fi 0 0---0
agu(n)fs () fr g(n)f, 0---0
(B8)  hy = |- - e T
an—1,1(’n)fn—1 an—l,Z(n)f'n—2 o an—1,n—1('n)f1
anl(%)fn an?(n)fn—l e an,n—l(n).fz

ist, die filr n =1 durch 1 ersetz wird und in der ber n = 2, die
von null verschiedenen Elemente a;(n)f;_,+, die Koeffizienten

59)  aum = "EFD" 1 (1 <p<minG,a—1);2<j=<n)
J

haben.
Die Potenz fi** im Nenner des allgemeinen Gliedes der Rethe
(57) ist exalkt.

Insbesondere ergibt das Theorem 9 die entsprechende Umkehrung
in der beriihmten Klasse S der regularen und schlichten Funktionen
z = f(t) im Kreis |t| < 1(t, =2, = 0, f, = 1).

Schliesslich gibt das Theorem 8 unmittelbar einen expliziten
Ausdruck fir die Auswechslung der hoheren Ableitungen in der
Transformation von Legendre:

THEOREM 10. Set die reguldre Funktion w = p(z), die im
Gebiet G, eine schlichte Ableztung 0'(z) hat, nach der Transforma-
tion von Legendre

(60) t=w, u=2w, —w



234 PAVEL G. TODOROV

umgewandelt, wo die neue Funktion u = (t) im Gebiet G, = p'(G,)
reguldr ist.

Dann hat die nte Ableitung der Funktion w = p(z), ausgedriickt
durch die Ableitungen der Fumnktion u = +(t), die explizite Form

(_iﬂi = (..1— i)ﬂﬁz _]_-7,_ = (—1)* Un_2
u

dz" u" dt (w')="
(2) -nnz2),
wo u,_, die Determinante der (n — 2)ten Ordnung
au(n—l)Z—’!” azz(n—l)% 0 0---0
%(n—l)%';—' a32(n—1)—7g"—, a33<n—1)_1“'l 0---0
(62) Upy =]+ = + - - - R .. TR .' ..... ;
an_z,mn—l)(gjz)—! an_“(n—l)mi_ﬁ- g s(U—1) 7;!
an_l,xn—l)(fj—“‘l’? an-l,m—l)(q’ff—(_“%- =D

ist, die fir n = 2 durch 1 ersetzt wird und in der bei n = 3, die
von null verschiedenen Klemente a;(n — L)u"*2/(j —k + 1)! die
Koeffizienten

63) aun—1)=G—k+D(n—-1)—7 (1=k=min(j, n—2); 2<j=n—1)

haben.
Die Potens (w")™* im Nenner der Formel (61) ist exakt.

Beweis. Wie bekannt, ist die Transformation von Legendre
invariabel beziliglich w und %, d.h. die inverse Transformation von
% in w drickt sich durch die Formeln

(64) 2= U, w=1tu —u

aus, die aus (60) nach Differenzieren der zweiten Formel nach z
folgen, unter Beriicksichtigung, dass % von z mittels ¢ abhingt und
dass p"(z) # 0 wegen der Schlichtheit von p’(z) ist. Folglich sind
die Funktionen ¢ = w. und z = u, zueinander invers. Wenn man
die Formel (53-55) fiir die (n — 1)te Ableitung d"‘t/dz"* = d"w/dz"
anwendet, erhalt man die Formel (61-63). Umgekehrt, wenn man
(53-55) zu d"'z/dt"' = d"u/dt” anwendet, erhalt man eine explizite
Formel fir die nte Ableitung der Funktion % durch die Ableitungen
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der Funktion w (zu diesem Zweck geniigt es, in (61-62) die Buch-
staben w, z, u entsprechend mit den Buchastaben u, ¢, w zu ver-
tauschen). Folglich driickt die Formel (61-63) die Auswechslung der
Ableitungen im ersten Fall aus, und beim zweiten Fall gibt sie die
Koeffizienten, mit Genauigkeit bis zum Faktor 1/n!, der Taylorschen
Entwicklung der Funktion % in der Umgebung des zu betrachtenden
Punktes ¢ an. Diese Entwicklung kann man unmittelbar analog der
Formel (57-58) schreiben.

4, Schlussbemerkung. Alle Theoreme und Formeln in vorlie-
gender Abhandlung bleiben auch fiir reelle Funktionen bei deren
entsprechenden Bezeichnungen und Anforderungen richtig. So ist
z. B. fiir Theorem 1 und Formel (14) die Anforderung nur fur die
Differenzierbarkeit in den betrachteten Punkten wenigstens n mal.
Fir die ubrigen Theoreme sind noch entsprechende Anforderungen
von einer nicht verschwindenden ersten (oder zweiten) Ableitung,
eine Entwicklungsmoglichkeit in Potenzreihen usw. notwendig. Es
sei darauf hingewiesen, dass die letztere Anforderung aus der Sicht
der Theorie der formalen Potenzreihen nicht notwendig ist. Eine
klare Darstellung dieses Sachverhaltes ist gegeben im Buche von
Henrici [8], Chapter 1. Man vergleiche auch unsere Arbeiten [18-20].
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