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REPRESENTATIONS MONOMIALES DES GROUPES
DE LIE NILPOTENTS

HibptNoORI FUITWARA

On va étudier dans un cadre de la méthode des orbites la formule de
Plancherel pour des représentations monomiales d’un groupe de Lie
nilpotent et 'expliciter dans le cas de multplicités finies en calculant les
coefficients intervenants.

0. Introduction. Cette étude a pour origine la thése de Benoist [2],
qui nous suggére d’écrire concrétement la formule de Plancherel abstraite
due a Penney [17] pour une représentation monomiale d’un groupe de Lie
nilpotent.

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe
d’algeébre de Lie g. D’aprés la méthode des orbites [13], le dual unitaire G
de G, l'ensemble des classes d’équivalence des représentations unitaires
irréductibles de G, est paramétré par I’espace g* /G des orbites de I’action
coadjointe de G dans l’espace vectoriel g* dual de g. Pour 7 € G, on
notera {2(7) lorbite coadjointe de G associée 4 «. Dans ce cadre, on
considére une représentation monomiale 7= ind¢ x induite par un
caractere unitaire x d’un sous-groupe analytique H de G. Au fait, § etant
la sous-algébre de Lie correspondant a H, x s’écrit sous la forme
x(exp X) = "1/ (X € B) avec f € g* telle que b soit totalement iso-
trope pour la forme B;: B/(X,Y) = f([ X, Y]) quels que soient X,Y dans
g. D’aprés Grélaud [11], 1a désintégration centrale canonique de 7,

T ~f (m)mdv(w)

s’obtient comme suit, ce qui a été démontré aussi par Corwin et Greenleaf.
Quant a la mesure, la classe de » est I'image par ’application de Kirillov
0: g* — G de celle de la mesure de Lebesgue sur f + h+, ol h* désigne
Porthogonal de §) dans g*. En ce qui concerne la fonction m(7) de
multiplicité, m (=) est le nombre de composantes connexesde (f + §H*) N
Q(m)siet seulement si chaque composante est une variété différentielle de
dimension égale 4 3 dimQ(7) pour »-presque partout, sinon m(7) est
I'infini pour toute «. En tout case, m(7) est égal au nombre de H-orbites
inclues dans (f + H ) N Q() (Duflo, cf. [11]).
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On note 5%, l'espace de 7, /,° celui des vecteurs C* de 7 et 5, ®
Pantidual de 5£>, c’est-a-dire I’espace vectoriel des formes antilinéaires
continues de £ > dans C, muni de la topologie de dual fort. En notant e
Pélément neutre de G et posant a,(¢) = ¢(e) quel que soit ¢ € K, on
obtient un élément cyclique a, de 5#,"*.

Le but de cette étude sera d’établir la formule de Plancherel concréte
pour la représentation cyclique (7, a,) lorsque 7 est de multiplicités finies,
ce qui veut dire d’expliciter d’'une facon particuliere pour elles la formule
de Plancherel abstraite due a Penney [17].

Je tiens a remercier Yves Benoist, Gérard Lion, Bernard Magneron et

Michel Duflo de leur intérét pour ce travail.

1. Notations et rappels. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe
et simplement connexe d’algébre de Lie g. En notant exp 'application
exponentielle, on écrira G = expg. Soient V, W des espaces vectoriels
réels de dimension finie tels que W C V. On note V* P'espace vectoriel
dual de V et W+"", ou plus simplement W+ si cela ne préte pas a
confusion, I’orthogonal de W dans V*. Etant donnée f € g*, le noyau de
la forme bilinéaire B, se note g(f): a(f) = { X € g; B,(X,Y) = 0 pour
tout Y € g}. On dit qu’une sous-algebre de g est subordonnée a f si elle
est totalement isotrope pour B;. On note S(f,g) I'ensemble de telles
sous-algeébres et M( f, g) celui des sous-algebres qui sont en méme temps
des sous-espaces totalement isotropes maximals. Un élément de M( £, g)
sera appelé polarisation réelle au point f. Enfin, soit Q( f, g) 'ensemble
des sous-algebres §) telles que f) + g(f) soit un sous-espace totalement
isotrope maximal.

Soit ) € S(f, g). Donnons-nous un caractére x, du sous-groupe
analytique H = expl correspondant a § par, quel que soit X € b,
X (exp X) = e/ On fabrique la représentation induite T =
p(f,5,G) = ind?,xf de G. Par définition méme d’une représentation
induite, 7 se réalise par translations a gauche dans I'espace de Hilbert %,
des fonctions ¢ sur G vérifiant ¢(gh) = x f(h)‘1¢>( g) quels que soient
g€ G et he€ H, et de carré intégrable sur G/H pour une mesure
invariante. On appelle monomiale une représentation induite comme
celle-ci par un caractere unitaire d’un sous-groupe fermé.

Soit 8: a* /G — G la bijection de Kirillov induite par 6. Pour 7 € G,
on notera (=) I'orbite correspondante: Q(7) = §7'(7). On munit g* /G
et G de leurs structures topologiques et boréliennes habituelles. Il est bien
connu que # est un isomorphisme borélien, méme un homéomorphisme,
de g*/G sur G (cf. [10]). On confondra parfois les classes d’équivalence
dans G avec leurs représentantss, et la relation d’équivalence entre deux
représentations ;, 7, Se notera m = 7, ou méme T, = 7,.
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Lorsque g décrit G, on notera d;(g) ou dg une mesure de Haar sur G
et d¢ une mesure invariante sur un espace homogéne de G. Soit 7 une
représentation unitaire (continue) de G dans un espace de Hilbert (sépara-
ble) #,. Notons pour a € #,** et b € #,%*, (a, b) I'image de b par a.
Soit 9(G) l'espace des fonctions C* sur G a valeurs complexes et a
support compact. Pour ¢ € 9(G), en faisant le choix d’une dg, on pose

n(¢) = fG ¢(g)7(g) dg,

et remarqu’alors que 7(¢)#, © C H> quelle que soit ¢ € D(G) (cf.
[7D-

Soient H un sous-groupe fermé de G et x un caractére de H. On note
(S#7°)H:x le sous-espace vectoriel des éléments a de s > vérifiant
a(h)a = x(h)a pour tout h € H.

Comme plus haut, soient f € g*, §h e S(f,g) et 7=p(f,h,G)=
ind§ x, avec H = exp, x (expX) = e, i = /-1, pour X € . On
s’intéressera 4 la formule de Plancherel abstraite, due 4 Penney [17] et &
Bonnet [5], appliquée a la représentation cyclique (7,a.), ou a, €
(H#°)xs est donné, pour ¢ dans >, ce qui entraine que ¢ est une
fonction C* sur G (cf. [18]), par a.(¢) = ¢(e).

Lorsque b appartient & M(f, g), 7 est irréductible et 'on connait le
résultat dd 2 Howe [12] disant que, pour 7 € G, Pespace (2 °) % est
égal 4 Ca, si w =7 et trivial si # # 7. Si ) & M(f, g), on désintégre
(7, a,) en désintégration centrale canonique:

T= f: m(w)adv(w), a,= f: a,dv(m).

D’aprés I'unicité de désintégration [17], les a, étant »-presque partout
dans (m(m)#, )5, on a @, = (a%), < < (w) aVee ak € (A7) e,
pour ¢ € 2(G),

m(m)
@ (r(9)ana) = [ X (n(e)af.ar)dv(m)  (cL.[5]).

On choisit maintenant une mesure de Haar dh sur H et utilise dans
. la norme définie au moyen de la mesure quotient dg = dg/dh sur
'espace homogéne G/H. Formons, pour ¢ € 2(G), un élément ¢} de
> par la formule

o4 (g) = fH o(gh)x,(h)dn (g€ G).

Alors, le membre gauche de 1’égalité (1) n’est autre que la moyenne ¢}(e)
de ¢ sur H pour poids X .
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En effet, pour y dans 5, en posant ¢*(g) = o(g!) (g € G), il
vient

(1(9)a,,¥) = (a,, 7(s*)¥) = fG¢(g")¢(g“‘)dg

= [ #(2)9(g)dg = fG/Hde/HMgh)xf(h)dh.
D’ou
7(¢)a, = of,
(r(¢)a,.a,) = (a,,7(9)a,) = ¢fi(e).

On récrit ainsi la formule de Plancherel abstraite pour la représenta-
tion cylcique monomiale (7, a,):

THEOREME 1 ([5],[17)). La désintégration centrale canonique de T =
o(f, b,G) se notant

T= f (m)mdv(7),

il existe dans (H#,°)¥%, pour toute w € G, des éléments a*, 1 < k <
m( ), avec lesquels la formule

m(m)

oh(e)= [ X (m(¢)ak,ak)dv(n)

G k=1

s’ établit pour n’importe quelle ¢ dans 2(G).

Comme Benoist [2], [3], nous pratiquerons dans des cas particuliers un
calcul explicite de (a%),cg1<x< m(wy PoUr obtenir une formule de
Plancherel concréte.

Pour terminer cette section on va examiner de prés un exemple.

ExeMPLE 1. Soit g algébre de Lie nilpotente de dimension 4 définie
sur la base (e,, e,, 5, e,) par les crochets: [e,, e,] = e;, [e1, e5] = e,. Soit
f = ef relativement a la base duale de g* et prenons f) = Re, ® Re, dans
S(f, ). On considére f, = e} + e} (A€ R) dans f+ h* et trouve
alors g(f,) = R(e, — Ae;) ® Re,. Donc, b € Q(f,, g) pour A non nul.
Soit G=-expg. Pour /€ f+ h* vérifiant I(e;) # 0, lintersection
(f+ 5*Y) N G-I consiste en deux droites dont chacune est une H-orbite
pour H = exp b, tandis qu’elle est une droite contenant des H-orbites en
nombre infini pour / € f+ §h+ s’annulant en e;. On voit aussitdt que
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p(f+5*Y)={G-f,;A >0}, p étant Papplication canonique de g* sur
Iespace g*/G d_es orbites, et qu’en posant 7, = 0(G - f,) avec I'applica-
tion de Kirillov 8: ¢*/G = G,

p(,5,6) =indfx, =2 [" mah,

ce qui est aussi traité dans [11].

En prenant une polarisation réelle f = Re, ® Re; ® Re, au point f,
et en réalisant =, € G dans L2(R) sous l'identification H, Do de
L*(R) donnée par ®(t) = ¢(expte;) (¢ € R), on constate que I’espace
Hye  se réalise comme espace de Schwartz &(R) et par suite que
(5,°)"% = Ca} ® Cajou ay: ® ~ ®(0) tandis que a3: ® — ®(2A) si
A#0et®~ (d®/dt)(0)si A = 0. vient ainsi que dim(5#, *) "% = 2,
égale a la multiplicité en 7. De méme, (£, *°)"X% = {0} si = n’est
équivalente & aucune 7,.

Quant a la formule de Plancherel, on pose, pour ¢ € 2(G),

vh(s) = [ v(an)x,(an  (5<6),

. _ —— .. 4
oudh=dx,dx,sih= €XP X €3 EXP X 4€4. Choisissons dg = I1;_; dx; pour
g= H;Ll exp x e, Dans ces circonstances, on a la formule:

vile) = f;fow {(m¥)ak, @) + (m(¥)a},a}) } .

En effet, soient K=-expf et dk = I—I;‘=2dx ; pour k= [T}_,expxe;.
Alors, ¥} = m,(¢)a) € #,° = £ (R) s'obtient par

B(1) = [ vlexpre, - k)x (k) dk (1€ R),
et par suite
(m(¥)ah,ad) = [ ¢(x)x, (k) de.
De méme, ¥2 = m(¢)a} € L(R) s'obtient par
¥2(t) = jK¢(exp(z— 2\)e, - k)x, (k)dk  (t€R),
et puis

(m(¥)a},a}) = j;{zb(k)xf_x(k)dk.
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De tout ce qui précede,

L7 (m@ah,a) + (mw)ai ai)) r

— ___1_ * iAx; —iAx;3
= 2771; d)\jl; dx3/;1 (e™n + e~ ™)y (hexpxse;)x,(h) dh

1 iAXxs
= 2_‘7;fn2 e d}\dx3L \P(heprgea)Xf(h)dh

= [ (0, (h) dn = yf(e)

a l'aide de la formule de Plancherel pour R.

2. Représentations monomiales, multiplicités. Dans tout ce qui suit,
sauf mention contraire, G désigne un groupe de Lie nilpotent connexe et
simplement connexe d’algebre de Lie g. Supposons que G agit par une
action unipotente dans un espace vectoriel réel V' de dimension finie. Soit
v un vecteur G-invariant non nul dans V. Quand on pose, pour x
arbitrairement fixé dans V, L, = x + Ru, il se produit deux possibilités:
soit L. NG-x={x}, soit L, NG-x=L,. En dautres termes, la
droite L, rencontre l'orbite G -x en un seul point, ou bien y est
complétement contenue. Selon ces deux possibilités, qui ne dépendent que
de lorbite, une orbite sera dite respectivement non-saturée ou saturée (cf.
[10], [19], [20]). Soient / € V* et W un sous-espace vectoriel de V. Notons
X le sous-espace affine / + W+ de V*. Or G agit dans V* par I'action
contragrédiente et introduit dans X une relation d’équivalence, dont
I’espace quotient se note Y = X/G et dont une classe sera encore appelée
par abus de language G-orbite.

Soient p une mesure positive finie sur X équivalente & la mesure de
Lebesgue et fi son image par la projection p: X — Y. En voyant que Y est
un espace borélien analytique (cf. [1], [4]), on désintégre p relativement a
fi: pour tout y € Y on trouve une mesure g, sur X, concentrée sur ri(y)
et telle que

w(E) = fY w,(E) di(y)

pour tout sous-ensemble borélien E de X. La famille {p,}, <y est unique
a un ensemble ji-négligeable pres.

LEMME 1. Le support de p., est p~N(y) tout entier pour fi-presque tout
yeyY.
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5 Démonstration. Posons ¥ = {y € Y;suppp, # P ()} est montrons
f(Y) = 0 par récurrence sur dim¥. On prend un sous-espace G-invariant
V, de codimension 1 dans V. On suppose d’abord W C V¥ et exprime par
indice 0 des objets correspondant a V,: X, = [, + W% avec [, = |V,
V;* = (V,)* etc. Par hypothése de récurrence fi,(¥,) = 0. Si on prend un
élément / € V* s’annulant sur ¥V, / est évidemment G-invariant. Soit X
(resp. X,) ’ensemble des éléments de X dont I'orbite sous G soit saturée
(resp. non-saturée) par rapport & /. On sait alors que X; ou X, est
p-négligeable (cf. [10], [20]).

Lorsque p(X;) = 0, on peut reproduire les raisonnements faits dans
les pages 33 a 38 de [10). En voici une esquisse: ’espace Y (resp. ¥)
sidentifie 2 Y, X R (resp. ¥, X R) a un ensemble négligeable prés et, sous
cette identification, fi est équivalente au produit de ji, par la mesure de
Lebesgue sur R. Ainsi, fi(¥) = 0 sensuit de ji,(¥;) = 0

Lorsque p(X,) = 0, on a Y = Y, & un ensemble négligeable pres et i
est équivalente a ji,. De plus, pour fi-presque tout y € ¥, p7}(y) =
P2 (y) X Roet p , est equlvalente au prodult de (po), par la mesure de
Lebesgue sur R. Donc, ¥ = ¥ et i (¥,) = 0 entraine p.(Y)

Supposons W & V. On fixe un élément w dans W qui n appartient
pasalVy  V=Rwe Vet W=Rw & (Wn V). Onpose W, = WnN V,
X, = I, + (Wp) +'% c Vy* et identifie cette fois V;* au sous-espace { v* €
V*, v¥(w) = I(w)} de V*. Alors, X, u,Y, i et Y s’identifient respective-
ment a X,, fo, Yo, fip et 2 ¥, d’olt le résultat. o

Maintenant, comme dans la section précédente, soient f € g*, b €
S(f, 8), x, un caractere unitaire de H = exp h défini par x (exp X) =
e’/ pour X € h et = p(f,h,G) = ind§ x,. Soit

T= f (7)mdv(7)

la décomposition centrale canonique de 7. Lorsqu’on note p une mesure
finie sur g* équivalente 4 la mesure de Lebesgue sur X =f+ 5+, p la
projection de g* sur I'espace g*/G et 6 = ;: g* — G, 0= 50: g*/G -
G les applications de Kirillov, » s’obtient comme image de p par 6:
v =0,(p) = (e p)s(p). On désintégre p relativement & »: symbolique-
ment,

p= féuydu(y),

ol p, est une mesure sur X portée par I'orbite @1 X)(y)=XnNQy).
Du Lemme 1, il vient:
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COROLLAIRE 1. Le support de ., est I’orbite X N $2( y) tout entier pour
v-presque tout y dans G.

On prend dans g un idéal g, de codimension 1 tel que g, contienne
b, et un élément / € g* s’annulant sur g,, donc invariant par G. On sait
que toutes les orbites sont du méme type pour / & un ensemble p,(p)-
négligeable prés. En posant G, = exp g, et pr: g* — g*, la projection
canonique, on rappelle des résultats bien connus [13], [19]. Si © est une
orbite saturée, pr({2) se compose d’une famille & un paramétre { w,}, . g de
Gy-orbites, dimQ = dimw, + 2 et §5(2) = ind, b (w,) pour tout ¢ € R,
tandis que, si § est non-saturée, w = pr({2) est une G,-orbite, pr donne
un difféomorphisme de € sur w, pr~*(w) se compose d’une famille & un
paramétre { ,}, . g de G-orbites et que

indg G, (w) = f: 8.(2,) dr.

Ces situations ainsi que les notations seront utilisées dans la suite a
maintes reprises.

Pour une orbite @ € g* /G, intersection X N Q, X = f 4+ H+ comme
plus haut, est une variété algébrique réelle (cf. [19]), ce qui entraine que le
nombre de ses composantes connexes est fini d’aprés Whitney [21]. Soient
= lensemble des éléments / dans X tels que § € Q(l,g), et Z(f+ H ")
celui de tels / € X que dim g(/) soit minimum lorsque / décrit X. Alors
Z(f+ H+) N E est, supposé non vide, un ouvert de Zariski dans X et
donc admet dans X le complémentaire p-négligeable. Dans la condition a
remplir pour que / appartienne & =, c’est pr(/) qui compte, autrement dit
pri(pr(l)) c Esil e E.

LeMME 2. (i) Soient Q@ € g*/G et C une composante connexe de
(f+ b5*) N Q. Si C est une H-orbite, alors dimC = 3 dimQ et h € Q(/, g)
pour l € C aribitraire.

(1) Soit | € E. Chaque composante connexe de = N G -1 est une
H-orbite de dimension 5 dimG - [.

Démonstration. On garde les notations précédentes, par exemple X, =
fo + b9 etc, et adopte la récurrence comme d’habitude. Montrons (i).
Soit I, = pr(l) € g¥. Si Q est non-saturée, la composante connexe pr(C)
de X, N pr(R) est une H-orbite. Donc, dim pr(C) = % dim pr(Q) et
b € Q(l,, a,) d’apres ’hypothése de récurrence. Il en vient aussitdt les
résultats cherchés. Supposons  saturée. Il est immédiat que, la com-
posante connexe pr(C) de X, N pr({2) étant une H-orbite, elle représente
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une composante connexe de X, N G, - /,. Dela, dim pr(C) = 3 dimG, - [,
et h € Q(/y, go)- Notre hypothése implique aussi que g(/) N'h est de
codimension 1 dans gy(/,) N h. On voit ainsi que dimC = 3 dimQ,
dim(h + g(/)) = dim(h + g4(/,)). La derniére égalité veut dire que b €
o(l, g).

On s’engage a I’assertion (ii). On définit =, pour g, comme = pour
g. Soit G -/ non-saturée. Puisque §h € Q(/,, g,), chaque composante
connexe de E, N G, - [, est une H-orbite de dimension 3 dimG, - /, et il
suffit de remarquer l'inclusion pr(=) C X,

Supposons G - I saturée. Puisque h) + g(/) est un sous-espace de g,
totalement isotrope maximal pour B, § + g(/) D g,(/,) et par consé-
quent § + g(/) = b + g,(/,). On en déduit que pr=(l,) D H - I. Comme
pr(E) € &,, 'hypothése de récurrence assure que chaque composante
connexe de =, N Q,, &, = G, - [, est une H-orbite de dimension 3 dim Q,,.
Considérons 1’action de G dans g§.

On choisit une base (X, ..., X,) supplémentaire (cf. [14]) de g(/,) =
go(/,) dans g de maniére & ce que le premier élément X, n’appartienne
pas & g,. Pour t = (£,,...,¢,) € R¥, on pose g(t) = IT}_, exps, X,. Il est
possible d’identifier G - I, = pr(G - I) & R* sous le difféomorphisme @
donné par:

k
DR t=(1y,...,14,) > gt)- 1, = (H expthj) loe G-,

j=1
On introduit un ouvert M de R*:
M = {t € R*; dim(h + g,(g(t) - [,)) = dim(b + go(7,))},
sur lequel la condition pour que g(t) - /, appartienne 4 X, s’écrit
F(t) = F(t,,...,1,) =0

pour certains polyndmes F, 1 <j<d=dim}). Sur M N ®7Y(X,), le

j ’
rang de la matrice

oF,
ot

n )ISmsd

2<n<k
reste constant égal a dimbh — dim g,(/,) N h = 3 dimQ, et d’ailleurs le
vecteur v, = (3F,/9¢,,...,0F,;/dt;) est linéairement indépendant des
vecteurs v, = (3F,/9t,...,dF,/3t)),2 < j < k. Il en résulte que la matrice

( oF,
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posséde sur M N ®7Y(X,) le rang constant égal & 3 dimQ, + 1, ce qui
entraine que M N ®~'( X,) est une sous-variété différentiable de M dont
la dimension est k — (3 dimQ, + 1) = § dim,. Ceci posé, chaque com-
posante connexe de X, N G - [, est une H-orbite, ce qui nous conduit a
Passertion (ii). O

Il a été prévu [20] que, pour tout / € Z(f+ h*), les composantes
connexes de (f+ H*) N G - ] fussent des variétés différentiables, ce que
contredit le:

ExeMPLE 2. Soit g I'algébre de Lie nilpotente de dimension 8 définie
sur la base (T}, X;) (1 <i < 3,1 <j<5) par les crochets: [T}, X;] = X,,
[Ty, X1 = X5, [T;, X1 = =X, [T}, X,] = [T, X31 = [T;, X,] = X;. Puisque
le centre de g est RX, dimg(/) > 2 pour / € g* arbitraire. Posons
G =expg et f= X¥ € g* par rapport a la base duale de g*. Un calcul
direct donne g(f) = RX, ® RX; et

4

3
G-f= 2 RT*+ —12—(x§+x§—x§)X1*+ > oxXx 4+ XX,

i=1 Jj=2

x, € Rpour2<j<4 DoudimG-f=6etdimg(f) est minimum. Si
Ionprend § = g(f) = RX; ® RX; € S(f,qg),alors f€ Z(f+ h*) et

(f+B54)NG-f

3 4
={le Y RT*+ ijXj+X5*Cg*;x}=x§+x32},
i=1 j=2

qui est une variété algébrique mais non différentiable.

EXEMPLE 3. Supposons que X = f+ h+ admet un élément / dont
Porbite correspond & une représentation de carré intégrable modulo le
centre de G. On sait [16] que g(/) coincide avec le centre 3 de g et que
G-l=1+3*.Donc, XNG-Il=1+(h+3)*. Dou dire que dim X
N G-1=1dimG -/ est équivalent & dire que f = § + 3 appartient a
M(l, g),etsicestlecas,ona H-/= XN G - [ On voit ainsi que

D
r=ind%x,=m adv(w
fx;=m | wdv(n)

ou m est égal & un ou a l'infini, et m = 1 si et seulement si b appartient &
(1, g).

Avant de terminer cette section, donnons quelques exemples au dela
du cas nilpotent. Pour le moment, G désigne un groupe de Lie résoluble
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exponentiel d’algébre de Lie g. La correspondance entre G et g*/G reste
valable (cf. [4]).

EXEMPLE 4. Supposons qu’il existe une suite croissante
hb=goCcgC - Cg,1Cg,=¢, dimg,/g, ;=1

de sous-algebres de g telle que g;_; est un idéal de g ;- Dans ce cas aussi,
la mesure » est construite comme dans le cas nilpotent [20]. Si (f+ § )
N G-1= H -1 pour presque toute / € f + h*, on voit facilement que
T = p(f, b, G) est sans multiplicité: a savoir

T= /: adv(w).

ExeMPLE 5. Etant supposé que g = RT ® RX ® RY @ RZ: [T, X]
=X, [T,Y]=-Y, [X,Y]=Z, posons O(a,8)=G-f,z (B#0) ou
fap = aT* + BZ* par rapport a la base duale de g*. Un calcul simple
montre

O(a,B) = tT* + xX* + yY* + BZ*

avec des coefficients vérifiant xy = B(a — ).

Prenons d’abord ) = RT @ RX. On a f, 5 + h*=a,T* + RY* +
RZ* et par suite, pour 8 non nul, (f, 5 + bH*) N O(a,B) est une
H-orbite H -f, = aqT* + RY* + BZ* si a = a, ou vide si a # a,.
Soient = RT®RX®RZ, K=expf et n(a,B) € K associée 2 la
K-orbite passant aT* + BZ* € £*. Alors,

ind§x,, , =ind§indfx, , =ind§ fR 7(ay, B) dB

~f 0(0,,8)

6 étant Papplication de Bernat de g* /G sur G.

Deuxiémement soit §) = RT & RZ. Pour B#0, (f,, 5 +5H")N
O(a, B) est vide si B # B, ou égal, si B=L,, & a,T* + xX* + yY* +
By Z* avec xy = B,(a — a,) qui se compose de deux H-orbites si a # a.

En passant, soit g, lalgébre de ax + b: g, = Re; ® Re, avec le
crochet [e;, e,] = e,. Il est bien connu que le groupe G, = exp g, a deux
représentations 7, de dimension infinie correspondant aux orbites + G, -
e¥. Soient f= aef € g%, h,=Re, € S(f,g,) et Hy=explh, On a,
pour [ € f + b3%% quelconque, ind$} x, = indf x, =7, ® 7_.

En revenant a notre cas, posons 1 = RX® RY ® RZ et N = expn.
Le sous-groupe K étant comme ci-dessus, on trouve K isomorphe a
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G, X R. Notant x le caractére unitaire de R donné par x4 (a) = e et
X le produit de Kronecker extérieur,

ind%xfaoy = lndedef ind?((('n'+>< Xﬁo) ®(7_x Xﬂo))
= ind§ (x, @ x) = ind§ind} (x, @ x,)
= 2ind§m, =2[" 6(0(a,By)) d
R

ou ) =RX®RZ H =expl), f=v,X* + BZ (j=1,2) avecy, > 0,
, <0etm € Nliceala N-orblte passant B,Z* dans n*. Ainsi, on voit
une fois encore que la multiplicité est donnée par le nombre de H-orbites.

On trouvera dans [2], [11] d’autres exemples concernant nos questions.

3. Vecteurs généralisés et semi-invariants. Revenant au cas nilpo-
tent on reprend les notations précédentes: G = exp:g, b € S(/f, g) et x;
le caractére unitaire de H = exp ) défini par x (exp X) = e/ pour
X € 5. L’objet a étudier dans cette section, C’est I'espace (I, °)# % des
vecteurs généralisés de 7 € G, semi-invariants par H a poids x 7~ On
prend un / € Q(=), y choisit une polarisation réelle b € M(/, g) et réalise
7 dans Pespace L*(R™), m = 31 dimQ(7) comme suit. On dira qu’une
base supplémentaire ( X;,..., X,,) & b dans g est adaptée, si pour tout j,
le sous-espace L7 RX, & b est une sous-algebre de g. Prenons-en une
(X}, ---5 X,,)- On peut (cf. [19]) alors identifier I'espace G avec R” X B,
ou B = exp b, au moyen du difféomorphisme ® donné par

m
®:R”" X B> ((x1,...,x,,),b) ~ (H expijj) -be G,
j=1
ce qui nous permet d’identifier I’espace homogéne G/B a R, une mesure
de Lebesgue dx =I17_,dx; sur R” 4 une mesure invariante sur G/B et
I’espace 5#,° des vecteurs C* de = a 'espace de Schwartz ¥ (R™) (cf.
[8]). Ceci étant, 'espace > des vecteurs généralisés de = est anti-
isomorphe a I'espace S (R™)" des distributions tempérées sur R”. On
identifiera parfois R™ au sous-ensemble ®(R™ X {e}) de G.

Pour étudier Pespace (£ °)HX;, ce sera sa dimension qui nous
dirigera dans la suite. Commengons par regarder le cas ou I'on pourrait
prendre b de maniére a ce qu'on ait gHg™! C B pour tout g € G, ce qui
est le cas en particulier pour toute / € [}, h]*+ C g* si § est un idéal. Pour
a € #, >, dire que a € (K, )% équivaut a dire que, pour tous ¢ €
H>X, geGethe Hona

(2) <aa(Xf(h) - x,(g“lhg))¢> = 0.
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Donc, lorsqu’on regarde a comme distribution sur R™, son support est
contenu dans 'ensemble SNR” ou S={geG;g-/€f+h*}. En
particulier, si b est un idéal abélien de g, (/)" X = {0} pour toute
7 € G telle que Q(7) ne rencontre pas f + h*.

A supposer que § soit un idéal et que / appartienne & (f+ H+) N
(), on choisit b de sorte qu’elle contienne §. Si § & Q(/, g), on trouve
I'inclusion stricte H € B ¢ G(f') ou G(f') désigne le stabilisateur dans G
de f' = f|H € h* et jouit de la propriété¢ G(f') - f=(f+H)NG-f,ce
qui entraine directement dim(s#,°)#Xs = oo, en regardant ses éléments
a, fabriqués, pour g € G(f"), par a,(¢) = ¢(g) quel que soit ¢ € #,°.

Soit maintenant h € Q(/, g), Cest-a-dire b = b + g(!) = g(f"), le
stabilisateur dans g de f’ € b*, et par suite B = G(f’). S’il en est ainsi, le
support de a € (#,*)¥X; regardé comme distribution tempérée sur R™
se réduit a I’origine. Allons constater que a est proportionelle a la mesure
de Dirac 8 a lorigine. En effet, introduisant parmi les dérivées de &
Pordre lexicographique relativement aux opérateurs d/0x;, 9/0x,,...,
9/90x,,, ce qui veut dire que

9lels RYLIE " "
> la|= X o, [Bl= X B
j=1 j=1

ax{"l PP ax;‘:’m axlﬁl P ax’p;’m

si et seulement s’il existe un indice k, 1 <k <m, tel que o =
Bis.osap_y = Br_1, o > By, soit

Qg

P e 0+ceC)

c .
le terme dominant de a par cet ordre et supposons que a,,, > 1.
Lorsqu’on prend ¢ € #(R™) de la forme ¢(x, ..., x,,) = [T7L,9,(x;)
avec ¢; € ¥ (R) vérifiant

daj‘1¢< d¢
0= = O =40 =0
J
dog; .
dx;.’f(o)_l l<j<m-1);
as’, ds,, d*"'p,,
d a,—2 (0) E(O) - ¢m(0) - O dxf,‘;"_l (O) - 15
la condition (2) se récrit
da
oz X (h) = xu(exp = x, X, - h - expx,X,.))$,(x,.)}| =0

X, =0
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quel que soit & € H. Ou encore, /([ X,,, X]) = 0 pour n’importe quel
X €Y, ce qui est contradictoire et 'on en conclut que a«, = 0. En
répétant ce procédé, on arrive finalement au résultat attendu.

On voit ainsi la:

PROPOSITION 1. Supposons que Y soit un idéal. Etant donnée m € G
telle que (f + H*) N Q(7) ne soit pas vide, on constate que (H,°)HXs est
de dimension 1 ou oo selon que Y appartient ou n’appartient pas a Q(l, g)
pour un et donc tout ldans (f + H+) N Q(m).

REMARQUE 1. Notons ici petits faits divers quelques fois utiles pour
déterminer Pespace (5 °)HXs/ dans des cas bien particuliers. Soient
7€ GetC,...,C, les composantes connexes de (f + H+) N (). Sup-
posons encore P'existence de / € Q(7) et de b € M(/, g) telles que gHg™*
C B pour tout g € G, mais f) n’est plus supposée étre un idéal. Pour
1 <j < n, on choisit arbitrairement des éléments g; de G de fagon qu’on
ait g, -1 € C, et considére a, € #,* obtenu par (a;,¢) = ¢(g;) quel
que soit ¢ € #°. Il est immédiat que a,,...,a, appartiennent a
(s, *)":xs et sont linéairement indépendants. En effet, le support de a ;
n’étant autre que la double classe fermée Hg B, il suffit de montrer que
Hg,B + Hg, B si j+ k. Sinon, I'ensemble connexe (f+H*)Ng;-
(I+b*)de(f+bH*)NQ(7) croiserait en méme temps C; et C,, ce qui
est absurde.

Si C; C E, alors C; est une H-orbite d’aprés le Lemme 2 et il est clair
qu’ & un scalaire multiplicatif prés, a; ne dépend pas du choix de g;.
Lorsque = contient toutes les C;, 'argument fait en chemin & la Proposi-
tion 1 affirme (5, °)"% =1"_, @ Ca, et, si de plus = rencontre
Z(f+ b?), 1a dimension n de (H£,*)7:x est égale a la multiplicité m( )
dans la désintégration de 7 = ind x .

Pluse généralement, soit § € S(f, g). Si, sous [lidentification
habituelle, on pose S = (g€ R™, g- I f+ h*, g 'Hg C B}, il est évi-
dent qu’une fonction ¢ sur R™ a croissance lente et ayant son support
dans S définit un élément de (#,°) "% par la formule:

Hr=FR") 29~ [ y(x)e(x)dx,
R"
dx étant une mesure de Lebesgue sur R™.

On reprend son chemin, garde les notations et pose g, = X7_, ® RX;
® b, G, = exp g, Notons g’ le sous-groupe a un parameétre exptX;, ¢
décrivant R. Soient my =ind$x, = =g’'-m, Cest-a-dire m(g,) =
7o(g7'808") pour g, € G,, et f, = f|g, € g§. Pour examiner un peu le
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cas ou b n’est pas contenue dans g, apres avoir remplacé X, au besoin,
supposons X; appartenir a §. Soit A = f(X;). Comme distribution
tempérée sur R™, a € (H,°)"X/ vérifie la relation

(¢(x; + t,%5,...,%,),a)= <e‘i)"4>(x1, XoyennsXp)s a>

pour tous ¢ € . L(R™) et t € R. D’ou on voit qu’il existe une certaine

distribtuion tempérée a, relativement aux variables (x,,...,x,,) telle
qu’on ait, pour ¢ € L (R"),
(3) (a,q>>=_/l; (ag, d(xy, X5, ..., x,,) Ye M dx,.

Comme application de ce procédé, on voit le:

EXEMPLE 6. Supposons G métabélien, ce qui veut dire que [g, g] est
abélienne. Dans la désintégration

T= f: m(m)wdv(m)

de 7 =ind¥ x,, la multiplicité¢ m(7) est dim(#, )" si (f+§*) N
Q(7) C = presque partout pour la mesure ». En fait, ce qu'on vient de
voir nous méne au cas, ou § C [g, g], étudié antérieurement dans la
Remarque 1 car il existe n’importe ol une polarisation réelle contenant

[a,al

Posons h,=Hh N g, et Hy=exph,. D’une manicre naturelle, a,
donne un élément de (9?;,:”)”0’*/ pour tout ¢ € R. D’ailleurs la restriction
o = 7|G, de 7 a G, se désintegre en

@
o =f m, dt,
R

a laquelle s’associe la formule (3) qui s’interpréte comme désintégration de
a:
@ it
a= f ase™'dt.
R

Enfin les composantes connexes de (f + §H*) N Q(7) correspondent par
projection pr: g* — g¥ aux composantes connexes de (f, + hg 9%) N
().

Cette observation nous permet de retrouver le résultat suivant di a
Howe [12]: pour ) € M(f, a), dim(5#, )X est égal 4 1 ou 0 selon que
Q(7) = G - f ou non. En effet, soit / € §(7), on se rameéne facilement au
cas ou le centre 3 de g est de dimension 1 et ou f,/ ont la méme
restriction non nulle sur 3. Prenons un triplet de Heisenberg ( X, Y, Z) tel
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que 3=RZ, [X,Y]=Z, f(Z)=1(Z)=1, f(Y)=0etque g=RX®
go avec g, = {U € g;[U,Y]=0}. 1l est possible de choisir une b €
M(l, g) inclue dans g,. Posons A = /().

Supposons d’abord que Y n’est pas inclue dans g, de sorte qu’on
puisse prendre X dans §. Soit f' =g f € g¥ 1l est évident que
b’ =bh,® RY € M(f’, g,). De ce qui précéde on constate qu'un élément
a de ()™ correspond a un certain a, € () ToXn0 = ()X
ou H' = expl’. Compte tenu de ce que les deux orbites (=) et G - f
sont saturées, pour obtenir le résultat il suffit d’appliquer 'hypothése de
récurrence.

Supposons ensuite §) inclue dans g,. Allons utiliser un sous-groupe a
un paramétre h, = exptY (¢ € R) appartenant nécessairement & H N B.
Par semi-invariance appliquée & #,, un élément a de (5, )% vérifie,
pour tout t € R, (a,(1 — e ™M)¢(g)) =0 ol g=expsX-g, avec
s € R, g, € G,. Un raisonnement analogue a celui fait dans la démon-
stration de la Proposition 1 montre qu’il existe un élément a, dans
Ho® =, tel quon ait, pour ¢ € H#,°, (a,¢) = (ag, ), ¢ étant
donnée par ¢(g,) = ¢(expAX - g,), 8, € G,. Cela implique aussitdt que
a, € (¥, *)H-xs0, d’ou Pon peut se terminer comme dans le premier cas.
Ramarquons que A est une seule valeur de 7 € R satisfaisant a la
conditionexptX -l f+ §+.

Eu égard a tout ce qu’on vient de voir, on va modifier 1égérement le
résultat de Benoist pour associer & chaque composante connexe C de
(f+5*) N Q(7w) inclue dans = un sous-espace de dimension 1 de
(s£=°)"xs. Etant donée [ € Q(m), 7 se réalise a I'aide d’une polarisation
réelle b € M(/, g) comme représentation monomiale ind$ x, induite du
caractére x, de B = exp b. Prenons un élément g € G tel que g-/ € C,
et une mesure invariante dh sur espace homogéne H/H N gBg~\.

PROPOSITION 2. On peut fabriquer un élément non nul a dans ()"
par la formule suivante: pour tout ¢ € >,

(a,9)

Démonstration. Voyons d’abord I'intégrale au membre droit est bien
définie. En fait, quel que soit h € H N gBg 2,

o (hh'g)x  (hh') = ¢(hggh'g)x (1) x (1)
= x, (g7 'g)d(hg)x,(h)x (1)
= Xg. (W ) x,(R)p(hg)x,(h) = ¢(hg)x,(h).

=/ 9(gh)x,(h) dh.
H/HNgBg™!
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Il existe une base supplémentaire adaptée (X;,..., X,,) &4 g-b dans g
telle que (X, X, ,..., X;), 1 <i; <i, < .-+ <i, <m soit de la méme
sorte & f) N g - b dans ). Par usage de cette base I'espace translaté de /£,
par g a droite s’identifie & I'espace de Schwartz &(R™) et dh a une
mesure de Lebesgue sur R? ¢ R™, d’ou1 la continuité de a. En réalité cette
translation n’est autre qu’un opérateur d’entrelacement entre deux réalisa-
tions de 7 aux points / et g - /. Enfin un calcul direct assure la semi-in-
variance nécessaire. O

Evidemment, le vecteur généralisé a introduit dans la Proposition 2
ne dépend pas du choix de g & un scalaire multiplicatif pres. Il faut
maintenant examiner sa dépendance de la réalisation de 7 et cC’est ce
point-1a ol s’intervient effectivement ’opérateur d’entrelacement et 'indice
de Maslov. Fixons / dans £(7) N = et considérons deux réalisations de =
au moyen de deux polarisations b, b, € M(/,q), 7 =7, = indglx, =,
= inchzx,oh B; = expb; (j = 1,2). On fabrique [14] une isométrie Ty
entrelagant m, avec m, par la formule, pour tout ¢ € 5.,

(To)(®) = [ olgb)x,(b)db (g€ G),

B,/B,NB;

db étant une mesure invariante bien normalisée. L’opérateur Ty 5, se
prolonge sur 5, (cf. [2]) et Pon montre la:

PROPOSITION 3 (c¢f. [14]). On se donne a, € (#,°)"%, a,€
(5#,;*) %1 par les formules

<a1’¢>='/;1/11n3 ¢(h1)X/(h1)dh1’ ¢ €X,7;

(a5, 9) = f tl/(h )x(hy) dh,, Y EHT

Sous réserve de normalisations convenables des mesures, on obtient

T, pa = e/ 0+aDbr by
251

ou 7 indique ’indice de Maslov [15). En d’autres termes, quel que soit
¢ € A,

/ x;(hy) dh, [ ¢ (h,b)x,(b) db
H/HNB, B,/B,NB,
= p(in/HT(H+6(1)b;,by) ¢(h1)Xf(h1) dh,.

H/HNB,
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On fixe désormais / € Q(7) et b € M(/, g) de sorte que 7 = ind§ x,.
Supposons = contenir (f + §+) N Q(7) dont les composantes connexes
se notent Cj,...,C,. A chacune d’eux fait correspondre la Proposition 2
un vecteur généralisé: g, étant un élément de G vérifiant g, -/ € C, et
d, h une mesure invariante sur H/H N g, Bg;!,

(ak9)= [ o(hg)x,(Mdh  (1<k<m)
H/HNg, Bg}
pour tout ¢ € J#,*. On choisit une mesure de Haar db = dg(b) sur B et
définit, pout ¢ € D(G), une fonction ¢ sur G par

$(g) = /;9 ¢(bg)x,(b) db.

Il est clair que ¢ € > et un vecteur généralisé a € #~° donne une
distribution & sur G: pour ¢ dans 2(G), a(¢) = (¢, a).

Naturellement le support de la distribution @* coincide la double
classe fermée Hg,B, ce qui entraine comme dans la Remarque 1 que
al,...,a™ sont linéairement indépendants. D’autre part, soit a €
(S£,7°)H:xs tel que @ soit une distribution sur Hg, B, autrement dit que a
ait Hg, B pour son support et son ordre transversal soit nul (cf. [6]).
Alors, a est évidemment proportionel 2 a%. Posons S, = {g€ G; g-
(I+Dd)N(f+b*) # @}, qui n'est autre que la réunion disjointe
LIy Hg,B, et désignons par (£, *){* le sous-espace des a €
(2£7*°)7:xs tels que @ soit une distribution sur la sous-variété fermée S,.
Concernant la multiplicité on tire de tout ce qui précede la:

PrOPOSITION 4. Soit 7= ind%x s On se donne la désintégration
centrale canonique de T:

T= f: m(m)adv(w).

Supposons Z(f + H*) N E non vide, autrement dit que m(w) sont toutes
finies. On peut alors prendre pour multiplicité m(w) la dimension de
Iespace (H#,®) 8,

Il serait intéressant d’obtenir un résultat analogue & la proposition
dans [9].

4. Formule de Plancherel. On garde les notations précédentes. Soit
7€ G telle que = contienne (f + h*) N Q(7) dont les composantes
connexes se notent Cy,...,C,. On fait des choix de / € Q(7), g, 1 <k
< m) tels que g, -1 € C, et de plusieurs mesures dg = d;(g), dh =
dy(h), dg et d,h invariantes sur G, H, G/B et H/H N g, Bg;*. Le choix
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de dg nous donne 7 =ind$x, et ceux de d,h,...,d, h les vecteurs
généralisés al,...,a" dans (H °)¥% associés aux C,,...,C,. On en
déduit la mesure quotient dg sur G/H et, grace & une propriété de
transitivité, une mesure d,g invariante sur G/H N g, Bg;' et son image
canonique sur G/g;'Hg, N B puis une mesure d, b invariante sur B/B N
g:'Hg,. Pour ¢ € 9(G) on forme encore

oh(8) = [ o(gh)x,(h)dh (g€ G).
H
LEMME 3. Pour ¢ € 9(G), ona

(n(¢)ak)(g) = [ oh(gbeit)x.(b)dib (g€ G),

B/BNg;'H,
et par suite

@) (m(s)ak, ak)

= f . X/(h) dkh ¢{I(hgkbgl:l)X1(b) dki’-
H/HNg, Bg; B/BNg;'Hg,

Démonstration. Soit ¢ € #,°. On calcule:
(m(9)at,v) = [ o(g)(ak,n(s7)¥) g
= [ o(s) 8 f po V(18X () dih
=fG/H ¢£(g)d§L/Hnngg;1 Y (ghg)x,(h)d,h

= [ af |, oh(gh)(ghg,) dih
G/H H/HnNg, Bg;

= ¢1f1(g)‘l’(ggk)dkg

G/HNg,Bg;!

[ a o/ (gbgi" )y (gb) db

G/B  B/Bng'Hg,

=<f " ¢{z(gbg;1)x,(b)dkb,¢>,
B/BNg; Hg,

d’ou le résultat. O
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D’apres (4), les valeurs (7(¢p)a¥, ak) (1 < k < m) ne dépendent pas
du choix des g, sous les transformations canoniques de mesures associées,
et la Proposition 3 dit que, si ’'on change / € Q(7) et b € M(/, g), bref la
réalisation de #, on peut faire choix de mesures dg, d, & d’une fagon & ce
qu’elles restent invariantes.

EXEMPLE 7. Si par hasard (f + §*) N Q(=) est une seule H-orbite, on
y prend / et la formule (4) se lit

(r(®)apa)=[ — xWydhf = o} (nb)xi(b)db.

Supposons de plus § inclue dans b et notons F¢ la transformée de
Fourier de ¢ °exp:

(#9)(¢) = [ e*Pp(expX)dX (¢ € g,
g
dX étant une mesure de Lebesgue sur g. On a

(n(@)asa)= [ 6h(®)x(5)db = [ 6(b)x,(6) db

=f3.1 (Fo)(£) dt =fH‘l (F9)(£) d¢

avec une mesure de Lebesgue d§ convenablement normalisée sur B - [ =
H-I=1+0b"*.

Utilisant ces coefficients, notre formule de Plancherel concréte va
s’écrire. Soeint p une mesure de Lebesgue sur f + h*, regardée comme
mesure sur g*, [p] la classe de p et y 'image de [p] par ’application de
Kirillov §: g* - G.

THEOREME 2. Supposons Z(f + H*) N E non vide, ce qui veut dire que
la représentation monomiale ind§;x, est de multiplicités finies. Faisant
choix de mesures dg, d, h (1 < k < m(m)) pour w € G telles que (f + H*)
N Q(w) soit non vide et contenu dans E, il existe sur G une mesure v de
classe vy, et ayant la propriété suivante: pour ¢ € D(G) arbitraire, on a la
formule

m(m)
#hie)= [ X (m(¢)al.af) dv(m).

Démonstration. Soit g, un idéal de codimension 1 dans g, et conte-
nant §). Premiérement, presque toutes les orbites sont supposées non-sa-
turées par rapport & g,. Pour presque toute «, la restriction de 7 a



REPRESENTATIONS MONOMIALES 349

G, = exp g, est irréductible, m(7) = m(m,) et & un ensemble négligeable
pres, ’espace borélien G sidentifie a GO X R (cf. [10]). L’hypothése de
récurrence assure l'existence d’une mesure », sur GO ayant les propriétés
dans I’énoncé du théoréme et sous notre identification la mesure v = p, X
dx, dx étant une mesure de Lebesgue sur R, nous conviendra en posant
ak = ak pourl < k < m(m).

En effet soit pr: g* — g¥ lapplication canonique. En sorte que »,
existe, est faisable le choix de dg,, d,h, et donc de d b, l'indice 0
signifiant des objets correspondants au niveau du sous-group G,. On
désigne b, € M(l,, g,) la polarisation réelle, ainsi choisie et donnant
my = 05 (1) € G,. En se servant de la Proposition 3, on peut supposer que
Papplication G, > m, ~ I, € g¥ soit la section borélienne s, en Lemme
2.5.5 dans [10]. Pour / € g* telle que pr(/) =1,, on peut prendre un
élément T = T(/,), dépendant de /,, dans g de maniére qu’on ait g(/) =
RT & g,(/,) et que l’apphcatlon borélienne 7 — (7|G,,{(T)) donne
notre identification entre G et G, X R. Or la Proposition 3 nous rend
capable de supposer avoir choisi b, de fagon qu'une polarisation b €
M(1, g) s’obtienne par RT ® b, et, en écrivant b € B = expb comme
b= exptT - b, avec t € R et b, € B, = exp b, on constate que B/B N
g7 'Hg, est isomorphe 4 R X B,/B, N g;'Hg,. On choisit dg de sorte que
d.b = dt- db,.

Dans ces situations, si 'on pose A = /(T'), la mesure v = vy, X dA\/27
nous convient: pour ¢ € P(G) quelconque, compte tenu de (4) et de
I’hypothése sur »,,

m(m)

fé Y. {n(¢)ak, a¥) dv(r)

k=1

m("’o)
_j dvo(vro)f ax z fH/Hnng_l x,(h) dh

X / ei?\t dt 1 ¢{1(hgkexp tT - boglzl)xlo(bo) dkbo
R By/ByN g Hg

m(my)

—f dvy(m,) Z f Xf(h)dkh

- H/HNg, Bg;!
Xf . ¢1f1(hgkbogi:1)X10(bo) dyb,
By/ByN g, Hg;
m(my)
= [ X (m(¢)ak, ak) dvy(m) = o (e)
Go k=1

d’aprés la formule de Plancherel pour R.
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Deuxiémement, supposons que presque toutes les orbites sont saturées.
Prenons une 7 € G telle que (f + h+) N Q(7) soit non vide et totale-
ment inclu dans =. Il existe des représentations irréductibles en nombre
fini de G,, notées m;,...,w$ telles que (fy + b >98) N pr(Q(x)) soit la
réunion disjointe des (f, + %) N Qo(7f), 1 <j < s, dont les com-
posantes connexes se notent Cf,.. CO, ou i;=m(ng). Les com-
posantes connexes de (f + H ) N 82(97) ne sont autre que Cl = pr ' (Cdx)
pourl < k < m(n{),1 <j <s.AC{, sassocieun ay, € (9?"°°)”’<f eta
C/ un a’, € (#,°)"% avec r = LiZ{m(nl) + k.

Par hypothése de récurrence, ayant choisi convenablement dg,, d,h,,
1 < k < m(m,), il se trouve une mesure », sur G, possédant les propriétés
requises dans le théoréme. Alors, nous conviendra I'image » de », par
induction des représentations. En effet, quand on considére la désintégra-
tion de », relative a »:

= [ o),

la fibre au-dessus de 7 se compose des 7§ pour 1 < j < s et le Corollaire
1 dit que v, = ¥° j=1C; 0,4 avec ¢; > 0, ol &, signifie la mesure de Dirac au
point 7 € G,. Soit ¢ € D(G). L’expression (4) appliquée 2
(md(p)ak, ak;) eta(m($)a;, ar), ou r = X/2Im(m;) + k, et la Proposi-
tion 3 nous permettent de choisir dg, d,/ de sorte qu’on ait, pour tous les
indice j, k et toute ¢ € 2(G),

(m(9)ay, ap) = c,( nd()ag, aky).
Avec ces choix on calcul: pour n’importe quelle ¢ € 2(G),

of;(e) =fé Z <'”0 ¢)a170 ’;0> dvy(m)

m(my)
= [yr(m [, X (mle)at,at) dn.(m)
s m(nd)
= [, L T efmd(®)ary.al) dv(m)
m(m)
= [, X (n(9)at,at) dv(m),

ce qui termine la démonstration. a
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ExeMPLE 8. Considérons un cas particulier o §) € M( f, g). Soient
le G- f, be M(,g)et # = ind$§x, comme plus haut. Alors, m(7) = 1.
Les données de dg et dh = d,h nous rend capable de construire un
élément a, = a® dans (H,°)"%, et en réalité (5, °)"% = Ca,. Sous
réserve de la normalisation, par exemple, de dh, 1a formule (4), combinée
avec la Proposition 3, devient

(m(¢)a,,a,)=of(e),

ce qui est exactement notre formule de Plancherel quand on qualifie pour
v la mesure de Dirac en 7.
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