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COHOMOGIE DΊNTERSECTION MODEREE. UN
THEOREME DE DERHAM

BOHUMIL CENKL, GILBERT HECTOR AND MARTIN SARALEGI

With a singular space K there is associated a differen-
tial graded module of polynomial differential forms IT^'*
(JQ together with a filtration IT^q(K) C IT^q+1(K) in each
degree *. IT^q{K) is a graded module over the subring

of the rationale Qq = Z | , | , . . . , - . These modules are
defined for any stratified pseudomanifold K and for any
perversity p. It is proved that the cohomology of such
a differential module IT^q(K) is isomorphic to the in-
tersection cohomology IH£(K;Qq). The construction of
IT^*(K) is based on the deRham complex of Cenkl and
Porter when applied to a desingularization of K.

En se basant sur le travail de Sullivan [18], Cenkl et Porter
[5] on construit pour tout complexe simplicial C un complexe de
formes differentielles qui calcule la cohomologie moderee (et en par-
ticulier, entiere) de C. Ceci leur a permis de generaliser la theorie
des modeles minimaux de Sullivan aux coefficients dans un systeme
d'anneaux. Le developpement de la theorie des modeles minimaux
dans le cadre modere permet, non seulement d'obtenir des renseigne-
ments sur la torsion de la cohomologie, mais encore d'etendre la dite
theorie au cas "infiniment engendre" (cf. [16]).

D'autre part, Γhomologie d'intersection a ete introduite par Gores-
ky et MacPherson [9] pour etendre la dualite de Poincare aux va-
rietes singulieres. Cette homologie partage plusieurs proprietes avec
Γhomologie singuliere: description axiomatique [10], theorie de
Morse [11], cobordisme [12], Theoreme de Lefschetz [8], Theoreme
de deRham [1], [2], [15] . . . . Elle coincide avec Γhomologie ordi-
naire pour les varietes lisses, compactes et orientees. L'homologie
d'intersection a ete definie en premiere instance dans la categorie
lineaire par morceaux [9] (pseudovarietes stratifiees); elle s'etend
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naturellement aux complexes simpliciaux a Γaide d'une triangula-
tion en drapeaux [13, Appendice] (pseudovarietes stratifiees simpli-
ciales), cadre oύ se developpe [5].

Le but de ce travail est d'etablir un Theoreme de deRham qui
englobe les deux points de vue precedents: un Theoreme de deR-
ham pour Γhomologie d'intersection moderee dans la categorie des
pseudovarietes stratifiees simpliciales. Plus precisement, nous mon-
trons le resultat suivant (cf. Theoreme 5.2.1):

THEOREME. Soit K une pseudovariete stratifiee simpliciale.
Fixons p une perversite et q un entier. Le complexe IT^q(K) des
formes differentielles d'intersection modέrees calcule la eohomologie
d'intersection IH£(K;Qq). L'isomorphisme

(1) H)

est induit par ^integration habituelle f des formes differentielles sur
des simplexes.

Historique. La premiere version a la de deRham de la eohomolo-
gie d'intersection de K nous la trouvons dans le travail de Cheeger
[6]. Les formes differentielles d'intersection sont celles de carre
integrable, pour une certaine metrique riemannienne sur la partie
reguliere de K. En fait, Brasselet, Goresky et MacPherson ont
etabli dans [1] un lien direct entre la condition de permissibilite au
niveau des chaϊnes de [9] et la condition de permissibilite au niveau
des formes de [6]. Remarquons que le systeme des coefficients est
celui des coefficients reels.

Dans le cadre des espaces stratifies, la notion de forme differentielle
d'intersection est due a Goresky et MacPherson [3]. Pour exprimer
la condition de permissibilite des formes on utilise un systeme de
voisinages tubulaires des strates singulieres. Un autre point de vue
est celui de [15], oύ pour mesurer la permissibilite des formes on
fait appel a un eclatement de Γespace stratifie en question. Ici, a
difference des approches precedents, le Theoreme de deRham obtenu
utilise Γintegration habituelle / des formes sur des simplexes.

Dans notre travail nous avons choisi ce dernier point de vue.
La notion d'eclatement s'etend naturellement au cadre simplicial
et c'est cet outil qui va nous permettre de travailler a coefficients
moderes (en eclatant les formes) et d'etablir l'isomorphisme (1) par
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Γintermediaire de de Γintegration /. Le chemin que nous suivons
pour etablir le Theoreme de deRham est parallele a celui utilise dans
le cas non stratifie. Mais, pour y arriver, il y a un certain nombre de
difficultes techniques, liees a la nature des stratifications, que nous
devons surmonter. Les deux principales sont les suivantes.

• Choix de la triangulation. Une triangulation en drapeaux, qui
fixe la structure simpliciale de K, n'est pas assez fine pour etablir le
Theoreme de deRham que nous cherchons. On doit faire attention
au phenomene suivant.

Un point cle dans la demarche de [5] est la filtration du complexe
simplicial C par une suite decroissante de sous-complexes simplici-
aux

C = Cn D Cn~ι D Cn~2 D

(les squelettes), dont les complexes relatifs (C\Cι~ι) sont decrits
en fonction des z-simplexes de C. Ces simplexes decrivent la struc-
ture locale de C, car C est acyclique. Mais la structure locale d'une
pseudovariete stratifiee K n'est pas decrite simplement par les sim-
plexes (K n'est pas acyclique pour l'homologie d'intersection). Lo-
calement, nous trouvons des joints de la forme a * Lα, oύ a est un
simplexe maximal d'une strate et La est Γentrelac de a. Ainsi la
triangulation fixee sur K doit tenir compte de ce fait.

Nous avons done besoin de definir sur K une filtration T dont les
complexes relatifs soient determines par les joints α*Lα. C'est chose
faite avec le complexe residuel C(K) de K que nous introduisons
dans ce travail: C(K) est le sous-complexe de K determine par les
simplexes qui rencotrent la derniere strate de K en codimension
strictement positive. Nous avons ainsi sur K la filtration T

K D C(K) D C2(K) D C\K) D • • • .

Malheureusement le complexe C(K) n'est pas une pseudovariete
stratifiee simpliciale. Pour cette raison nous introduisons la categorie
des complexes stratifies, oύ l'operateur C est interne. Un complexe
stratifie est la donnee d'un complexe simplicial K et d'une filtration
de K par des sous-complexes simpliciaux fermes

K = KnD Kn-λ = Kn-2 = ΣD tfn_3 D • • O #o => #-1 = 0,

oύ pour chaque σ £ K{ il existe r € K{ de dimension i avec:

σ < r , σ Π K^i < σ et σ (Ί Ki-ι = τΠ K^γ.
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(Ici, < denote "face de"). Cette condition demande une certaine
homogeneite de chaque plongement simplicial K^\ C K^ Remar-
quons que la triangulation sous-jacente est en drapeaux.

Nous prouvons que toute pseudovariete stratifiee K possede une
triangulation qui fait de K un complexe stratifie. La notion de
complexe stratifie est d'ailleurs strictement plus fine que celle de
pseudovariete stratifiee simpliciale.

Remarquons que chaque K^ avec Ki φ ifi_i, n'est pas une variete
simpliciale de dimension ί mais un complexe simplicial de dimension
i. Cette approche surprend d'un point de vue purement "homolo-
gie d'intersection" oύ les strates sont des varietes. Mais elle est
naturelle si nous nous plaςons dans le cadre simplicial de [5]; la, le
Theoreme de deRham est montre pour les complexes simpliciaux et
non seulement pour les varietes simpliciales. La definition d'homolo-
gie d'intersection s'etend naturellement aux complexe stratifies; bien
sur, certaines proprietes de Γhomologie d'intersection disparaissent
dans le passage pseudovarietes stratifiees - complexes stratifies, nous
pensons notamment a l'independance de la stratification. Retablir
les proprietes basiques de Γhomologie d'intersection dans ce nouveau
cadre des complexes stratifies demande du travail supplemental.

• Integration /. Toutes les formes differentielles d'intersection que
Γon rencontre dans la litterature sont definies sur la partie reguliere
de K, ce qui empeche a priori l'integration habituelle des formes
sur des simplexes et done le Theoreme de deRham que nous cher-
chons. Pour palier a ςa nous introduisons la notion d'eclatement.
L'eclate K est obtenu a partir de K en remplaςant chaque point sin-
gulier A de K par son entrelac LA. En collapsant chaque LA sur A
nous obtenons Γeclatement μκ: K -* K. Considerons par exemple
le simplexe standard Δ de dimension 2, de sommets Ao, A\ et A2

dont le lieu singulier soit {Ao}. L'eclatement de Δ est Papplication:
μ : [0,1] x [0,1] -* Δ definie par μ(ί, s) = tA0 + (1 - t)sAι +
(1 — t)(l — s)A2 Pour definir le complexe des formes differentielles
d'intersection moderees nous procedons en deux etapes.

1. Formes relevables. Un forme ω definie sur la partie reguliere de
K est relevable si elle s'eclate en une forme ω de K. Nous sommes
done dans le cadre de [5]. Dans Γexemple precedent, la forme
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est relevable avec ω\ = ids, et la forme

- (frigs*
ne Test pas, car

μ*ω2 = _ i _ ( _ s dt + (1 - ί) ds).

2. Degre vertical. Comme dans [15], la permissibilite d'une forme
relevable ω par rapport a une strate K{ est mesuree a l'aide de
Γeclatement de K. Ainsi, le degre vertical \\ω\\χ est le degre de ώ
relativement aux fibres de μ# au dessus de JFQ. Dans Γexemple
precedent, ||α;i||o = 1 car ωί|ί==i = ds.

Nous definissons les formes differentielles d'intersection moderees
de K comme les formes relevables ω, avec ώ polynomiale moderee,
verifiant la condition d'intersection:

max(||ω||j, ||dcj||i) < n — i — 2 — pn-i, pour tout i.

Bien que ces formes differentielles d'intersection moderees soient
definies sur la partie reguliere de JFί, l'integration / est bien definie
car elle se realise finalement sur K. Un certain travail est necessaire
pour montrer qu'il est aussi un morphisme differentiel (formule de
Stokes), car dans le passage K >-> K des nouvelles faces apparais-
sent^ En effet, si ω est une forme de K, relevable en une forme^α;
de K, et ξ est une chaίne de K, relevable en une chaine ξ de K,
la formule de Stokes /f dω = fdξ ω devient fd7g+ ω = 0. Bien qu'en

general dξ Φ dξ, nous montrons^ que si ω et ξ sont d'intersection
alors la restriction de ω a dξ — dξ, s'annule.

La demonstration du fait que / induit un isomorphisme en coho-
mologie est faite comme d'habitude en deux pas: d'abord localement
dans chaque joint a * La et apres par induction en commenςant par
Γelement le plus petit de la filtration T.

L'organisation du travail est la suivante:

1. Complexes stratifes.

2. Cohomologie d'intersection.

3. Eclatement.

4. Cohomologie differentielle.



240 B. CENKL, G. HECTOR AND M. SARALEGI

5. Theoreme de deRham.

Nous introduisons, dans la premiere section, le complexe stratifie
comme une pseudovariete stratifiee avec une "bonne" triangulation.
Dans la deuxieme , nous etudions la cohomologie d'intersection d'un
complexe stratifie. Nous definissons ensuite Γeclatement d'un com-
plexe stratifie, ce qui nous permet d'introduire les formes d'intersect-
ion moderees dans la section 4. Dans la derniere section nous mon-
trons le resultat principal de ce travail: la cohomologie du complexe
des formes d'intersection moderees est isomorphe, par Γintegration
habituelle, a la cohomologie moderee (voir [4] pour un autre point
de vue). Nous terminons en discutant Γindependence du complexe
des formes cubiques d'intersection par rapport a la triangulation et
la stratification choisies dans K ainsi comme en decrivant la dualite
de Poincare et la formule de Kύnneth en termes du produit exterieur
des formes.

1. Complexes stratifies. La theorie de Sullivan-Cenkl-Porter
se situe dans la categorie des complexes simpliciaux alors qu'une
pseudovariete stratifiee est un objet de la categorie PL (voir [9] pour
la definition precise). II s'avere done necessaire de fixer une triangu-
lation (structure de complexe simplicial) dans chaque pseudovariete
stratifiee. Nous faisons ceci de faςon a preserver la structure locale
des pseudovarietes stratifiees. La triangulation en drapeaux de [13]
n'est pas assez fine. Nous introduisons dans cette section la notion
de complexe stratifie, qui, elle, rend compte de la structure locale de
la pseudovariete stratifiee. Pour les notions relatees aux complexes
simpliciaux nous nous referons a [14].

1.1. Complexes stratifies. Nous commenςons en rappelant la
definition de complexe cellulaire, notion qui englobe tous les com-
plexes qui apparaϊtrons dans ce travail: complexes simpliciaux, com-
plexes cubiques, complexes prismatiques, . . . . Ensuite nous intro-
duisons les complexes stratifies en deux temps: complexes filtres et
complexes stratifes proprement dits.

1.1.1. Une cellule est un polyedre compact et convexe. Un
complexe cellulaire K est une famille finie de cellules, verifiant
les conditions suivantes:

(2) τ G K, σ < T => σ € K et
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(3) r,σGif^rnσ<r,rnσ<σ.

Si pour un certain entier n on a:

(4) σ 6 K => il existe r G K de dimension n avec σ < r,

on dira que JRΓ est de dimension n et on ecrira n = dim if.
Par coherence de notation on dira que Γensemble vide est un

complexe cellulaire de dimension - 1 . Toute sous-famille X C K
verifiant (1) et (2) sera dite sous-complexe cellulaire de K. On
posera codimxX la codimension de X dans K. Dans ce travail on
fera Γabus de notation suivant: avec σ on designera egalement un
cellule de K et le complexe cellulaire determine par ses faces.

Dans la suite nous trouverons principalement les complexes suiv-
ant s:

• Complexes simpliciaux. Si les cellules sont de simplexes.
• Complexes cubiques. Si les cellules sont de cubes.

Et plus generalement les
• Complexes prismatiques. Si les cellules sont des prismes,

oύ un prisme est un produit fini de simplexes. Nous considererons
toujours les coordonnees locales donnees par les coordonnees barycen-
triques des simplexes.

Une fleche f : K —> K' entre deux complexes cellulaires est cellu-
laire si elle envoie les cellules de K sur les cellules de K1 et de faςon
differentiable. Nous dirons que / est un isomorphisme s'il est cel-
lulaire et si sa restriction a chaque cellule de K est un isomorphisme
lineaire.

1.1.2. La premiere caracteristique d'une pseudovariete stratifiee
est Γexistence d'un lieu singulier stratifie. Nous transposons ceci au
cas des complexes simpliciaux.

Une filtration simpliciale sur un complexe simplicial K de di-
mension n est une filtration de K par des sous-complexes simplici-
aux

K = KnD tfn_i D Kn_2 D . . . D #o D # - 1 = 0,

oύ pour chaque i G {0,... , n}:

(5) σ e K => σ Π Ki < σ, et
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(6) dimKi = i, si KiφK^.

La premiere propriete equivaut a dire que la triangulation de K est
en drapeaux. La deuxieme propriete sort K du cadre de [13] (ϋft —
Ki-ι n'est pas ici forcement une variete), mais elle plus naturelle
dans la categorie des complexes stratifies, n'oblions que le Theoreme
de de Rham de [5] a ete prouve pour les complexes simpliciaux et
pas seulement por les varietes simpliciales.

Remarquons que Kn est necessairement different de Kn-γ. Par
la suite on designera par Km le plus petit element non vide de la
filtration, c'est-a-dire Km φ ifm-i = 0; nous dirons que m est le
degre minimal de K. La longueur de if, notee long(K), est la
somme de m et du nombre d'indices i pour lesquels K{ φ Ki-.χ.

Un complexe filtre est la donnee d'un complexe simplicial K et
d'une filtration simpliciale. Soit Y un sous-complexe de K. Nous
dirons que Y est un sous-complexe filtre si la filtration induite

γ = YnκnDYn κn-x D ...DYnκoDYnκ^ = 0

definit une structure de complexe filtre sur Y.

1.1.3. Les proprietes locales d'un complexe filtre peuvent etre
ameliorees apres une subdivision convenable. Ceci donne lieu a la
notion de complexe stratifie.

Une filtration simpliciale est une bonne filtration simpliciale
si pour chaque σ e Kι avec K{ φ ΛTi_i, il existe r e Kide dimension
i avec:

(7) σ<τ et σ Γ) Ki-ι = τ Γ) Ki-χ.

Cette condition demande une certaine homogeneite de 1'inclusion

Un complexe stratifie est la donnee d'un complexe simplicial
K et d'une bonne filtration simpliciale verifiant

(8) Kn-ι = Kn-2

Le sous-complexe Σ = Kn-\ est la partie singuliere de K [9]. Un
sous-complexe filtre Y de K est un sous-complexe stratifie si la
filtration induite definit une structure de complexe stratifie sur Y.

Comme on Γavait annonce au debut de ce travail:
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PROPOSITION 1.1.4. Toute pseudovariete stratifiee possede une
triangulation qui en fait un complexe stratifie.

Demonstration. Voir Section (1.3) D

1.2. Decomposition d'un complexe stratifie K. Nous pre-
sentons dans cette section la decomposition d'un complexe strat-
ifie K, qui joue un role analogue a celui de la decomposition par
squelettes utilisee a [5]. Nous commenςons par presenter les "mor-

ceaux".

1.2.1. Pour chaque complexe filtre K et chaque simplexe a G
Ki — ϋfi-i, i e { 0 , . . . , n } , Γentrelac transversal de a est le com-
plexe simplicial

L a = {βe K/a *β€K e t β Π K{ = 0 } .

Rappelons que a * β est le plus petit simplexe de K contenant a
et β; il est naturelement identife avec {ta + (I — t)b / a e a, be
β et t e [0,1]}.

Le complexe residuel du complexe filtre K est le complexe
simplicial

C(K) = {τeK I dim(r n Km) < m},

c'est-a-dire, la famille des simplexes de K qui rencontrent le com-
plexe Km dans le squelette de codimension un. Les exemples de la
page 245 illustrent ces notions.

Ces espaces jouissent des proprietes suivantes.

PROPOSITION 1.2.2. Soit K un complexe stratifie. Le com-
plexe residuel C(K) et chaque entrelac transversal La sont des sous-
complexes stratifies de K. Us verifient

a) dim(£(J0 Π Km) = m - 1,
b) dim(£(ϋθnKi) ^i.siiφm et C(K)r\K{φ C(K)ΠK^λ ,
c) dim(Lα Π Ki) = i — dimα — I, si LaΠ K{ φ LaΠ K^i,
d) long(C(K)) < long(K) et long(La) < long(K).

Demonstration. Considerons d'abord le complexe residuel C(K).
Distinguons deux cas. Si m = n alors C{K) est le squelette de
codimension un de K et le resultat est immediat. Supposons m <n.
II est facile de voir que C(K) verifie (2) et (3). Verifions (7), ce
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qui implique (4) et (6). Soit σ e C(K) Π Kt avec C{K) Π K{ φ

Si i = m, degre minimal, le resultat est immediat car C(K) (Ί
Km est un complexe stratifie de dimension m — 1 (le squelette de
codimension un de Km).

Supposons i > m. Puisque Ki verifie (7), il existe r G Ki de
dimension i, avec σ < τ et σ Π i ^ -i = r ί l i^-i II suffira done
de montrer que r est un element de C(K). Pour cela rappelons
Γinclusion Km C i^i-i, qui implique: r Π A m̂ = ( rΠ -Ki-i) Π i^m =
(σ Π i^_i) Π i ( m = α n i ί m , et done r G £(#)• Puisque (5) et (8)
decoulent des proprietes analogues pour K, nous en deduisons que
C(K) est un complexe stratifie. Les calculs precedents montrent
aussi les proprietes a) et b). Finalement, Γinegalite long(C(K)) <
long(K) provient du fait que la dimension de C(K) Π Km est m — 1.

La demarche de la demonstration est analogue pour un entrelac
transversal Lα, oύ a G Kj — Aj-i Montrons (7) et d). Soit σ G
LaΓ)Ki avec LaΓ\Ki φ La(ΊKi-ι. Remarquons Γinegalite i > j + 1.
Ainsi a * σ G Ki et il existe done 7 G Ki de dimension z avec
α * σ < 7 e t 7 ( Ί Xi_i = (α * σ) Π AΓj-i. Puisque Kj C ATi_i on
a a — 7 Π K3 et ainsi 7 = a * r, pour un certain simplexe r avec
r Π Kj = 0. Nous pouvons done affirmer que r est un simplexe de
LaΓ)Ki de dimension i — dimα—1, avec σ < τ et σfΊ.ίQ_i = TfΊjFQ-i.
L'inegalite long(La) < long(K) provient du fait La Π /ίj = 0 . D

1.2.3. Ces deux types de complexes sont un cas particulier d'une
notion plus generale utilisee au long de ce travail. Nous dirons
que'un sous-complexe Y d'un complexe stratifie Λ̂  est transver-
sal (resp. ^-transversal) si, pour le cas Y D Ni Φ Y ΓΊ Λ _̂χ
(resp. Y Π Ni φ Y Π Λ̂ _χ et i different du degre minimal), on
a codimy(y Π Ni) = codimAr(iVi); e'est-a-dire, si Y et Ni se ren-
contrent en position generale. Par consequent, Γentrelac transver-
sal est un sous-complexe transversal et le complexe residuel est un
sous-complexe £-transversal.

L'exemple suivant montre que, si K est seulement un complexe
filtre, le complexe residuel et les entrelacs transversaux peuvent ne
pas etre de complexes filtres. Apres un sous-division convenable le
complexe filtre devient stratifie ainsi que le complexe residuel et les
entrelacs transversaux.
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Complexe filtre K / K.

C(K)

Complexe stratifie K'
K' = K'zDK[D<b C(K<}

1.2.4. Joint. Soit Δ un complexe simplicial de dimension £. Le
joint Δ * K est le quotient Δ x K x [0,1] par la relation

(xι,x2,Q) ~ (x[,x2,0) et (xux2,l) ~ {xux
f

2,l).

Dans le cas particulier oύ Δ est un point, on obtient le cone cK. Le
joint Δ * K possede une structure naturelle de complexe simplicial
de dimension £ + n+l: {a*β / a G Δ, β G K} (cf. [14, pag. 23]).
II a aussi une structure naturelle de complexe filtre, donnee par la
filtration:

Δ * K = A * Kn D Δ * Kn_x D A * Kn-2 D ... D Δ * Ko D A D 0.

Remarquons neamoins que le joint n'est pas un complexe stratifie:
considerer σ € K a (7).

Le complex residuel du joint est donne par: £ ( Δ * K) — K, si
dimΔ = 0, et £(A * K) = Δ' * K, oύ on a ecrit Δ' le squelette de
Δ de codimension un.

1.2.5. La comparaison entre les cohomologies d'intersection mo-
derees simpliciale et differentielle est faite en utilisant la decompo-
sition de K:

(9) K = £(K)υ( U (a*La)
\ael

oύ Im est la famille des simplexes de Km de dimension m. On verifie
aussi la relation:

(10)

C(K) n ( (J (α * La)) = U £(α * La) = \J (δa * La).

On remarquera que chaque a * La est un sous-complexe transversale
de K (cf. (1.2.2))
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1.3. Pseudovarietes stratifiees versus complexes stratifies.
Dans cette section nous prouvons la Proposition 1.1.4 qui assure
Γexistence d'une structure de complexe stratifie sur une pseudo-
variete stratifiee donnee. Pour cela nous avons besoin de deux
Lemmes.

LEMME 1.3.1. Soient K un complexe simplicial de dimension
n et X un sous-complexe simplicial. Alors il existe une subdivision
K1 de K verifiant:

a) ϋTί*-1) C (K')(n-V et
b) pour chaque σ G K' il existe τ G K' , de dimension n, aυec

σ <r etσDX = τΠX.

Demonstration. Remarquons tout d'abord que grace a la con-
dition a) on peut done supposer que K est un simplexe et que
X est une face de K. Soient {Bo,... ,Bι) les sommets de X et
{̂ 40) , Ap, Bo,... , Bι} les sommets de K. On notera ceci par:
K = (AQ,...,Av\Bto...,Bι) et X = (Bo,... ,5,).

Faisons la demonstration par recurrence sur /. Si I = —1, i.e.
X = 0, il sufίit de prendre K1 = K. Supposons done le resultat
demontre pour les dimensions strictement inferieures a /. Con-
siderons la subdivision de K qui consiste a aj outer comme sommet
le barycentre P de K. Dans ce nouveau complexe simplicial les
simplexes de dimension n sont de deux types:

€i = (AOj . . . , i4 i - i ,P ,Ai+ i , . . . ,AP]BQ,... , B J ) , i e {0 , . . . ,p}
ηά = (AOj... ,i4p,P;B 0,-. ,B^uBj+u . . . ,£«>, j G {0,... ,/}

Les simplexes %, >Vι verifient les conditions de Γhypothese de
recurrence. II existe done des subdivisions respectives 5 0 , . . . ,5/
verifiant a) et b). Posons finalement K' = So U. . . U Si U ε0 U. . . U εpj

ce qui est bien defini d'apres a). Puisque chaque εo, >£p verifie
a) il reste a montrer que, par exemple, εo verifie b). Soit σ une face
de εo II y a deux possibilites:

1. (JE?O, . . . , Bι) < σ. Posons r = εo G K'\ il est de dimension n
et verifie σ<τetrΠX — (J3 0 , . . . , Bt) = σ Π X.

2. II existe j G {0,...,/} avec β j 0 σ. Alors σ < ηj. Par
hypothese de recurrence il existe r G Sj , de dimension n, avec
σ < r et σ Π X Π r?j = r Π Λ" Π r/j , e'est-a-dire, σΠX = τΠX. D

LEMME 1.3.2. Pour toute filtration simplicialeK = KPD Kv-\ D
. . . D Ko D K-ι = 0 i/ exzθίe ime subdivision K1 <K pour laquelle
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la filtration induite K' = K'p D Kp_x D D K'Q D K'_λ = 0, est
une bonne filtration simpliciale.

Demonstration. Soit i > 0 le plus grand entier pour lequel la
filtration K{ D Ki-ι D . . . D KQ D K-γ — 0 soit une bonne fil-
tration simpliciale. Nous allons construire une subdivision K' < K
telle que la filtration induite K'i+1 D K[ D D K'o D K'_x = 0,
soit une bonne filtration simpliciale. Une application reiteree de cet
argument termine la demonstration.

Soit K'i+1 < Ki+ι la subdivision donnee par le Lemme precedent
appliquee a X = K{ C -RΓί+i La filtration K'i+ι D Ki D - D
KQ D K-\ — 0, est bien definie (cf. (1.3. a))) et c'est une bonne
filtration simpliciale (cf. (1.3. b))). Completons la subdivision.
D'apres [14, pag.32], pour chaque j £ {i + 2,. . . ,p} il existe une
subdivision K^ < Kj avec K^_x C Kj . II suffit de considerer
K' = K'pD K'v_λ D - • D K'i+1 D Ki D D Ko D K.x = 0.

D

1.3.3. Demonstration de la Proposition 1.1.4. Considerons
sur K une filtration K = Kn D ifn-i = Σ D . . . D Ko D UΓ-i =
0, par des sous-complexes simpliciaux verifiant (6). Elle devient
simpliciale apres subdivision barycentrique. Puisque toute filtra-
tion simpliciale reste telle apres subdivision, il suffit d'appliquer le
Lemme precedent pour avoir le resultat cherche. D

Dans le reste de ce travail, K sera un complexe stratifie de dimen-
sion n et de filtration K = Kn D Kn-X = Σ D . . . D KO D ϋf_i = 0.

2. Cohomologie d'intersection. Nous introduisons et etudions
dans cette section la cohomologie d'intersection d'un complexe strat-
ifie K. Nous presentons cette cohomologie du point de vue simplicial
et non PL (cf. [13]).

On fixe pour la suite un anneau unitaire commutatif R comme
systeme de coefficients.

2.1. Cohomologie d'intersection d'un complexe stratifie.

2.1.1. Une perversite p est une suite d'entiers (p2,... ,pn) veri-
fiant p2 = 0 et pk < Pk+i <Pk + l pour tout k G {2,... , n — 1}. Un
simplexe σ e K de dimension j est permis (ou p-permis) si:

(11) dim(σ n Kn.k) <j-k+pk
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pour tout k G {2,..., n—1}. On remarquera que si σ est un simplexe
permis alors σ Π Σ est dans le squelette de codimension 2 de σ.

Soit σ un simplexe de K et k le plus grand entier verifiant σ Π
K n-k Φ 0 Supposons k φ 0, i.e. σ Π Σ φ 0. Le simplexe σ
s'ecrit sous la forme /? * 7, avec /? = σ Π Kn^k D'apres (11) on a
Γequi valence:

(12) σ p —permis <==> dim 7 > A; — 1 — Pk et 7 p — permis.

2.1.2. Le complexe des chaϊnes simpliciales (a supports com-
pacts) de K est note C*(K\R), R etant le systeme de coefficients.
Un element de C*(K,R) est done une somme finie Σieiriσi > °u
Ti G R et Gi 6 AT. L'operateur bord habituel sera note 9. Le com-
plexe des cochaϊnes simpliciales de K est note C*{K\R) =
Hom(C3|t(/;ί; R)\R). On notera rf l'operateur dual de 9. La cohomo-
logie de (C*(K] R),d) est H*(K\ R).

Une chaϊne Σiξ:iriσi e s ^ permise (ou p-permise) si chaque σ̂ ,
avec ri Φ 0, est permis. On posera:

IC^(K,R) = {cG C*(K\R)/c et 5c sont des chaϊnes permises },

e'est un sous-complexe differentiel de C*(K;R). Soit IC^{K\R) le
complexe dual Hom(/C£(£Γ; Λ); i?). L'homologie de (/Cf(AT; R), d)
sera l'homologie d'intersection de K1 notee IHξ(K\ R). La coho-
mologie de (ICψ(K; R),d) sera la cohomologie d'intersection de
K, notee IH£(K] R). Observons que tous ces complexes dependent
non seulement de K, mais aussi de la filtration de K. Remarquons
aussi que tout isomorphisme entre deux complexes stratifies K et K1

(cf. (1.1.1)) induit un isomorphisme de modules entre Γhomologie
(resp. la cohomologie) d'intersection de K et K'. Si K ne possede
pas de partie singuliere alors IHψ(K) est la cohomologie simpliciale
habituelle H*(K).

Remarquons que les definitions precedentes ont encore un sens si
K est un complexe filtre.

2.1.3. Considerons A une pseudovariete stratifiee et notons
1H^(A; R) Γhomologie d'intersection definie dans [9]. Fixons main-
tenant T une triangulation sur A qui en fait un complexe strat-
ifie (1.1.4). D'apres [13, Appendice] les modules IHξ(A R) et

Ϊ ; R) sont isomorphes; la fleche etant induite par Γinclusion
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lineaire de T dans A. Dans la suite on identifiera IHξ{A\ R) et

Entre la cohomologie d'intersection de K et celle des sous-comp-
lexes stratifies de K il y a la relation suivante.

PROPOSITION 2.1.4. Soit Y un sous-complexe stratifie de K.
Alors:

a) ICζ(K; R) Π C*(Y; R) = ICξ(Y; R), si Y est transversal, et
b) ICξ(K] R) n C\C(K)\ R) = ICΪ(C(K)] R), si C(K) n'est pas

transversal et f est la perversite definie par:

( pt si t < n — m + 1

Pt_i + 1 si t = n — m + 1

pn-m + 1 si t> n-m + l.
Cette perversite sera appelee perversite residuelle.

Demonstration, a) Soit σ un simplexe de Y de dimension j et
Y (Ί Kn_k φY (Λ Kn-k-i' La condition (11) devient:

• dim(σ ΠY Π Kn-k) < 3 - k+Pk, dans K Π Y, et
• dim(σ Π Kn-k) < 3 — k Λ- Pk-> dans /ί.
Puisque σ Π Y Π Xn_fc = σ Π Kn-k et corfy(F Π Kn-k) = A; les

deux conditions precedentes sont equivalentes, d'oύ le resultat.
b) On procede de la meme faςon en tenant compte des egalites:

codC{κ){C{K) Π Km) = n - m + 1 et j - (n - m) +pn-m = j-(n-
m + 1) + r n _ m + i , pour le cas dim£(UΓ) = n. •

Remarquons que les sous-complexes suivants de K verifient la
condition a): La, a * La avec a G K\ le sous-complexe ϋf de Δ *
/ί. Pour le cas oύ le complexe residuel n'est pas transversal, nous
avons eu besoin d'introduire la notion de perversite residuelle; en
fait, la seule difference significative entre p et f se trouve dans les
termes (n — m) et (n — m — 1), ce qui correspond au passage Km —>
C(K) Π Km. Cette meme siuation de changement de perversite
dans le passage aux sous-complexes se trouve dans ([9, page 144]^-
Pour unifier la notation on posera f — p pour le cas oύ C(K) est
transversal.

En termes de cochaϊnes le resultat precedent se traduit comme
suit:
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PROPOSITION 2.1.5. La restriction des cochaϊnes induit les ap-
plications:

a) IC£(K] R) —•> IC$(Yi R) si Y est transversal,

) I { )

2.2. Calcul de IH±(K,C{K);R). Nous montrons dans la suite
comment obtenir la cohomologie d'intersection de K a l'aide de la
cohomologie d'intersection de C(K) et de celle des a * Lα, oύ a
parcourt la famille des simplexes de K dont la dimension est egale
au degre minimal.

Nous commenςons avec un Lemme qui sera utile dans la suite.
Rappelons que le support d'une chaϊne ξ G C*(K;R), note ξ, est
la reunion des simplexes dont les coefficients dans ξ sont differents
de zero.

LEMME 2.2.1. Soit ξ une chaϊne de ICξ(K R). Soit k le plus
grand entier verifiant ξΠKn-k φ 0. Alors ξ s'ecrit de faςon unique
sous la forme:

(13) £

oύ
a) ξ' G lCζ(K\ R) avec ξ' n Kn.k = 0,

et pour chaque a G /
b) a G Kn-k - JRΓn-fc-i,

c) 7α est une chaine non nulle de

I C l ^ ^ R) + (lCξ_ι_Ph(La; R) Π d-ι(0)),

d) a*jaeICξ(a*La;R).

Demonstration. Remarquons que la condition d) implique que ξ'
est un element de ICξ(K; R) (cf. (2.1.4)). D'autre part, c) implique
d) (cf. (12)). II suffit done de construire (13) verifiant ξ'ΠKn-k = 0,
b) et c).

La chaϊne ξ s'ecrit de faςon unique sous la forme ξ = Σαe/ a *
7α + ζ', oh ξ' est une chaϊne de C*(K;R) avec ξ' Π Kn-k — 0>
a G Kn^k — Kn-k-i et 7α est une chaϊne non nulle de C*(Lα; R). II
reste done a montrer c). Puisque ξ est permise, les chaϊnes a * j a
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sont permises; d'apres (12) chaque chaϊne j a est aussi permise et
appartient a C>k-i-Pk(La] R).

Posons /o = {a G / de dimension maximale } et I\ son comple-
mentaire. Le bord de ξ s'ecrit, au signe pres

dξ = ± Σ a*dΊ<* ^ Σ a*dla ± Σ da*Ίa ± Σ #α*7α5 ± dξ'
aeh α€/o

avec la convention 0* = 0. Remarquons que, d'apres le choix de JQ,
les termes a*dηai pour α G /o, ne sont pas elimines dans Γecriture de
dξ. En raisonnant comme plus haut, on montre que, pour a G /o, les
chaϊnes dηa sont permises et appartiennent a C>k-ι-Pk(La\ R). Ceci
montre la propriete c) pour a £ IQ. On termine la demonstration
en considerant la chaίne ξ' = ξ — Σaei0 a * ya. D

Une premiere consequence de ce Lemme est la

PROPOSITION 2.2.2. La restriction

p:IC;(K;R)—>IC*f(C(K) R)

est un epimorphisme differentiel.

Demonstration. D'apres le Lemme precedent et (2.1.4) toute
chaϊne ξ G ICξ(K] R) possede une et une seule decomposition de
la forme ξ = Σ*eim a * 7 α + ξi oύ ξι G ICζ(C(K); R) et 7 α G
ICξ(La]R) pour chaque a G Im. On definit une section S de la
restriction en posant S(F)(ξ) = F(£i) La restriction p commute
avec les differentielles. D

2.2.3. Designons par IC£(K, C(K)\ R) le noyau de la restriction
IC£(K;R) -> IC;(C{K)]R) et par IH${K,C(K)\R) la cohomolo-
gie correspondante. On a la suite exacte

0 —> JCί(K, £ ( J 0 ; Λ) —> IC*f{K- R) -^ IC;(C(K); R) —> 0

qui donne lieu a la suite exacte de la paire (K, C(K))

-> IHί-\C{K); R) - 4

-> /ί4(/sΓ; Λ) -»• IHJ.(C(K); R)
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Si KQ φ 0 le complexe residuel est la reunion des cones cLa ,
a G KQ. On trouve done la relation

a*La,La = £(a* LO);R).

Notre objectif est d'etendre cette relation au cas general.
Soit Δ le simplexe standard de dimension /. Rappelons que δA

designe le bord de Δ considere comme complexe simplicial. Le com-
plexe δA * K est justement le complexe residuel de Δ * K. Pour
/ = 0 on posera δA * K — K. Le resultat principal de cette section
s'enonce:

PROPOSITION 2.2.4. La restriction des cochaϊnes induit un iso-
morphisme

oύ Im est Vensemble des simplexes de Km de dimension maximale
m.

Demonstration. Remarquons que le module ICp(K, C(K); R) est
isomorphe au module quotient

Horn (IC*{K\ R) I ICζ(C(K)i R)]R).

II suffira done de prouver que Γinclusion de complexes induit un
isomorphisme au niveau de quotients:

ICξ(K R) ^ lCξ(a*LgtR)
ICζ(C(K); R) ^ m ICζ(δa * LQ; R)

Appliquons le Lemme 2.2.1 a k = n—m. Toute chaϊne ξ G ICξ(K; R)
s'ecrit done sous la forme:

(14) ξ= Σ α * 7 α + Γ avec ξ ; / = ^ β*Ίβ + ξf

oύ 7 Q e ICξ{La; R), a * 7 Q G ICξ(a *La;R) et ξ» G ICξ(K; R)
avec dim(^/; Π Km) < m. Cette derniere condition implique que £"
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est une chaϊne de ICΐ(C(K)]R) (cf. (2.1.4)). Par consequent on a
Γegalite:

ICξ(K;R)= Σ ICξ(a*La;R) + ICΪ{C{K) R).

Ainsi

lUζ[K rί)

ICζ(C(K);R) 0

qui est isomorphe a

Σ

*La;R) + ICζ(C(K);R)

ICζ(C(K);R)

z*La;R)

Σaeim ICS{a * La; R) n ICζ(C(K); R)

Puisque δa * La est le complexe residuel de a * La nous avons
ICξ(a * La; R) Π ICζ(C{K); R) = ICζ(C{δa * La; R) (cf. (2.1.4)).
Le quotient precedent devient

qui n'est rien d'autre que

ICΪ{a*La R)

aeImICi(δa*La;RY

II est aise de voir que Γisomorphisme est donne par Γinclusion. D

2.3. Lemme de Poincare. Le complexe Δ* if, oύ Δ est le sim-
plexe standard de dimension /, est un complexe filtre de dimension
n+l +1. Dans ce paragraphs nous calculons IHp(A*K] R) a partir
de IHp(K; R). C'est le calcul local caracteristique de la cohomologie
d'intersection, qui joue le role du Lemme de Poincare de [18].

Nous commenςons par decrire les elements de ICξ(Δ * K\R) a
Γaide des elements de ICf(K R). Le complexe tronque de K
(cf. [10, pag. 93]) est le complexe differentiel:

τC*(K; R) = 0 JCf (K; R) Θ (lCζ_Pn+1 (K; R) Π d
j
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En appliquant (2.2.1) pour k = n + 1, toute chaine ξ G /Cf (Δ *
K; R) s'ecrit de faςon unique sous la forme:

(15) ξ=

oύ Ίa e τCξ(K; R) et ξ' e IOξ(K; R).

LEMME 2.3.1. L'application

/Cf (Δ *
(16) f:C.(A;R)®τCζ(K;R)

ICξ(K; R)

definie par linearite ά partir de f(a® β) = \μ * β\ (classe de a* β),
a £ Δ et β G K est un isomorphisme diffέrentiel de degre +1.

Demonstration. D'apres (12) le simplexe a*β est permis, Γappli-
cation / est done bien definie. L'inverse est donnee par /~1([C]) =
φ α 6 Δ ( α ® 7α) (cf. (15)). II suffit de montrer que / commute avec
la differentielle; puisque dim^ > 0 (n — pn+ι > 1) il faut distinguer
deux cas d'apres la dimension de a:

• Soit dime* > 0, alors f(d(a®β)) = f(da<2>β+{-l)_dima~ιa®
_

dβ)_= {da * β + ( - l ) * " 1 0 - ^ * dβ\ = {d{a * β)] = df(a ® β),
oύ d designe la differentielle induite par d sur le quotient ICξ(A *
K;R)/ICξ(K;R).

• Soit dime* = 0, alors f(d(a <g> β)) = / ( ( - l ) d i m Q - χ α ® dβ) =
\(-\)άima-ιa * dβ] = I β + (-l)dima-ιa * dβ] = [d(a * β)] =
df{a®β). D

2.3.2. Remarquons que le dual de ICξ(Δ * K; R)/lCξ(K; R)
est naturellement isomorphe a /C|(Δ * K, K; R). En appliquant le
foncteur Horn a (16) et en tenant compte de ([17, pag. 245]) et du
fait que C*(Δ; R) est libre, on a Γisomorphisme differentiel de degre
-1:

Hom(/) : IC$(Δ * K, K; R) —4- C*(Δ; R) ® Hom(τCf (K; R); R).

Puisque le simplexe Δ est contractile, la cohomologie du produit
tensoriel est isomorphe a H*(Uom(rCξ(K; R); R) (cf. [17, pag.230]).
Ainsi, Γapplication

g* : H*(Uom(τCξ(K; R);R)—+ im~l(A * K, K; R)
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definie a partir de

s i dim a ^ 0

α ) s i d i m α : 0

est un isomorphisme de modules. On est finalement arrive a la

PROPOSITION 2.3.3. L'inclusion K C A*K induit I'isomorphisme
de modules

l IHH* Λ) « £ n - 1 - Pn+1
si ι> n — pn+ι

Demonstration. Puisque

- fois

(cf. (1.2.4)) et en tenant compte de (2.2.2), on a la suite exacte:

(17)
0 -> /C£(Δ * K, K; R) -> IC$(A *K;R)^>- IC$(K; R) -> 0.

Elle a une section donnee par S(F)(ξ = Σ α e Δ <* * 7α + ξ') = F(ξ').
En utilisant Γisomorphisme g*, le connectant de cette suite devient
la restriction IH±(K;R) -»• H*(Kom(rCP)*(K;R);R). Pour ter-
miner il suffit de remarquer que la restriction induit Γisomorphisme:

puis d'ecrire la suite exacte longue associee a (17). D

_ 3 . Eclatement. Dans cette section nous introduisons Γeclate
K du complexe stratifie K. C'est un complexe prismatique a bord
obtenu a partir de K en remplaςant chaque point de Σ par son en-
trelac transversal. Cette notion correspond a la resolution des singu-
larites de [19] et au deplissage simplicial de [2]. A Γaide de cet outil
nous definissons dans la section suivante les formes d'intersection
moderees; elles sont des formes differentielles de K — Σ qui devien-
nent des formes globales sur leclate K.

Nous commenςons par Γetude locale de Γeclatement.
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3.1. Eclatement local. La filtration de K induit sur chaque
simplexe σ une filtration par faces. L'eclatement de σ (eclatement
local) consiste a remplacer chaque point singulier par (Γeclatement
de) son entrelac transversal. L'objet ainsi construit est un prisme.

Dans (1.2.4) on a defini le cone d'un simplexe σ G K comme
etant le quotient σ x [0, l]/σ x {0}; nous noterons [x,t] un element
generique du cone et s son sommet [#, 0]. Pour eviter toute confu-
sion, on posera cσ = s si σ = 0.

Fixons pour la suite un simplexe σ G K — Σ.

3.1.1. Rappelons que la trace de chaque Ki sur σ est une face
de σ (cf. (5)). Pour chaque i G {0,... , n}, notons σ$ la face de
σ Π Ki opposee a σ Γ) UΓz_i, c'est-a-dire, σ Π Ki = σ Π K{-\ * σz .
Pour eviter un traitement particulier du cas βi — 0 (ce qui arrive
pour i = n — 1) on adoptera la convention 0 * — = —. On obtient
ainsi: σ = σo * σ\ * * σn_i * σn, que Γon appelle decomposition
induite de σ. La face σ n Σ est la face singuliere de σ. La face
σn, qui est non vide si σ ήL Σ, est la face reguliere de σ; c'est en
fait, la plus grande face de σ incluse dans K — Σ.

L'eclate de σ est le prisme σ = cσ0 x cσi x x cσn_χ x σn, et
Γeclatement de σ est Γapplication μσ : σ —> σ definie par:

+
+

"0 +

( i -

( i -

- t o ) - -

- to) • •

•(i
.(1

Xl + •

-tn-

Dans la figure suivante on presente trois exemples, dont le troisieme
avec deux strates singulieres.

L'applίcation μσ est cellulaire: soient (αϊ? Si) les coordonnees ba-
rycentriques de [xi^U] G cΔ^, z G {0,... ,n — 1}, et an les coor-
donnees barycentriques de xn G Δ n , alors celles de μ{\x$, to], ,
[xn-ij t n - i ] , xn) sont (So, 5Oαi,... , 50 5n_χαn); Γapplication μσ en-
voie bien les faces de Δ sur les faces de Δ de faςon differentiable.

La restriction de μσ a σ — μ~1(Σ) (ouvert dense de σ) est un
diffeomorphisme sur σ — Σ. Si x est un point de σ2, avec iφ n, son
image reciproque est isomorphe au prisme cσ^+i x x cσn_i x σn,
c'est-a-dire, l'eclate du "entrelac transversal" σ^i * * σn_i * σn

de x dans <7.
Bien plus, toute face r de σ admet un eclate f. Si r n'est pas

incluse dans la partie singuliere de K (i.e. τn φ 0), alors r =
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x x cτn_i x τn est un face de σ = cσo x x cσn_χ x σn.

σ = σo * θ\ σ = cσo χ

cσ0

σ = σ = cσ0 x

cσ0

x σ2

3.1.2. Bord. Le processus d'eclatement fait apparaϊtre de nou-
velles faces dans le bord de σ. Nous decrivons maintenant la relation
entre Γeclate du bord et le bord de Γeclate. Pour simplifier la situ-
ation nous nous plaςerons dans l'hypothese

(18) cod σ (σΠΣ) > 2;

c'est avec ce type de simplexes que nous travaillerons dans la section
5.
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Soient F une face de codimension un de σ et C — μ(F), la corre-
spondante de σ. II y a trois types:

(a.l) F = cσo x x cσ^_i x cFi x cσ^i x x cσn_i x σn, oύ Fi
est une face de codimension un de σ^

(a.2) F = cσo x x eσn_i x F n , oύ F n est une face de codimensi-
on un de σn,

(b) F = cσ0 x x cσ^_i x (σ» x {1}) x cσ%+\ x x cσn_i x σn.

Lorsque F parcourt les faces de type (a.l) et (a.2) on verifie
aisement que C parcourt les faces de codimension un de F. Pour le
troisieme type on voit que C est la face σ$ * * σ; = σ Π K{. On
remarquera que dans ce cas la restriction d e μ a F est la projection
canonique de F sur cσo x x co^-i x &i composee avec μσo*...*σ{; en
particulier, la restriction de μ a Γinterieur de F est une submersion
sur Γinterieur de C.

Considerons sur σ Γorientation qui fait de μ un morphisme preser-
vant Γorientation (comme μ est un diffeomorphisme a Γinterieur de
σ, e'est toujours possible !). Nous ecrivons done les bords orientes
dσ et dσ en tenant compte de Γorientation induite. D'apres les
observations precedentes, on a la relation

(19) dσ = dσ + dbσ

oύ dσ est la chaϊne constitute par les eclatements des faces de codi-
mension un de σ (cf. (18)) et c^σ est la chaϊne formee par les faces
de σ de type (b). On remarquera en particulier que Γeclatement du
bord dσ ne coincide pas avec le bord de Γeclatement de σ.

3.2. Eclatement de K. L'eclatement de K consiste a remplacer
chaque simplexe de K de dimension n par son eclate local. L'objet
ainsi construit est un complexe prismatique. Passons aux definitions
precises.

3.2.1. L'eclate de K, note K, est la reunion des faces de σ, oύ
σ est un simplexe de dimension n de K — Σ, e'est-a-dire:

K = U [η < σj avec σ e K - K^n'ι)} ,

oύ "<" indique "face de". L'eclatement de K est Γapplication
μ — μx : K —> K definie par

μ(x) = μσ(x), si x G σ pour σ e i f - Σ .
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D'apres la construction de μσ, cette application est bienjlefinie.

L'application μ est cellulaire. La restriction de μ a K — μ~1(Σ)

ίouvert dense de Kj est un homeomorphisme sur K — Σ.

L'eclate du tore pince (cf. [9]):

est le cylindre.

Plus generalement, si la dimension du lieu singulier Σ est 0, l'eclate
K est construit de la faςon suivante. Considerons C(Σ,K) le com-
plement simplicial de Σ dans K (cf. [14]). L'eclate de K est la
somme amalgamee

= C(Σ,K)]l(]lLzx{0,l]] /
GΣ

oύ x rsj (a;? 1) si x G I/* avec z 6 Σ. La structure prismatique de K
est definie naturellement a partir de la structure simpliciale de K?
L'eclatement μκ est defini par

si ί e C(Σ,K)
sΊ x=(x,t) eLzx [0,1], zeΣ.
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On considerera dans la suite le complexe prismatique auxiliaire

P = cKx ---xcϋf xK.

n fois

Remarquons que K est inclus naturellement dans P.
Comme on Γavait annonce

PROPOSITION 3.2.2. L'ensemble K est un sous-complexe pris-
matique de P de dimension n.

Demonstration. II suffit de verifier les conditions (2), (3) et (4).
La premiere et la troisieme decoulent directement de la definition.
Pour la deuxieme nous remarquons que P est un complexe prisma-
tique. D

La relation entre Γeclatement d'un sous-complexe de K et K lui-

meme est donnee par la

PROPOSITION 3.2.3. Soit Y un sous-complexe stratifie non in-
clus dans la partie singuliere de K. Alors il existe une et une seule
injection i : Y —ϊ K telle que μxi = μy etj, soit un isomorphisme
sur le sous-complexe prismatique L(Y) de K.

Demonstration. Soit τ 6 Yι — Y\-u a v e c ^ = d imF. Nous avons
deux decompositions de r: r = rio * * τ^_1 * Tit dans y , et
r = τ 0 * * τn dans K, avec: {io,... U} C {0,... , n}, %ι = n
(r §£ Σ) et Tj = 0 si j' # {io,... , k}. Les eclatements respectifs sont
naturellement isomorphes car:

τ(dans K) = f (dans y)x{sommet de c0} x x {sommet de c0} .

(n—/)-fois

L'application i ainsi construite est injective, est un isomorphisme sur
un sous-complexe de K et verifie la relation μ#£ = μy. L'unicite
provient du fait que μ# possede une inverse sur K — Σ et du fait
que y — Σ est un sous-ensemble dense de Y. D,

J*our eviter des complications techniques, on identifier a Y evec
i(Y) et on dira que Ϋ est un sous-complexe prismatique^de K.
Avec cette meme identification on remarquera que Γon a K = K,
si la partie singuliere de K est vide.
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3.2.4. Pour le joint Δ * K (cf. (1.2.4)) Γeclate est le prisme
cΔ x K et Γeclatement est Γapplication μA*κ ' cΔ x K -> Δ * K
def in ie p a r μ^κ([Xjt],y) = tx + (l- t)μ(y).

La decomposition de K (cf. (9)) induit la decomposition suivante
de K en sous-complexes prismatiques:

avec

3.3. Relevement d e ^ . Dans Γeclatement de K, chacun des Kι
de Σ devient une face de K, ces faces sont en position generale. Ceci
est traϊte dans ce paragraphe.

3.3.1. Remarquons que si σ est un simplexe de K alors, pour i
entre 0 et n — 1, Γimage reciproque //~1(σ Π Ki) est la reunion des
cσ0 x x cσj-ι x (θj x {1}) x cσ J + i x x cσn^i x σn, pour j entre
0 et z; c'est la reunion de i + 1 faces de codimension un en position
generale. Ainsi, pour chaque i G {0,... , n — 1} on posera

Ki = (J{7/ < cσ0 x x cσj_i x (σ^ x {1}) x cσi+ι x •

que Γon appelera z-face de K (cf. [19]). Dans le cas oύ K n'a pas
de bord, le complexe K est a bord et son bord est constitue par les
z-faces, d'oύ la definition.

PROPOSITION 3.3.2. Les faces de K verifient les proprietes
suivantes:

a) chaque face non vide est un sous-complexe prismatique de codi-
mension un,

b) les faces se trouvent en position generale,
c) μ envoie /Q sur Ki, et

Demonstration. La demonstration de a) est evidente. Pour b) il
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suffit de remarquer Γegalite

cσ0 x x cσi-ι x (σ; x {1}) x cσi+χ x x cσn_x x σn Π

cσ0 x x cσj-ι x (σj x {1}) x cσ J +i x x cσn_i x σn =

cσ0 x x cσi_i x (α* x {1}) x ca i + 1 x x σ7 _i x (σ7 x {1})

x coj+i x x cσn_χ x σn

pour i < j . Pour c) on la relation μ(cσo x x cσ^\ x (σ^ x {1}) x
cc7j+i x x cσn_χ x σn) = σo * * σ^_i * σ .̂ Finalement, pour d)
il faut tenir compte de Γegalite μ~ι(σ Π Kι) — \Jj<i σ ΓλKy D

Remarquons que les definitions precedentes ont encore un sens si
K est un complexe filtre. La relation entre les faces de K et les
eclatements des sous-complexes de K est donnee par la

PROPOSITION 3.3.3. Soit Y un sous-complexe stratifie de K
non inclus dans la partie singuliere. Si Y Π Kι φ Y Π Ki-\ alors
yj=zYC\ Id, oύ j = d i m F Π K{.

Demonstration. II suffit de remarquer que (avec les notations de
(3.2.3)) si r G Y\ — Y\-\ alors nous avons rZj = rz . D

3.4. Complexe de Cenkl-Porter. Dans [5] Cenkl et Porter ont
montre comment calculer la cohomologie moderee d'un complexe
simplicial a l'aide de formes differentielles. Pour cela ils ont introduit
la "cubication" d'un complexe simplicial, notion que nous rappelons
et etendons a Γeclate d'un complexe stratifie.

3.4.1. La cubication de Δ, simplexe standard de dimension /, est
un procede qui decompose Δ en un complexe cubique forme de / + 1
cubes de dimension /. Ces cubes s'appuient dans les sommets de la
decomposition barycentrique de Δ.

La cubication de Cenkl-Porter (en abrege cubication) de Δ,
notee Δ D , est definie par induction sur /. Pour / = 0, on posera
Δ Q = Δ. Pour le cas general fixons S une face de codimension un
de Δ et s le sommet oppose. Le simplexe Δ est le cone cS, oύ on
a identife S avec S x {1}. Par hypothese de recurrence nous avons
decompose S en I cubes {Ct}^" 1 . La cubication de Δ est constitute
par les cubes de dimension / suivants:

• le cube engendre par les sommets {PQ, . . . , P^i-i, Q1Q, , Qι

2ι-ι j
pour i e {0,...,/ — 1}, oύ {PQ, . . . , P^-i} est Γensemble des
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sommets de C{ et Q* est le barycentre de {face dont le barycen-
tre est Pj} * {s}, pour j e {0,... , 2'"1}, et

• le cube O 5 engendre par

{ Q } / i e { o , . . . , / - i } , j e ί o , . . . , ^ - 1 } } u {*}.

On remarquera que la famille des cubes de la cubication Δ G qui
rencontrent S est un complexe cubique isomorphe a SD x [0,1]. Le
complexe Δ G se decompose ainsi en deux parties:

(20) Δ o = (Sa x [0,1]) U Os

dont l'intersection est SΏ x {0}.

cubication de cS

zx{l}

Puisque la cubication ainsi definie est compatible avec les faces
(la restriction de la cubication a une face de Δ est la cubication de
la face en question), nous pouvons Γetendre aux complexes simplici-
aux. Ainsi, la cubication d'un complexe simplicial K de dimension
n, notee KD, est le complexe cubique de dimension n obtenu par
cubication des simplexes de K.

3.4.2. Soit Π = σ0 x x σp un prisme. La cubication de
Π, notee ΠG, est le complexe cubique obtenu comme produit de
(σ0) , . . . , (σp) . Bien sur, si Π est un simplexe alors cette notion
de cubication coincide avec la precedente.

Comme dans le cas des simplexes nous pouvons etendre la notion
de cubication aux complexes prismatiques. La cubication d'un
complexe prismatique P de dimension n, notee PQ, est le complexe
cubique de dimension n obtenu par cubication des prismes de P.

Cette construction va etre utilisee dans ce travail sur les complexes
stratifies par Γintermediaire des eclates. Ansi, on associera a chaque
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complexe stratifie K son eclate K, qui sera cubique pour obtenir Kπ.
Prenons par exemple le joint Δ * K (cf. (1.2.4)); son eclate est le
produit c Δ x ί ί dont la cubication se decompose en deux parties
(cf. (20)):

(21) cΔ x Ko = (ΔD x [0,1] x KΌ) U ( θ Δ x KΌ)

dont Γintersection est ΔD x {0} x KQ.

3.5. Effet de la cubication sur K. La cubication de Γeclate-

ment induit sur le complexe K la decomposition K = {μ(c)/c G σD

avec σ G K — K^n~1^}. Nous montrons dans ce paragraphe que K

est un complexe cellulaire.
Nous commenςons par decrire μ(c0 x xc n ) pour c0 x x cn e

σQ. Pour cela on pose [cn] = cn et, pour tout i G {0,... , n — 1}, on
definit la cellule [CJ, . . . , cn] par (cf. (20)):

{ Ci x [ci+i,... , Cn] si a Π (σz x {1}) = 0,
z» x c[ci+i,... , cn] si Cj = Zi x [0,1],
^ si a = ZiX {1}.

LEMME 3.5.1. i>e«s faces de la cellule [CJ, . . . , c n ] ; α?;ec z G
{0,... , n} ; sont les sous-ensembles de la forme [c^ , . . . , c ' n ] ; oύ
chaque d3 est une face de Cj.

Demonstration. Pour i = n et pour cz = £z x {1} le resultat est
evident. Pour les autres cas on procede par induction en distinguant
encore deux cas. Si Q Π (α* x {1}) = 0 on a:

face de [Q, . . . , cn] = (face de c») x (face de [cχ+i,... , cn})

et le resultat decoule de Γhypothese de recurrence.
Si C{ — Zi x [0,1] alors on a:

{ (face de zι) x c(face de [ Q + I , . . . , cn\)
(face de Z{) x {1}
x(face de [ci+i,... ,cn])

et le resultat decoule de Γhypothese de recurrence et du fait que
Zi x {1} est une face de cσι. D

La relation de [CJ, . . . , cn] avec μ(eo x x cn) est decrite par:
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LEMME 3.5.2. La cellule [c 0 , . . . , cn\ est homeomorphe a μ(co x
•••x cn).

Demonstration. L'image μ(co x x cn) est le quotient du produit
Co x x cn par la relation:

(XO, • , £ i - l , (Vi X {1}), Xi+l, • ,Xn) ~

(xo,...,xι_u(yi x

ou Xj, x'j G Cj, ΐ/i G Zi, pour j G {0,... , i - 1, z + 1,... , n}, et
i G {0,... n — 1}. Distinguons maintenant trois cas.

ί
c0 x (ci x x cn/ ^ ) si Co Π (σ0 x {1}) = 0,
z0 x c(ci x x cn/ ^ ) si Co = z0 x [0,1],
ZQ x {1} si Co = z0 x {1}.

On termine a Γaide d'un argument de recurrence. D

On arrive finalement a la

PROPOSITION 3.5.3. La famille K est un complexe cellulaire.
L 'application μ : Ku —> K est cellulaire.

Demonstration. Montrons d'abord que K verifie les conditions
de (1.1.1). La premiere decoule de (3.5.2). Pour la deuxieme con-
siderons c = CQ X x cn et d — cf

Q x x c'n deux cubes de Kπ

et montrons que Γintersection μ(c) Π μ(d) est une face de μ(c) (cf.
(3.5.1)). Pour cela il suffit de remarquer Γegalite μ(c) (Ί μ(d) =
μ(co lΊ c7

0 x x Ci Π d{ x Q + I X x cn) oύ i est le plus petit entier
tel que μ(c) C Kτ et μ(c) (£ Ki-χ. La troisieme est immediate.

Finalement, Γapplication μ est cellulaire par construction (cf.
(3.2.1)). D

On notera Σ le sous-complexe de K constitue par les simplexes
inclus dans Σ.

4. Cohomologie difFerentielle. Nous introduisons et etudions
dans cette section le complexe des formes differentielles d'intersectioia
moderees IT^'q(K) qui va calculer la cohomologie d'intersection
moderee IH£(K,Qq). En suivant la philosophie de [3], une forme
differentielle d'intersection ω doit etre definie sur la partie reguliere
de K. Ce fait empeche a priori Γintegration de ω sur les chaines
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de ICp(K, Qq). D'autre part, il n'est pas claire comment donner un
sens a la "moderation" de ω. C'est pour resoudre ces deux questions
que nous avons introduit la notion d'eclatement.

Une forme differentielle d'intersection ω est avant tout une forme
differentielle sur K — Σ qui se releve en une forme differentielle ω
de Kπ. La "perversite" de ω est lue dans le comportement de ω
dans la partie ajoutee dans le passage K H-> K (i.e. μ~ι(Σ^). La
moderation de α ̂ est interpretee comme Immoderation de K dans
la cubication de KΏ, ce qui a un sens car K est definie globalement
sur K.

4.1. Formes differentielles. Nous commenςons par rappeler la
notion de forme differentielle sur un complexe cellulaire. Ensuite
nous introduisons les notions de forme moderee et de forme d'inter-
section.

4.1.1. Etant donne un complexe cellulaire D, on notera Cl*(D) le
complexe des formes differentielles de D. Un element de Ω*(D)
est une famille (ωσ)σeD, oύ chaque ωσ est une forme differentielle sur
σ, verifiant la condition de compatibilite suivante: ωσ = ωr sur rίlσ
(plus precisement, ι\ωσ = ι\ωτ oύ i\ : σlΊr -Λ σ et ι^ : σΓ)τ ~> r sont
les inclusions). On definit la differentielle d : Ω*(D) -+ Ω*+1(D)
par: d(ωσ)σeD = (dωσ)σeD. Remarquons que si ω = (α;σ)σGD et
7̂  = (ησ)σ£D sont deux formes differentielles sur D, alors le produit
ω Aη = (ωσ A ησ)σeD et la somme ω + η = (ωσ + ησ)σeD sont aussi
deux formes differentielles sur D.

Soit D' un sous-complexe cellulaire de D, considere comme plonge
dans MN. Une forme differentielle sur D — D1 est une famille
(ωσ)σGJc)_z)/ oύ chaque ωσ est une forme differentielle sur un ouvert
de MN contenant σ — D' et verifiant les memes conditions de com-
patibilite que precedement. On designe par Ω*(D — D') la famille
de ces formes, c'est aussi une algebre differentielle.

4.1.2. Complexe de deRham modere. (cf. [5]). Chaque
monόme

oύ Si G {0,1} et Vi est un entier non negatif, est une forme differen-
tielle sur [0, lp . L'entier max{εz + z/z} est le poids du monόme. On
ecrira Tf>ςf([0, lp') le module, sur Γanneau Z des entiers, engendre
par tous les monόmes ω de poids inferieur oύ egal a q et de degre
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deg(ω) = p = ει H h Ey Les elements du Qq = Z [|, | , . . . , ~j-

module

7™([0, lp) = 2f*([0, lp) ®z Qq

sont les formes moderees sur [0, lp' de type (p, q). Le ζ)ρ-module

T*>q(C) des formes moderees sur le complexe cubique C est une

famille des modules T*>q(c) des formes moderees du type (*,#), sur

tous les cubes c de C, verifiant les conditions de compatibility.

Les modules T*'*(C) possedent les proprietes suivantes:

(i) T*«{C) —> T*>q+ι(C) est une injection,

(ii) TP«(C)®TP'd(C) - A TP+pl>q+qt(C) est un produit commutatif;

aΛb= (-l) d esα d ee 6&Λα,

(iii) d : Tp>q(C) —> Tp+ι>q(C) est induite par la differentielle sur

chaque cube.

On dira que T*'*(C) est le complexe des formes moderees de
C. Le complexe T* )9(C) est un sous-module differentiel de Ω*(C) et

T*'*(C) = [Jq>oT*>q(C) est un sous-complexe differentiel de Ω*(C).

4.1.3. Formes relevables. Considerons un element c de la

cubication Kπ de Cenkl-Porter de K . Rappelons que μ(c) est une

cellulee de K. Supposons que cette cellule n'est pas incluse dans

Σ. On dira qu'une forme differentielle ω sur μ(c) — Σ est relevable

s'il existe une forme differentielle ώ sur c telle que ώ = μ*ω sur

c — μ~1(Σ). La forme μ*ω est bien definie car μ est differentiable.

La forme α), appelee releve de ω, est unique car c — μ~ι(Σ) est

dense dans c. On remarquera les relations: dω = oίcD, ω + η = ώ + fj

et CJ Λ r; = α; Λ 77.

Voyons sur un exemple qu'il existe des formes non relevables.

Considerons le simplexe standard Δ de dimension 2, de sommets

A0,Aι et A2. Soit Σ = {Ao}. L'eclatement de Δ est Γapplication:

μ : [0,1] x [0,1] -> Δ definie par μ(t, s) = ίA 0 + (1 - t)sA1 + (1 -

ί ) ( l — s)A 2 . Soient α i = -—-—dt\ et ω2 = 7 ^—r^dii deux formes
1 — *o (1 — to)4*

sur Δ — {AQ}. La premiere est relevable la deuxieme ne Test pas,
Q

car: μ*ωι = s(—sdt+(l — t)ds) et μ*ω2 = (—sdί+( l — ί) rf^).
i. L

Globalement, nous dirons qu'une forme ω = (ωμ(c)) G Ω*(K — Σ)

est une forme relevable s'il existe ω = (ώc) € Ω*(UΓα) telle que

chaque ωc est le releve de ωμ(c). Remarquons que si Σ = 0 alors
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toute forme sur K = KΏ est relevable.

4.1.4. Formes d'intersection. Le degre de "perversite" d'une
forme relevable ω est mesure par le comportement de ώ dansja
partie ajoutee dans le passage K <->• eclate de K: les i-faces de K.
Nous decrivons maintenant cette situation.

Etant donnee une forme differentielle ω sur c nous definissons son
z-degre vertical ||α;||i comme etant:

mm{j e N / ω(υ0,... , Vj, - ) = 0
pour toute famille υ0, . . . , v3 άe vecteurs dec tangents aux fibres de

Par convention on posera ||0||i = —oo. Remarquons les inegalites:

| |ωi+ω 2 | | » < mαxdl^llijU^llt) et ||α;iΛα;2||i < | |^i | |* + II^Hi
C'est avec cette notion de degre que nous decidons de la "permissi-
bilite" des formes differentielles (cf. [3, pag. 10],[2]).

Nous dirons qu'une forme differentielle ω est permise (ou p-
permise) si pour chaque i e {2,... , n} on a:

(22) \\Lj\\t < n - i - 2 - pn-i.

La forme ω est d'intersection (ou de p-intersection) si les formes
ω et dω sont permises.

La permissibilite d'un forme differentielle de c depend du com-
plexe K de la faςon suivante.

LEMME 4.1.5. Soient Y un sous-complexe stratifie de K, non
inclus dans la partie singuliere de Σ, et c un cube de Y. Pour toute
forme differentielle ω sur c on a:

a) ω est p-permise (dans Y) <^ ω est p-permise (dans K), si Y
est transversal,

b) ω est f-permise (dans Y) <=> ω est p-permise (dans K), si
Y = C(K).

Demonstration, a) Posons / = dimF. D'apres (3.3.3) nous avons
(Y ςL Σ): y^k = /Cn_fc (Ί Ϋ , pourvu que Yt_k φ Yι-k-i>_ La
Proposition (3.2.3) permet d'ecrire la relation ||cj||n_fc (dans K) =
||cj||/_fc (dans Y), pour toute forme ω de Y. On a termine car:
\W\\n-k <k-2-pk& \\ω\\ι^k <k-2-pk.
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b) On procede de la meme faςon, sauf pour le cas i = m — 1

et dim C(K) = n. Ici nous avons: (m — 1) — face de C(K) ==

JCmΠC(K), et done

| M | m = n _ ( n _ m ) ( d a n s ϋf) = | H | m _ 1 = n _ ( n _ m + 1 ) ( d a n s C{K)).

Le resultat decoule de Γequivalence: \\ω\\m < n — m — 2 — pn-

I M | m - i < n - m - 1 - r n _ m _ + 1 . Dm

4.1.6. Une forme differentielle α> = (α;c) de Kπ est permise
(ou p-permise) si chaque ωc est une forme permise. La forme α;
est d'intersection (ou de p-intersection) si les formes ω et dω
sont permises. On designera par IΩ^(Kπj le complexe des formes
d'intersection. On remarquera que si la partie singuliere de K est
vide, alors ce complexe coincide avec Ω*(lfα), complexe des formes
moderees de KΏ.

Le complexe des formes differentielles qui va calculer la cohomo-
logie d'intersection moderee de K est:

ITf'q(K) ={ω G Ω * ( K - Σ)/ω relevable et ω

moderee et d'intersection},

que nous appellerons le complexe des formes moderees d'inter-
section de K. C'est un sous-complexe differentiel de Ω*(K — Σ).

Vu que Γoperateur μ* etablit un isomorphisme^entre les formes
relevables de K — Σ et les formes differentielles de KQ nous identi-
fierons dans la suite de ce travail ces deux complexes. Ainsi,
nous avons: IT£q(K) = {ω e T** (κ^j jω est d'intersection} =

) (

Remarquons finalement que si Σ = 0, alors le complexe precedent
coincide avec le complexe des formes moderees de Kπ. Les definitions
precedentes ont encore un sens si K est un complexe filtre.

4.1.7. Illustrons cette notion par Γexemple du tore pince (cf.
(3.2.1)). Puisque Σ est reduit a un point, nous avons necessairement
p = 0. Rappelons que la realisation geometrique de K est un cylin-
dre. Un cube c de KΏ de dimension 2 ou bien ne rencontre pas le
bord du cylindre, ou bien le rencontre dans une face d de dimension
1. Dans le premier cas: ITψ'q(c) = Γ*'ς(c). Pour le deuxieme cas,
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posons c = [0,1] x [0,1] et d = [0,1] x {0}. Une forme ω e T*«{c)
est permise si elle est engendree par monόmes du type:

avec max{z/χ, u2} < q,
^dxi avec max{^i + 2, u2} < q,

• Xι1X2*dx2 avec max{i/i,i/2 + 1} < <75 et
• Xι1X22dxιdx2 avec max{ί/χ + 1, i/2 + 1} < 9.

Le comportement de ces formes par rapport aux sous-complexes
stratifies est analogue au comportement des chaϊnes d'intersection
(cf. (2.1.4) et (2.2.2)).

PROPOSITION 4.1.8. La restriction des formes induit les appli-
cations:

a) ITp'q(K) -» ITp'Q(Y) si Y est un sous-complexe transversal,
et

b)

Demonstration. II suffit de remarquer que la restriction des formes
conserve la caractere moderee de ces formes et de prendre compte
de (4.1.5). D

4.2. Calcul de H*(ITψ

iq(K, C{K)). Nous montrons dans la suite
comment calculer la cohomologie de K a Γaide de la cohomologie
de C(K) et celle des a * Lα, oύ a parcourt la famille des simplexes
de K dont la dimension est le degre minimal.

4,2.1. Designons par ITp'9(K,C(K)) le noyau de la restriction
IT~>q(K) -> ITf*>q(£(K)) (cf. (4.1.8 b))). D'apres la decomposition
(9) la restriction des formes induit Γisomorphisme de modules diffe-
rentiels

, C(K)) S* Π Iψ(<* * La, δa * La).

Le but des Lemmes qui suivent est de montrer que Γapplication
restriction de K dans C(K) est surjective, c'est-a-dire, que Γon a la
suite exacte 0 — * IT£q{K,C{K)) —-> IΊ%Λ{K) —> IT
—> 0. Celle-ci induira la suite exacte longue



COHOMOGIE DΊNTERSECTION MODEREE. UN THEOREME DE DERHAM 271

LEMME 4.2.2. Soit σ un simplexe de K et π : σ —> cσo la
projection sur le premier facteur (cf. (3.1.1)). Pour tout cube c de
σQ et toute forme differentielle ω definie sur τr(c), la restriction de
π*ω aux fibres de μ est nulle.

Demonstration. Considerons Γapplication p : σ -> cσ0 definie par

p(aoxo^ \-OLnxn) = [xo, «o] Elle est cellulaire, car en coordonnees
barycentriques elle s'ecrit:

Le result at decoule maintenant de la relation pμ = π. D

LEMME 4.2.3. Soientc = coxcp< « x c n etd = c'oxcix x c n

deux elements de la cubication de KΠ, avec d0 face de codimension
un de Co- Alors ^application restriction Ω*(c) —> Ω*(c') possede une
section S verifiant:

a) Sω est moderee, si ω est moderee,
b) max'dl^Hi, \\dSω\\i) < max( |μ | | f , , ||cMlί), Pouri G {0,... ,

}
c) la restriction de Sω a une face c* de c, est nulle si la retriction

de ω a cΠc* est nulle,
d) la restriction de Sω a la face de c opposee a d est nulle.

Demonstration. Posons c0 = d0 x [0,1] et identifions d0 avec
Co x {0}. On note Pr la projection canonique de c sur d et s la
variable de [0,1]. On pose Sω — (1 — s)Pr*ω; c'est bien une forme
differentielle sur c qui etend ω: Sω\s=Q = ω. II nous reste a montrer
a), b) c) et d).

a) La forme ω ne contenant ni s ni cίs, on a: poids(Sω) <
max(l,poids(ω)) < q.

b) Nous avons Γinegalite

, \\dSω\\i) < maxdlPr^Hi , | |d(l - β)| |, + \\Pr*ω\\i ,

D'apres le Lemme precedent le i-degre vertical | |d(l — s)||t est nul.
II suffira done de prouver: ||Pr*α;||< < ||cc;||j. Distinguons trois cas
d'apres la relation qu'il y a entre cn/Q et dnJCi. N'oublions pas que
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si c Π Kι est non vide, alors cΠ /Q est une face de c de codimension
0 ou 1, et de meme pour d Π /Q.

bl) cΠ ICi = d Π JCi x [0,1] (ceci est le cas pour cfλKτ — 0,c
ou c' Π Ki Φ 0 et φ d). Si nous prouvons que Pr envoie la (trace
de c sur les fibres au-dessus de Ki — Ki-ι) sur la (trace de d sur
les fibres au-dessus de Ki — ϋQ-i) on aura fini, car ainsi on aura

Soit done x G μ(c) Π (Ki — AΓi_i), Γaffirmation precedente decoule
des egalites suivantes, montrees aisement a partir de la definition de
μ:

μ~ι(x) ΓΊ c ={Po} x {P\} x x {Pi} x cί4_i x x cn , et

μ" 1 ^ 7 ) ΓΊ c' -{P^} x { P J x . . . x {P£} x c1 +

ou x ; = μ(Pr(Q)) avec <2 ̂  β"1^) Π c.
b2) c Π /Q = c'. Ici on a μ~x(x) Π c = μ " 1 ^ ) ΓΊ c7 pour tout

b3) cΠ/Ci = c / x { l } . Dans ce cas la coordonnee 5 de cΠ /C» est
1 et done 5Ό;|CΠA: Ξ 0; par consequent ||5Ό;||i = ||dSΌ;||i = — ex).

c) <Sα;|c* = 5|c*α;|c*nc/ = 0.
d) Sω\s=ι = 0. D

LEMME 4.2.4. Soient C un complexe cubique et C un sous-
complexe cubique de C. Alors Vapplication restriction Ω*(C) —>•
Ω*(C) possede une section S υerifiant

a) Sω est modέrέe, si ω est modέree,
b) max(||<Su;||2 , ||rf5α;||i) < maxdlα;^ , | | ^ | | χ ) ; pouri € {0 , . . . ,

n- 1}.

Demonstration. Procedons par etapes.
• C = c et C = cUc', faces de codimension un de c. L'application

du Lemme precedent assure Γexistence d'une forme differentielle ω'
sur c verifiant a)-d) pour d. Considerons η = ω\cn — ωf\c» forme
differentielle sur c" et posons η' la forme differentielle sur c donnee
par le Lemme precedent pour c". La forme ω' + η1 est dans Ω*(c) et
verifie (ηf + ω')\ct = ω\ct , (rf + α;;)|c// = ω|c// , α) et 6).

• C = cetC sous-complexe de dimension n— 1. II suffit de reiterer
Γargument precedent.

• Cas general. Nous procedons par recurrence sur n = dimC.
Comme le cas dimC = 0 est trivial, on supposera le resultat montre



COHOMOGIE DΊNTERSECTION MODEREE. UN THEOREME DE DERHAM 273

pour les complexes de dimension strictement inferieure a n. Soit
Qin-1) i a reunion des cubes de C de dimension n — 1, c'est un
sous-complexe cubique de dimension n — 1. Si nous appliquons
Γhypothese de recurrence a {C^n"1\C^n"1^nC/) nous pouvons etendre
ω e Ω*(C') en une forme sur C U C^"1) verifiant a) et b). Main-
tenant on peut appliquer le cas precedent, car pour tout cube de C
de dimension n, la forme ω est definie sur le bord de c. D

On est arrive au Lemme d'extension.

PROPOSITION 4.2.5. L 'application restriction

est surjective.

Demonstration. Soit ω G ITψ'q(C(K)); c'est une forme de p-
intersection dans K (cf. (4.1.5)). D'apres le Lemme precedent la
forme Sω est Γimage de ω par la section cherchee. D

4.3. Lemme de Poincare. Nous montrons dans cette section
comment calculer la cohomologie de 7T^'ς(Δ * K) (oύ Δ est le sim-
plexe standard de dimension /) a partir de celle de IT£q(K). Le
resultat obtenu est analogue a (2.3.3).

Rappelons tout d'abord que la filtration de Δ * K est:

0 si i < I

(Δ * K)i = { Δ si i = Z
Δ * Ki-ι-ι si i > I

L'eclatement est Γapplication μ&*κ A*K = cA*K-+A*K
definie par μA*κ([x,t],y) = tx + (1 - t)μκ(y) (cf. (3.2.4)). Les

z-faces de Δ * K sont: cΔ x /Ct_/_i, si % > I + 1 , et Δ x {1} x K, si
i = I. Dans ce dernier cas l'eclatement μA*κ devient la projection
sur le premier facteur.

L'application qui relie la cohomologie des deux complexes est la
projection.

PROPOSITION 4.3.1. La projection canonique sur le deuxieme
facteur pr : cΔ x Kπ —> KΏ induit les applications pr* : ITj'Q(K) -*
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* K) pour j < n - 1 - p n + 1 et pr* : IT^q(K) Π d^fi) ->

* if) potir j = n - 1 - pn_i.

Demonstration. Soit α; G IT^q{K). La forme pr*α; est moderee
par construction. II reste a montrer que son z-degre vertical est
majore par υ — i — 2 — pv-i, pour z e {/,..., v}.

Soit z = to + (1 - ί)y un point de (Δ * K){ - (Δ * if)i-i Un
calcul simple montre

Ainsi
si z = I

Par hypothese et en utilisant le fait que ω est permise nous arrivons
| | t <v-i-2 - pv-{. D

4.3.2. La procedure que Γon va suivre pour demontrer que cette
fleche induit un isomorphisme en cohomologie, consiste a decomposer
Γeclatejle A*K en deux sous-complexes (cf. (21)): Δ x [0,1] x K et
O Δ x K, et a etudier chacun d'entre eux, ainsi que leur intersection
Δ x {0} x K.

Pour cela, nous considerons d'abord la situation locale. Fixons
un cube c de la cubication de cΔ et une face d de codimension un
de c. Ainsi c = d x [0,1], on identifiera d avec d x {0}. Nous
supposerons que c et d satisfont la relation:

(23) c ΓΊ (Δ x {1}) = (d Π (Δ x {1})) x [0,1].

Nous etudions dans les Lemmes qui suivent la relationjmtre la coho-

mologie des formes moderees d'intersection de c x KΏ et celle de

d x KQ. Les applications utilisees pour y arriver sont: la projection

canonique Prc : c -> d et les applications Pr : c x Ku —» d x Kπ

et L : d x Kπ —> c x ί ί α definies respectivement par Pr(y,x) =

(Prc(y),x) et t(y,x) = (j/,ar).
Dans la suite on fera l^abus de notation suivant. Pour tout sous-

complexe cubique C de KΏ ou de (Δ * K) on notera IT^iQ(C) le
complexe des formes moderees d'intersection de C.
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LEMME 4.3.3. Les applications

Pr* : Iψ (cf x Kπ) -> Iψ (c x KΏ)

et L* : IT}q (c x KQ) -> 72]?'* (c' x X α ) sont Men dέfinies.

Demonstration. II est evident que la restriction t* des formes
est bien defϊnie et que Γoperateur Pr* conserve le caractere modere
des formes. Soit done ω 6 IT£q (ex Kπ\ montrons que Pr*ω est
d'intersection.

La condition (23) assure, pour i = Z, Γegalite

(c x Ku) ΓΊ (i-face de Ku) = (cΠ(Ax {1})) x Kπ

= (c'n(Ax{l}))xKπx[O,l]

= ((c r x Kπ) ΓΊ (i-face de Ku)) x [0,1].

Pour i > I + 1 la description des ί-faces de (Δ * K) , faite au debut
de cette section, permet d'arriver a la meme conclusion:

( c x K ^ j Π ( z - f a c e d e KD^j — e x (ICi)π

= c'x(/Q)Dx[0,l]

= ((c' x ^ G ) n (i-face de ^ Q ) ) x [0,1].

Nous sommes done dans les conditions de (4.2.3 b) i)). Le meme
raisonnement que la-bas, montreque | |Pr*u;||j < | |ω| | jet ||Pr*dcj||< <
||dώ||i. La forme Pr*ω est done d'intersection. G

La composee ι*Pr* est Γidentite sur ITψ'q (d x KQJ. Nous allons
construire dans la suite une homotopie entre Pr*t* et Γidentite sur

()

Toute forme ω de c x KΏ s'ecrit de faςon unique sous la forme

a + ds Λ /?, oύ s est la variable de [0,1] et a et β ne contiennent

pas le terme ds. On pose Vω = /0~ β Ads ceci definit Γoperateur

V : Ω* (c x Kπ) -> Ω*"1 (c x KΏ).

LEMME 4.3.4. Soit ω une forme moderee d'intersection sur
ex KΏ, Alors:

a) Vω est moderee et d'intersection,
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b) dVω + Vdω = ω- Pr*L*ω.

Demonstration. Nous verifions les trois faits suivants:
1. Vω est moderee.

La forme ω s'ecrit comme un somme finie

N

2=0

oύ r\i et 7i ne contiennent pas les termes s et ds. On aura done
max(i,poids(ηi)) < q si τ\i φ 0, et m&x(i+l,poids^i)) < q si ji φ
0. D'autre part, Vω est egale a

N -,

D'apres les inegalites precedentes nous pouvons ecrire

T—r G Qq si Ίι φ 0,

et poids(Vω) < max(z + 1 , poidsi^i) / ji φ 0) < q.

2. dVω + Vdω = ω- Pr*ι*ω.
Par linearite, il suίEra de prouver le resultat pour ω — sι{ηi+ds/\ηi).
II decoule des egalites suivantes:

Vdω = V (is^ds Λη{ + s\d^ - ds Λ ύ

- s^i - Pr*t*(s%) - ί Jd-fi Λ d5
io

= sιηi - Pr*L*ω - d ( / s*7i Λ ds ) + s'cίs Λ j {\Jo J
= ω- Pr*L*ω - dVω.

3. Vω est une forme d'intersection.
Supposons montre que ||2λχ;||j < ||α;||j , pour i > I. La forme Vω
est done permise. La relation b) montre que dVω est aussi permise.
La forme Vω est done d'intersection.

Pour prouver Γinegalite ||2?α;||i < \\ω\\u il suffira de verifier que

pour tout vecteur υ de (ex KΛ Π ί z-face de (Δ * K) J tangent
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aux fibres de μ&*κ on a

(24) V(υ) = ± Γω(υ).
Jo

Rappelons que Γon a

( c ' n ( Δ x { l } ) ) x [ O , l ] x K D

si i = I

(c x Ka)n(z-face de (Δ * K) ) =
V D / C x [0,1] x (^_,_i) π

si i > I

Dans les deux cas, v est un vecteur tangent a la troisieme com-
posante et done ds(υ) = 0. D'oύ (24). D

On arrive a la

PROPOSITION 4.3.5. Soit c un cube de la cubίcation de cΔ ;

alors:

a) H* (iψ (c x Ku)) £ H* (iTf (d x Ka)) ,sιc = c'x [0,1]

verifie (23), _ _

b) ίί* (iψ (c x ^ D ) ) S H* (IT/ (Ka)) , st cΠ(Δ x {1}) = 0,
et

c)

0

5 i c = c" x [0,1] ovec c Π (Δ x {1}) = c".
Dans ίes ίrozs cas I'isomorphisme de modules est donne par la

projection.

Demonstration, a) Le lemme precedent montre que V est une ho-

motopie entre Pr*t* et Γidentite de IT^q (c x KΏ\ Par consequent

la projection Pr induit un isomorphisme entre H* (lTpq (c x KDj)

et H* (iψ (d x Ka)) (d. (4.3.3)).

b) On pose c = [0, l] α et on applique le resultat precedent a
fois. L'hypothese cf)(Ax {1}) = 0 assure que chaque [0,1]1, i G
{1,.. . ,α}, satisfait (23).
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c) Posons c" = [0, l] α . Pour chaque i G {1,.. . , α}, le cube [0,1]* x
[0,1] avec la face [0,1]*"1 x [0,1] verifient (23). Nous appliquons a)
et nous obtenons un isomorphisme H* (c x KΏ J = H* MO,1] x KΏ J
induit par la projection. II reste a calculer le deuxieme terme, oύ
[0,1] est un cube de la cubication de cΔ avec [0,1]Π(Δ x {1}) = {1}.

La trace de [0,1] x KΏ sur la i-face de Δ * K est

1) [0,1] x (/Ci-z-i^ si i > /,

2) {1} x Ku si i = I

et l'ensemble vide ailleurs. Remarquons que le /-degre vertical d'une
forme ω de [0,1] x KΏ est le degre de la restriction ω | s = 1 (s etant la
variable de [0,1]). Ainsi, pour j < n — 1 — pn+i> l e s conditions qui
font de ω une forme d'intersection sont les conditions de 1). C'est
la situation que nous trouvons en a), d'oύ la premiere partie du
resultat. _

Soient j > n — 1 — pn+ϊ et ω un cocycle de IT£q MO, 1] x KΛ.
La forme ω s'ecrit comme une somme a + ds Λ /?, oύ a et /? ne

contiennent pas le terme ds. Soit X>iα; la forme / βAds. La meme

demonstration que en (4.3.4) prouve que V\ω verifie la condition

1). D'autre part, la restriction Ώ\u\s=ι est nulle par construction.

Ainsi, T>χω est un element de ITj~liQ M0,1] x Kπ J. Toujours d'apres

(4.3.4), on a la relation: Vγω = ω — Pr*ω\s=ι. Puisque \\ω\\ι <

n—1 —Pn+i nous voyons que ω\s=ι est la forme nulle. La restriction

de dViω = ω montre que la classe de ω est nulle. Ceci termine la

demonstration. D

Remarquons que <0Δ x KΏ se trouve dans les conditions de la
Proposition. Une simple generalisation de ce resultat donne

LEMME 4.3.6. Soit C x [0,1] un sous-complexe cubique de la
cubication de cΔ verifiant:

(c x [o, l]) n ( ( Δ ) D x {l}) = (c n ( ( Δ ) D X {I})) x [o, 1].

La projection de C x [0,1] sur C induit I'isomorphisme

H* (iψ (C x [0,1] x KΌ)) s H* {IT/ (C xKa)).
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Demonstration. Les cubes de C sont de la forme c = d x [0,1]
et ils verifient (23). On procede comme dans la partie a) de la
Proposition precedente en etendant les applications Pr, t et T> au
complexe C x [0,1] tout entier. D

Ce resultat permet d'etablir la

PROPOSITION 4.3.7. La projection pr induit un isomorphisme
de modules

H* (Iφ ((Δ)Q x {0} x Ka)) - H* (Iψ (KΏ)) .

Demonstration. Soit R une face de Δ x {0}, on prouve par
recurrence sur la dimension de R que la projection pr induit un
isomorphisme

H* (πy (RD x {o} x κΏ)) - H* (iψ (κΏ)).

Comme le resultat est trivial pour dimi? = 0, on suppose Γenonce
vrai pour toute face de R. Fixons S une face de codimension un
de R. Rappelons que Γon a la decomposition R = cS = 0 5 U (S x
[0,1]) avec 0 5 Π (S x [0,1]) = S x {0}. Considerons le diagramme
commutatif (cf. (4.2.4))

0 0

ker p\ > k e r p<ι

I I
ψ (RQ x {0} x Ka) -JU Iψ (Sa x [0,1] x {0} x Ka)

ψ

* D ) - ^ ITfQ (Su x {0} x {0} x Kπ)

I !
0 0

oύ p. est la restriction des formes.



280 B. CENKL, G. HECTOR AND M. SARALEGI

Remarquons que p3 est Γidentite car O s Π (S x [0,1]) = 5 x {0}.
Puisque (Δ x {0}) Π (Δ x {1}) = 0 nous pouvons appliquer les
resultats precedents. Nous obtenons:

• p2 induit un isomorphisme en cohomologie, d'apres (4.3.6) et

• p5 induit un isomorphisme en cohomologie, d'apres (4.3.5 a)).
Le Lemme des cinq montre que p± induit un isomorphisme en coho-
mologie. Puisque pr* commute avec la restriction p., on a le resultat
voulu. D

Pour la deuxieme partie de la decomposition de cΔ on obtient la

PROPOSITION 4.3.8. La projection pr induit un isomorphisme
de modules

^ j H'(iψ (Ka)) sij<n-l-Pn+1,
0 sinon.

Demonstration. On procede de faςon analogue a la proposition
precedente a Γaide du diagramme commutatif (cf. (4.2.4)):

0 0

ker p\ —^-> ker p2

Iψ (Ro x [0,1] x Ka) -ίί-> Iψ (SD x [0,1] x [0,1] x Ka)

Pi f>2

Ψ

Iψ (Os x [0,1] x KΏ) - ^ Iψ (Sa x {0} x [0,1] x KQ)

0 0

oύ p. est la restriction des formes.
Remarquons que p 3 est Γidentite car φ s Π (S x [0,1]) = S x {0}.

Puisque (S x [0,1] x [0, l ] )n(Δ x {1}) = S x [0,1] x {1} = (S x {0} x
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{1}) x [0,1] = {(S x {0} x [0,1]) n (Δ x {1})) x [0,1], nous pouvons
appliquer (4.3.6) et nous obtenons que pi induit un isomorphisme
en cohomologie. L'hypothese de recurrence et (4.3.5 c)) (que Γon
peut appliquer car (O 5 x [0,1]) (Ί (Δ x {1}) = O 5 x {1}) montrent
que p5 induit un isomorphisme en cohomologie. Le Lemme des cinq
montre que p± induit un isomorphisme en cohomologie. Puisque pr*
commute avec la restriction p., on a le resultat voulu. D

On arrive finalement a

PROPOSITION 4.3.9. La projection pr induit un isomorphisme
de modules

Iψ (Δ . JO) 3
J 0 sinon.

Demonstration. Considerons le diagramme commutatif suivant
(cf. (4.2.4)):

0 0

ker p\ «-^— ker p2

Pi 92

0 0

oύ p. est la restriction des formes.
Remarquons que p$ est l'identite, car O Δ Π (Δ x [0,1]) = Δ x

{0}. La fleche p5 induit un isomorphisme en cohomologie d'apres
(4.3.5 b)) et (4.3.7). Le Lemme des cinq assure que p 4 induit un
isomorphisme en cohomologie. II suffit maintenant de tenir compte
de la Proposition precedente et du fait que pr commute avec la
restriction. D
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5. Theoreme de deRham. A Γaide des calculs realises dans
les sections 2 et 4, nous montrons dans cette section que pour un
espace stratifie K, le complexe des formes moderees d'intersection
calcule la cohomologie moderee de K. L'isomorphisme en ques-
tion sera obtenu par Γintegration / des formes sur les simplexes.
Cette integration n'est pas bien definie a priori. Pour pallier a
cet incovenant, on integre en fait sur Γeclate de K. Un point cle
dans Γobtention de cet isomorphisme est la formule de Stokes, elle
provient du fait que les eclates des formes d'intersection s'annulent
sur les faces ajoutees des eclates des simplexes permis.

5.1. Integration. Fixons une forme moderee d'intersection ω de
K et un cube c de Kπ avec μ(c) element de K — Σ. On pose:

JLL(C) Jin
ω.

Iμ{c) Jintέrieur de μ(c)

A priori cette integrate pourrait etre divergente. Or, si nous re-
montons a Γeclate et si nous tenons compte du fait que la restriction
de μ a Γinterieur de c est un diffeomorphisme, nous trouvons:

(25) I ω = I ω = ί ω ,
J μ(c) Jinterieur de μ(c) Jc

qui est un element de Qq (cf. [5]).
Considerons σ un simplexe de K — Σ. On posera Jσ ω = X) fμ^ ω,

oύ la somme s'etend sur les elements de la cubication de σ de di-
mension maximale. D'apres (25) cette integrate est:

(26)

qui est un nombre de Qq.

Pour toute chaϊne ξ = Σie/ ftσή a v e c ft G Q ς et σ, G AT — Σ pour
i G /, on posera /ξ ω = Σ) i G / g» /σ. α;, qui appartient a Qρ. Rappelons
que si ξ est une chaίne permise alors on a la relation:

(27) dimflf I Π |Σ|) < dim \ξ\-2+p2< dim \ζ\ - 2 ,

c'est-a-dire, la chaϊne ξ n'a pas de simplexes dans Σ et nous pouvons
definir Jξω. Nous avons ainsi construit Γoperateur:

: Iψ{K) -> IC1(K- Q,)/ω*(ξ*Jω).
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Cet operateur est differentiel, comme le prouve la formule de Stokes
suivante.

PROPOSITION 5.1.1. Pour tout simplexe permis σ et toute forme
moderέe et d'intersection ω nous avons:

/ dω = / ω.
Jσ Jdσ

Demonstration. Remarquons tout d'abord que les deux termes
de Γegalite precedente ont un sens car, en procedant comme dans
(27): dim(σ Π |Σ|) < dimσ — 2. D'apres (26) nous pouvons ecrire
Jσdω = f~dω et Jdσω = Jgjω. D'autre part, la formule de Stokes
habituelle dans K etablit: f~dω = Jg^ω. On est done ramene a
montrer que fdbσω = 0 (cf. (3.1.2)). Puisque d\>σ est inclus dans la
reunion des i-faces de K il suffira de prouver que la restriction de ω
a chaque σα Π (/Q) , i € {0, . . . , n — 1} est nulle.

Fixons un tel % et soit c un cube de σG Π (/Ct ) de dimension
maximale dimσ — 1. Remarquons que Γinterieur de c est dense dans
c ~~ I Uj<i^Cj| et que μ(c) est inclus dans σ Π \Ki\. Si la restriction
de ώ a c n'est pas la forme nulle, alors le z-degre vertical de ω est
superieur ou egal a la dimension des fibres de

μ : {interieur de c} —> {interieur de μ(c)},

e'est-a-dire: ||α;||< > dime — dimμ(c) > dimσ — 1 — dim(σ Π \Ki\).
Les conditions d'intersection (11) et (22) permettent d'ecrire n — i —
2 — Pn-i > \\ω\\i > dimσ — dim(σ Π |AΓ<|) — 1 > n — i — pn_i — 1.
Cette contradiction implique la nullite de ω\c et done celle de /^ σ ω.

D

5.2. Theoreme de deRham. Tous les resultats montres jusqu'a
present nous amenent au Theoreme de deRham suivant, qui con-
stitue le noyau de cet article.

THEOREME (5.2.1). Pour tout complexe stratifie K ^integration

des formes induit un isomorphisme de modules entre H*

etIH$(K;Qq).
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Demonstration. Nous procedons par recurrence sur la profondeur
de K. Si cette profondeur est zero alors IT^q(K) = T*>q(KQ) et
IC${K\ Qq) = C*(K; Qq)\ le resultat decoule de [5].

Supposons maintenant le resultat prouve pour les espaces strat-
ifies de profondeur strictement inferieure a celle de K. Considerons
le diagramme commutatif suivant (cf. (2.2.2) et (4.2.5)):

0 0

0 0.

Par hypothese de recurrence Γintegrale /3 induit un isomorphisme
en cohomologie. II suffira de prouver que Γintegrale Jλ induit un
isomorphisme en cohomologie.

Puisque

ψ(K,C(K))^ Π (a*La,δa*La)

(cf. (4.2.1)) et

(cf. (2.2.4)) on est ramene a montrer que dans le diagramme com-
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mutatif suivant

0 0

I !
'•±-+ IC£(a*LQ,δa*La;Qq)

I
5 (a*La) > lC¥{a* La,Qq)

a * La)

0 0.

la fleche /4 induit un isomorphisme en cohomologie. Or, ceci est
le cas car: 1) d'apres (4.3.9), (2.3.3) et Γhypothese de recurrence,
Γintegrale /5 induit un isomorphisme en cohomologie et 2) d'apres
Γhypothese de recurrence, Γintegrale /6 induit un isomorphisme en
cohomologie. D

5.2.2. Independence de la triangulation et de la strati-
fication. Bien que le complexe IT^q(K) des formes differentielles
d'intersection moderees depende de la triangulation et de la strati-
fication choisies dans K, le Theoreme de deRham que nous venons
de prouver montre que ledit complexe IT~i9(K) calcule toujours la
cohomologie d'intersection de K. Mais cette relation qui apparaϊt
au niveau de la cohomologie peut etre realisee au niveau des formes
differentielles, de la faςon que nous passons a decrire.

Considerons le cas le plus simple de complexe stratifie: K = cL,
oύ L est une variete de dimension n. Le complexe IT^q{K) devient

{ω 6 T * ((cL)π)

/ max (degre ( ω | { 1 } x L ) , degre (du>|{i}χi)) - Pn+1) '

En utilisant Γhomotopie le long du facteur [0,1], on prouve que le
sous-complexe {ω 6 T* 9(.L)/max(degre(α>), degre(dα )) < pn+i} cal-
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cule la meme cohomologie. Cette idee, developpee a Γaide des tech-
niques utilisees tout au long des sections 4 et 5, permette de montrer
que, pour un complexe stratifie K de dimension n, le sous-complexe
de IT£q(K) donne par IT^q(K) = {ω e T*>q(C(Σ,K)) / max
(degre(α;|σ), degτe(dω\σ) < pn-k, si σ e N(Kk, K)} calcule la meme
cohomologie. Ici, C(K,L) et N(K,L) denotent respectivement le
complement simplicial et le voisinage simplicial de L dans K (cf.

[14]).
Nous pouvons ainsi calculer la cohomologie d'intersection moderee

de K a Γaide d'un complexe de formes moderees habituelles d'une
variete simpliciale.

Soit K' une subdivision de K, compatible avec les Qq coordonnees.
Puisque c{Y/,K') se retracte lineairement sur c(Σ? Jfί), il n'est pas
difficile de verifier que cette retraction induit une homotopie entre

En resume, le complexe ITψ'q(K) est independent de la triangula-
tion de K choisie, a une suite de quasi-isomorphismes pres. Si main-
tenant on considere un complexe stratife K provenant d'une pseudo-
variete stratifiee, et sur K une autre stratification, nous savons que
les deux complexes respectifs des chaϊnes d'intersection calculent
la meme cohomologie d'intersection. Par consequent, le complexe
IT^q(K) est independent de la stratification de K choisie, a une
suite de quasi-isomorphismes pres.

5.2.3. Dualite de Poincare. Supposons K compact. Pour
toute forme ω de ITp'q(K), Γintegrale sur K — Σ existe car Jκ_^ ω —

fβ. ω et car la forme ω est globalement definie sur le complexe fini
K. Ceci nous permet de definir Γaccouplement ( , ): ITψ'qi (K) x
ITq~*'Q2(K) —> Qqi+q2'> ohpetq sont deux perversites quelconques
et (ω,η) — J^_^co A η. On montre que cet accouplement passe en
cohomologie (formule de Stokes):

(28) H* (iψi(K)) x IT-* (1Γ«(K)) —> Qqi+q2,

et que, si p + q — t est la perversite maximale (cf. [9]), alors il
est non degenere. C'est la dualite de Poincare que nous trouvons
a Γorigine de Γhomologie d'intersection (cf. [9]) et dont la version
avec des formes differentielles reelles a ete traitee a [3].

5.2.4. Formule de Kϋnneth. Considerons K et K' deux com-
plexes stratifies. En utilisant la demarche suivie a (1.3.) nous munis-
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sons KxK',K,et K' avec des triangulations qui font de ces espaces
des complexes stratifies et pour lesquelles les projections canoniques
pr: K x K1 —> K et pr1: K x K' —» K1 sont des applications simpli-
ciales. Ces projections s'eclatent done en deux applications prisma-
tiques pr: K x K' -> K et pr1: K x K' -» K1 qui sont lineaires sur
chaque prisme. L'application P: H* (lT^q{K))®H* (lTjq{K')) ->

H* (lT$q(K x K')V donnee par P([ω] ® [77]) = [pr*ω Λ (pr')*^], est
done bien definie. Dans le diagramme commutatif

i(K9 Qq)) ® /fl j(^, QJ) - ^ /£Γ;(/ir x ^ Qq))

les fleches verticales sont des isomorphismes (cf.(5.2.)). Si la per-
versite p est dans les conditions de [7] (par exemple, si p est la
perversite moitie) il en sera de meme pour P'. Dans ce cas, nous
avons la formule de Kϋnneth

H* (IT£9(K)) ® H* (lTjq(K')) S H* (lT¥'
q(K x K'j) .

5.2.5. Algebraicite. Ce travail est le premier pas vers la con-
struction d'un modele minimal d'intersection de K. Cette demarche
se heurte avec la difficulte suivante: le complexe IT^*{K) n'est pas
en general une algebre. Par exemple, si les strates de K sont de di-
mension paire le produit de deux formes de IT£*(K) est un element
ITQ'*(K)9 oύ fh est la perversite moitie (cf. [10]) (voir la relation du
degre vertical avec le produit exterieur de (4.1.4)). Bien entendu,
pour p = 0 le complexe IT^*(K) est une algebre (voir (28)) qui nous
donne le modele minimal de K (IHξ(K) = H*(K)). II est peut-etre
interessant de signaler que, pour la plus part des perversites (celles
qui ne touchent pas 0), la plus petite algebre contenant IT^*(K)-
est precisement le complexe ambient T***(K). Dans un prochain
travail nous etudierons le "defaut d'algebraicite" du complexe des
formes d'intersection moderees et la construction du modele mini-
mal d'intersection de K.
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