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136. Zur konformen Flachentheorie mit Krummungs-
kugeln als Elementen I.

By Tsurusaburo TAKASU.
Mathematical Institute, Tohoku Imperial University, Sendai.

(Rec. Sept. 14, 1928. Comm. by M. FUJIWARA, M.I.A., Oct. 2, 1928.)
1. Einleitung. Die Theorie der Zentralkugelkongruenzen hat Herr
G. Thomsen? aufgestellt. Die Theorie der allgemeinen Kugelkong-
ruenzen im konformen Raume habe ich begriindet?. Dabei war der
Fall (£=0) von Krimmungskugelkongruenzen ausgeschlossen. Im
folgenden mochte ich diesen Ausnahmefall behandeln®, der einen
Fundamentalsatz der konformen Flidchentheorie liefert.

2. Hilfsformeln. Es sei
(1) =r@, ), ((xr)s=0)
eine Fliche und
(2) x=x(u', u?), ((xx)=1)

eine von den beiden Kriimmungskugeln in . Es sei ferner q(u!, u?) der

von ¢ verschiedene Schnittpunkt von den drei Kugeln x, %, % (11=~§£i

usw.) X und q seien so normiert, dass

(3) (x0)s=2k? (konst.) gilt.

Im folgenden wollen wir die fiinf Vektoren t, %, &1, L2, q als die
Grundvektoren einnehmen. Weiter soll die quadratische Form

(4) ds?>= (g;.gk)sdu"du" = Grpdurdu®

die Rolle der Grundform der Tensorrechnung spielen. Im ibrigen
setzen wir

G=GuGx—Gi, D,-’=1 G*D,, usw.,
E'=FE2=(0), E2?=G 2=—FE?%,

G =E"E*G,, M,=—(a%)s=(0%)s,
A=), Dae=—(tn%)s=— (%5 = (nsL)s5,
A= A11A22—‘A122, D= D11D22“ Dlzz,

Z nie=(%2)s5, Y=9nbn—517

(5)

1) G. Thomsen, Uber konforme Geometrie I. Abhandl. aus dem math. Sem. der
Hamburgischen Universitat, 2 (1923).
2) T. Takasu, Differentialkugelgeometrie, II. Science Reports of the Tohoku
Imperial University, Series 1. 17 (1928). .
Diese Arbeit soll also eine Erginzung zum Art. 140 der unter 2) zitierten
Arbeit bilden.
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Hierbei nehmen wir an? :
(6) G=-0.

3. Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass
:l(;tl,' uz)dgme von den beiden Krimmungskugeln in L(u', u?) sei, besteht
rin, dass

(7) | #=0

gilt, vorausgesetzt, dass G==0 ist?.

Beweis. Ist7(u!, u?), ((77)s=1) die Zentralkugel in X!, u?), ¥ (u!, u?)
die von x verschiedene Kriimmungskugel in X(x!, 4%, so besteht :

(8) | 7=g+x).

Es sei weiter 3;='z\; wie folgt normiert :
(9) |i=10—x).

Dann ist

10) | x=7+1.

Nach (10) haben wir R X .
(A1) Zue=Cn%)s + (FnLc)s + ukn)s+ G -
Nun ist?

(12) 23”) ne= (I a)s= éhk-
Deshalb aus (11) ergibt sich

(13) | g=2+D—7"D,,
wobei

;“% = gu;'gzz— 5122, bhk= —(VhEAJAc)s )
ﬁz-ﬁllﬁﬂ—ﬁIZZs ghkz— A
ist. Nun ist?
(14) | 2+D=0, Z%Dy.=o0.
Folglich besteht (7).

Umgekehrt, (7) entspricht eine Kriimmungskugel. In der Tat
wird jede Tangentialkugel in x(u!, u?) fiir passendes p in der Form

1) In der Tat G=0 liefert keine reelle Fliche. .

2) Diesen Satz hat Herr G. Thomsen schon bemerkt, loc. cit. Da fehlte es den
Beweis.

3) T. Takasu, Differentialkugelgeometrie, II, loc. cit., Formel (1008), S. 547.

4) T. Takasu, Differentialkugelgeometrie, II, loc. cit., Formel (1022), S. 549 ;
Formel (1010), S. 547.
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¢=7+p-3
gegeben. Dann ist R
f=Fubn— 5= +PPE+40D, Fn=CiEis

F=01—pP%=01—r)G.
Ist =0, G50, so muss p==+1 sein, sodass ¢ eine von den beiden
Kriimmungskugeln 7+t wird.

4. Ableitungsgleichungen. Es beweist sich leicht, dass die Ableit-
ungsgleichungen

oder

__Au _Gu, |
= gpa D=9 0,
(15) Xp=— ~lz‘i;z’;g'_'-Drlgl ’
0= Arlgl + M,,J(

gelten?, die gegenitber der Ummnormierung
F=wyg, q*=w"q
tnvariant sind.
5. Hilfssatz. Fiir allgemeine Kugelkongruenz §(u', u?) gilt :

wobet f = 2? uf 227~ 5 122, D=D11D22—D122, 5 hk= (5h$k)5 s D= (Ehkg)ﬁ ast.
Beweis. Nach (15); unter der Fussnote 2) gilt :

M. p -
Er 2k2§ Dr&, (Mr (qEr)5)°

Hieraus ergibt sich
(17) g rs— DrlepGlp ’
welches mit

(18) $r=HD,—KGr,, (K=D:G, H= -;—thp,,k)

dquivalent ist. Aus (18) ergibt sich (16) ohne weiteres.

Satz. Fiir reelle Krimmungskugelkongruenzen ist es notwendig und
hinreichend, dass

19 | p=0 gilt.

Dieser Satz folgt aus Art. 3 und Formel (16).

6. Integrabilititsbedingungen von (15), Fundamentalsatz I der
Theorie von Kriimmungskugelkongruenzen. Die Integrabilitidtsbeding-
lfgrigen der Differentialgleichungen (15) lauten invariant geschrieben wie

olgt :

2) (16) gelten nicht nur fir x, sondern auch fiir allgemeine & Vgl. T. Takasu,
Differentialkugelgeometie, II, loc. cit., Formel (657), S. 373.
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E¥ghy=KCERG™ % ,
B, =0, E"q4,=0,

wobei K€ die Gausssche Krimmung der Grundform Gp.dubdu® ist. Aus
(20), ergibt sich

(20)

@1) | KO= 5 Gl (22) E%Auu+DuM)=0,
23) EM(DW—;?Z GrM;)=0.

Aus (20); ergibt sich :
@4) E(My—DiAg)=0, 25) —2%5 E*M,+ E“Dg=0,
(26) ERDDy=0, (27) ERDGy=0.

Aus (20); ergibt sich :
(28) E*(Ag—M,Dp)=0, (29) E*(—AuAr—MM;)=0,
(80) E“DuA + Mg)=0, (B1) EHAcG,=0.

(26), (27), (29) und (31) werden Identititen. (28), (25) und (30) sind
?2e4z)w. ir;l (32), (23) und (24) enthalten. Also bleiben (21), (22), (23) und
noch da.

Aus (23) haben wir
32) E“M,=2I2E"G"* Dy .
Aus (24) und (32) erhalten wir

(33) J (E"‘Mk,=)E’°‘D"’Ag,=2k2E’°3G"‘DM.l
Aus (22) und (32) haben wir:
(34) ’ (E’lehkM’——) 2k2EdthkaDpd= —EklAhu .

(34) entspricﬁf: Vcienicodazzi Gleichungen. Jetzt kénnen wir schliessen :

Fundamentalsatz I der Theorie von Kriimmungskugelkongruenzen.
(Eine praktische Formulierung). Wenn drei quadratische Differential-
formen Gre(ul, u?durdu®, Ap(u', u?)dudu* und Dp(u', u?)durdu* mit
den Bedingungen (21), (83), (34), D=0 und G0 gegeben sind, dann
lisst sich M; aus (82) bestimmen und wird (15) integrierbar, sodass eine
Kriommungskugelkongruenz »(ul, u?) dadurch bis auf konforme Trans-
Jormationen sich eindeutig so bestimmen lisst, dass »(u', u?) die dre:
gegebenen Formen zu Grundformen hat. A sind nach (44) im all-
gemeinen durch Gu, und Dy allein darstellbar. Der Umnormierung

(35)
e’ntsp/rechfm daber
(36)

F=w-yg, “=o0'q

Grw=*Gur, Dfp=0-Dpe, A= Am—2k(logo)(logo)s.




