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54. L[ber die auflsbaren linearen qubstitutionsgruppen.

Von Kiyosi TET.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

(Rec. and Comm. by T. T.KAG, M.L., May 12, 1931.)

Wit beweisen zuerst den
Satz 1: und l+ seien aufeinander folgende Normalteiler in

der Hauptreihe einer auflSsbaren Gruppe. Wenn bei der imprimitiven
Darstellung N* yon , erzeugt durch eine irreduzible Darstellung
d yon i+1 die entsprechende Darstellung N/I yon / lauter gleiche
irreduzible Bestandteile hat, so entidilt N* mindestens zwei yon

einander verschiedene irreduzible Bestandteile.
Beweis- Seien Z, 7.’ der Grad von N* bez. J, und q der Index

N N,/, dann ist

(1) z=q’z
denn kein Element von N,,* auter N/ ffihrt ein System der Imprimi-
tivitt in sich selbst iiber. N,* muff reduzibel sein, denn da
vom Typus (q, q, q) ist, hat N/ einen Normalteiler {Q, ,+},
Qq <: ,/1, und ,* kann als die imprimitive Gruppe erzeugt durch die
Darstellung M von {Q, ,/,} betrachtet werden. M wird wieder
imprimitive Gruppe erzeugt durch J, und / hat also bei M q gleiche
irreduzible Bestandteile J, weil N/ nach der Voraussetzung von der
Gestalt (J, , J) ist. Aber solche Darstellung wie M ist stets
reduzibel."

Nun seien die Grade der irreduziblen Bestandteile von M
k,z’, k.,z’, k,;(, dann kSnnen diese Koeffizienten k nicht alle gleich
werden, sofern sie nicht alle gleich 1 sind, denn sonst miiflte

q----0 (mod. k), q > k :> 1.

Also muff es in M wenigstens zwei Darstellungen M, M. bez.
vom Grade kz’ und k7.’, k, := k,., geben. Die zwei imprimitiven Dar-
stellungen N/, N," von ,, die durch M bez. M. erzeugt werden,
miissen in N* enthalten sein. Diese N/, N/" haben voneinander
verschiedene irreduzible Bestandteile, denn jeder irreduzible Bestandteil

1) Ober die monomiale Darstellung einer auflSsbaren Gruppe, Proc. 7 (1931),
129 -132.
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yon {Q, }’,+1} wird des k,z’-ten Grades bei N(, dagegen kZ’-ten Grades
bei

Ist k=k k=l, also =q, dann besteht M aus q lauter
voneinander verschiedene irreduzible Bestandteile, weil jeder Bestandteil
nur einmal in M enthalten sein muff, da er aber nur einmal enthlt.
Wir kSnnen daher alle Matrizen yon (Q, ,/} bei N,* durch die Reduk-
tion auf die Gestalt (, , , ,, & &) bringen
und diejenigen von N* durch die Permutationen yon den Untermatrizen
J, darstellen. Dabei wird N* intransitiv und hat verschiedene Be-
tandteile, denn wre/V* transitiv, so wfirde der Grad yon N,* hSchstens
gleich dem Index N: (, ,/}=q- real Z sein, was (1) widerspricht.

Wenn /V/ aus lauter voneinander verschiedenen irreduziblen
Bestandteilen besteht, so muff N* irreduzibel sein, denn sonst mfiflte
N./ bei jedem irreduziblen Bestandteile yon N= enthalten, abet
in N/ ist nur einmal enthalten. Also gilt der

Satz 2: Bedeuten und + aufeinander folgende Normalteiler
in der Hauptreihe einer auflSsbaren Gmeppe, und hat die entsprechende
Darstellung N+ yon 9l,+ bei der imprimitiven Darstellung N,* yon, erzeugt durch eine irreduzible Darstellung yon + lauter yon

einander verschiedene irreduzible Bestandteile, so ist N,* irreduzibel.
Wenn N,/ 3 k-mal, k=> 1, und noch andre davon verschiedene

irreduzible Bestandteile hat, so kSnnen wir durch Transformation , so
ordnen, dal N/ die Gestalt

(, , 2, d2, d,, ,
annehmen. Wenn N* dabei intransitiv wird, so hat N* voneinander
verschiedene irreduzible Bestandteile. Ist N* transitiv, so wird N*
imprimitiv, wobei k gleiche irreduzible Bestandteile von N+ ein
System der Imprimitivitt S bilden, und also mfissen alle verschiedenen
irreduziblen Bestandteile in N/ je k-real enthalten sein. Es mut
unter den Elementen von N noch andres Element, sagen wir Q, aufier

N/ geben, das S in sich iiberfiihrt, denn sonst wfirde der Grad yon

N* gegen (1) gleich qkz’, k> 1, werden. Q fiihrt jedes System der
Imprimitivitt in sich fiber, weil {Q, +} Normalteiler yon wird.
Dasselbe gilt ffir jedes Element Q, das S in sich fiberffihrt, und wir
erhalten als der Grad yon N*

(2) q’kT.’=qz"

wo q den Index 9, :{Q, Q, ,/,} bedeutet. Aus (2)ergibt sich
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Die erzeugende Untermatrizen von N* wird wieder imprimitive
Darstellung M yon {Q, Q, N/} erzeugt durch J, und bei M
hat N,/ die Gestalt (J, J, J). Ferner kann M folglich N* als
eine imprimitive Darstellung erzeugt durch die Darstellung M yon

{Q, +1} betrachtet werden. Da M aber nach dem Beweise des
Satzes 1 wenigstens zwei irreduzible Bestandteile yon verschiedenen
Graden hat, so muff auch N* vollstindig reduziert verschiedene
Bestandteile enthalten, und wir erhalten zum Schul den

Satz 3: Sind und / aufeinander folgende Normalteiler in
der Hauptreihe einer auflSsbaren Gruppe, N* die imprimitive Dar-
stellung yon erzeugt dutch eine irreduzible Darstellung yon +,
und N/I die entsprechende Darstellung yon ,+ be.i N*, so ist N*
irreduzibel oder reduzibel, je nachdem N+ lauter voneinander ver-
schiedene irreduzible Bestandteile hat oder nicht, und im letzteren Falle
hat N* verschiedene (nicht sdmtlich gleiche) irreduzible Bestandteile.

Mit Hilfe des Satzes 1 kSnnen wir die folgenden notwendigen
und hinreichenden Bedingungen dafiir bestimmen, daft eine Darstellung
F yon einer nicht Abelschen auflSsbaren Gruppe, deren Hauptreihe von
der Linge 4 (die Einheitsgruppe mitgerechnet) ist, monomial wird :

Entweder der maximale Normalteiler hat bei lauter yon

einander verschiedene irreduzible Bestandteile, oder der minimale
Normalteiler gehSrt nicht zum Zentrum.

2) Vgl. loc. cit 1).


