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Mein Zweck ist, den folffenden Satz zu beweisen
Is ein algebraischer Zahlkrper K in bezug auf den Grundkrper

k galoissch, dann ist K(S) dutch (s) teilbar, d.h. der Quotient

Z(s)- (s)

is dann eine ganze Funk$ion yon s.x

Hierzu stiitzen wir uns auf folgende S/itze"

SaSz 1. Es sei q eine ganze positive Zahl. Ist dann (k) bzw.
/(k) die Eulersche bzw. MSbiussche Funktion, so ist

((k) 4k) )
(.

,
)--
e- ((#), (k) ).

Beweis. Wegen

(1) .Z e - .a,(__
(k d)")-- ( (k, d) )

kommt es nur darauf an, die Relation

p(k)_ q
q(k) q(q)

zu beweisen, was leicht einzusehen ist.
Satz 2. Es sei d lq, l<::d<::q. Alsdann gilt

q,(k) e-r=O, (k) e’-r= O
k q (a, q)=l k q (a, q)=l

Beweis. Aus (1) lassen sich beide elementar herleiten.
Setz 3. Fiir d lq, l <::d<:q ist

1) Vgl. E. Artin, Uber die Zetafunktionen gewisser algebraischer ZahlkSrper,"
Math. Annalen 89 (1923), 147-156; und auch

H. Aramata, ,,Ober die Teilbarkeit der Zetafunktionen gewisser algebraischer
ZahlkSrper," Proc. 7 (1931), 334-336.
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Bewis. Wegen

E(q,(k) /(,) ) e’=O
k q (a,

(.q (q) (a, O=1

ergibt sieh dieser Satz sofort aus Satz 2.
Satz 4. Die Ordnung q eines Elementes : aus einer (endliehen)

Gruppe ( sei >1, d.h.

bezeiehne den dutch den einfaehen Charakter der zyklihen Unter-
gruppe {,} induziertn Charakter yon (. Die Abteilung, wleh,

enhiilt, sei zur Abkiirzung r-Abteilung genannt. Unter dn (q)
Potenzen von r, die in der r-Abteilung liegen, seien

,% ,% % (a=l)

und nur diese mit r konjugiert. Alsdann lassen sich t-’(q)
r

positive Zahlen
bx, b2, b, (b=l)

so auswiihlen, dass immer die r Potenzen yon r (und nur diese)
Talbi,, Ta2bi, Tarbi, (1.i#)

ganze

in ein und derselben Klasse auftreten. Nun schreibe ich

Dann gilt

(2) xl(p)

Xio) =z,,(e).
’g (q)
q r

fiir p=l,

g #(r) fiir ein p aus der r-Abteilung,
qn. (a.

g v ] #(r) fiir ein p aus der r-Abteilung
qn ,,.q)-, (d q, d<q),

0 sonst,
wobei g die Ordnung yon (, n die Anzahl der mit p konjugierten
Elemente aus (, v eine yon k unabhiingige ganze positive Zahl be-
deutet.

Bewe/s. Bekanntlich ist nach Frobenius

qn =
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die Summe erstreckt iiber alle a, derart, dass r in der p enthaltenen
Klasse auftreten. Es ist also

g Z

woraus sich unsere Formel (2) herleiten lst. Nur ist der dritte Fall,
dass p in der v-Abteilung (d[q, d<:q) liegt, etwas kompliziert. Wir
denken uns dann etwa p=r. Unter den (q) Potenzen von r

(3)

tritt jede Potenz yon r aus unserer r-Abteilung genau

auf. Die Potenzen auf einer Zeile

TbiardTbiald Tbia2d

(q) mal

sind natiirlich miteinander konjugiert. Wenn also die Potenzen aus den
Zeilen (und nur diese)

mit d konjugiert sind, so gibt es unter den (q) Potenzen (3) genau
r, die in einer bestimmten Klasse auftreten. Daraus ergibt sich

also ist =, was sicherlich von k unabhingig ist.

Satz 5. Es sei
2hi

 lq,
Dann ist

(q) n fiir p--l,

E(p) n -.((k) -/(k) )X,(p)= 1 fiir ein p aus der r-Ab-
g lq

teilung,
0 sonst.

Bewe. Nach den Sitzen 1,3 und 4 haben wir



34 H. ARAMATA. [Vol. 9,

.-g(q)-,((k)-l(k)) fiir p--l,
qr klq

q((k)-(k))X(p)--- gY,((k)-/(k) ) fiir ein p aus der
qn q

r-Abteilung,

0 sonst,
wobei

]((k) -/(k) ) q.
q

Hieraus ergibt sich unser Satz 5.
Satz 6. Wenn r je ein Element aus jeder Abteilung von 0

(abgesehen vonder Abteilung 1) durchliuft, dann ist

,E(p)= { q-l_1 fiirsonst.P=l,
Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 5.
Beweis des Hauptsatzes. Well sich der Quotient Z(s) durch die

Artinschen L-Funktionen fiir KIk darstellen 1/isst, geniigt es in der Tat
zu zeigen, dass der zugehSrige Charakter

h

2

als lineare Kombination der Charaktere

Z,. (k:l)

mit positiven Koeffizienten darstellbar ist. Hierbei bedeutet h die
Anzahl der Klassen konjugierter Elemente aus der galoisschen Gruppe
( von K k, ; einen einfachen Charakter yon (, f den Grad von Z.
Nach Satz 6 ist aber

O(p)
wenn r je ein Element aus jeder Abteilung von ( (abgesehen yon der
Abteilung 1) durchliuft. Wegen

0 fiir k=l,
f(k)-/(k)

>0 fiir k:>l
ist also unser Hauptsatz vollstindig bewiesen.


