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134. Einige Bemerkungen iiber den Elementarteilersatz.

Von Masatada Tzw.
Mathematisches Institut, Tohoku Kaiserliche Universitit, Sendai.

(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Nov. 13, 1933.)

1. Es ist bekannt, dass der Elementarteilersatz fiir eine Matrix
im Hauptidealring gilt. Hier wollen wir die Umkehrung beweisen:
wenn der Elementarteilersatz fir jede Matrix in einen Ring gilt, so
ist der Ring ein Hauptidealring. Dabei ist es vorausgesetzt, dass der
Teilerkettensatz fir den Ring gilt.

Beweis. Da der Elementarteilersatz ffir jede Matrix in unserem

Ring gilt, kSnnen wir speziell eine Diagonalmatrix A=(a O vom
a./

Grade 2 wihlen. Wenn wir zwei passende unitire Matrizen

p=(Pn P) und Q=(q q) wihlen, so gilt die folgende Relation
\p p. \q q

oder

wo , q die Elementarteiler vonder Matrix A bilden. Also ist

(1) aq Pn, aq=p, p, a
Daraus folgen die Konuenzen

(2) aqnO (), aqO (e), 0

Da der Teilerkettetz ffir unse Ring gilt, kSnnen wir nach
dem Nthehen Zerlentz das Hauptidl () in der folgenden
Glt adrficken

wo , , Primrdle sind, zu denen bzw. Primideale, , gehSren.
Nach (2) ist

aqnO () (i= 1, 2, 3, r).
Wenn ffir dnen Wert von i a0 () wre, so wre q0 ().

1) B. L. Van der Waerden: Moderne Algebra II, S. 122.
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Ebenso auch q2------0 (). Daher qq2-qql-O (). Dies ist ein
Wiederspruch zu der Tatsache, dass Q eine unitre Matrix ist.

Zunchst ist nach (1)
a.qllP-- azqzlP]2 e1011P22 elPlZP21----- el,

denn P ist eine unitire Matrix.
Dies zeigt, dass das Ideal (al, a) mit dem Hauptideal (1) iiberein-

stimmt.
Da der Teilerkettensatz in unserem Ring gilt, kSnnen wir jedes

beliebige Ideal I in der folgenden Gestalt ausdriicken

i= (a, a, a,).
Durch die vollstndige Induktion in Bezug auf die Anzahl der Basisele-
mente kSnnen wir beweisen, dass A ein Hauptideal ist. Daher ist unser
Ring ein Hauptidealring.

2. Der sogenannte Hauptsatz fiber die endlichen Abelschen Gruppen
lsst sich bekanntlich mit Hilfe der Elementarteilersatz beweisen.) Diese
Tatsache gilt auch fiir diejenige Abelsche Gruppe, die von endlich vielen
Erzeugenden gebildet ist und einen Hauptidealring als Multiplikations-
bereich besitzt?)

Wir kSnnen umgekehrt den Eementarteilersatz fiber die Matrix in
einem Hauptidealring yon dem Hauptsatz fiber die Abelsche Gruppe
aus ableiten2

Beweis. Es sei

Call al aln Ia a a2n I
anl an

eine beliebige Matrix in einem Hauptidealring K. Wir denken uns einen
Linearformenmodul !) mit n Basiselementen Ul, u, u. in K und
seinen Untermodul 9l, deren Basiselemente v, v., v. durch die
Relation (v, v, v.)=(u, u, u,)A definiert sind. Es ist
nimlich

:K(u, u, Un): lUl -- 272 -[- -[- 2nUn,
9l--K(v, v., Vn) lVl -{- 2v2- -{- nVn,

1) Frobenius-Stickelberger: Journ. f. Math. 86 (1879).
2) Van der Waerden: Moderne Algebra II, S. 126.
3) Herr Prof. Shoda hat schon dieses Problem in Proc. 6 (1930), 217-219, behandelt.

Hier will ich einen neuen Beweis geben.
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wo , , Elemente yon K sind. Dann ist der Restklassenmodul
J/ isomorph zu einer Abelschen Gruppe G, die den Hauptidealring
K als Multiplikationsbereich besitzt. G ist ersichtlich yon Elementen
s, s, s erzeugt, die beim Homomorphismus -( zu u, u2,

u entsprechen. Nmlich jedes Element yon G ist yon der Gestalt

s=s, s2, s, wo t, 2, t Elemente yon K sind.
Wenn der Hauptsatz fiir gilt, so ist ( das direkte Produkt yon

zyk|ischen Gruppen, die bzw. yon Elementen t, t2, t erzeugt
sind. Weiter bestehen die folgenden Relationen zwischen den an-
nullierenden Idealen (), (2), ()"

(O-=o

Also gibt es eine unit/re Matrix P derart, dass

(t, t2, t)--(s, s2, s,)P.

Nun denken wit uns den Linearformenmodul ’=K(ug, u2",
uJ), wo (u, u2", uJ)---(ux, u2, u,)P ist. Freilieh ist -’.
Die Elemente, die beim Homomorphismus J’---G zu dem Einheitsele-
merit yon entsprechen, bilden einen Untermodul ’ yon ’. Also
kSnnen wir als die Basiselemente Vl" 2, v. von 9l, wie leicht zu
ersehen ist, eu’, .u’, e.u; annehmen, nmlich

Sn

Die beide Untermodul 9l und !)l’ sind yon denjenigen Elementen gebildet,
die beim Homomorphismus =!Y2’G dem Einheitselement yon G
entsprechen. Daher muss !)l mit ’ iibereinstimmen. Also gilt es eine
unitre Matrix Q in K derart, dass

" VJ) (Vl, V2, V,)Q

ist. Endlich erhalten wir die Relation

(ux, u, u,)P . (u’, u’, u,’) 2.

---(v’, v{, vJ)-- (v, v., v,)Q

=(u, , u,)AQ.

Daraus folgt
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Ii 1P-AQ= .
wo ----0 (e+x) fiir i=1, 2, n-1. Dies ist nichts anderes als der
Elementarteilersatz. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Ferner folgt aus diesem Satz der bekannter
Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass

zwei Matrizen A und B iquivalent sind, besteht in der Gleichheit der
Elementarteiler yon A und B.


