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118. Sur lunicite de la solution d’un systéme
d’equations differentielles ordinaires.

Par Masuo HUKUHARA.
Institut de mathématiques, I'université de Hokkaids, Sapporo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., Nov. 12, 1935.)

1. Soit donné un systéme d’équations différentielles

(1) Z:; =gj(x, Ry eeecee ’ zn) (j=1y 21 """ ’ n) ’
dont les seconds membres sont des fonctions continues dans le domaine
(2) 0Zz<Zea, |zn|Zhx, .... , 2zl Zhx
et s’annulant pour z=-----=2,=0. Considérons, d’autre part, n fone-
tions @iz, 2y, ----.. ,2.) (1=1,2, ...... ,n) satisfaisant aux conditions
suivantes.

(A) Elles sont continues dans le domaine (2) et admettent les
dérivées partielles du premier ordre.

(B) Elles s'annulent pour z=:-::---=2,=0, et inversement ¢;=:--
---=¢,=0 entrainent z=------ =2,=0.
(C) On a
n n 2
(3) > {—a“’? +330: 077 }S 0
=1l 0x k=1 0z, )

dans le domaine (2).

Si I'on porte dans > ¢¢ une solution quelconque de (1), on obtient,
d’aprés (C), une fonction décroissante de z. Si donc z;=2z;(x) (j=1,2,
------ ,n) est une solution de (1) s’annulant pour z—+0 et continue
dans 0<2<J, on a

2i0i(22@) < 2ei(eo 2m)”  pour  #=<z<s.
En faisant 2,—+0, on obtient, d’aprés (A) et (B),
310i(@.2@)'=0  pour 0<w<o,
F=
ce qui entraine d’aprés (B), zi(x)=0 (5=1,2,...... ,m) pour 0<x<o.
Par conséquent,” s’il existe n fonctions ¢z, z) satisfaisant aux condi-
tions (A), (B) et (C), le systeme différentiel (1) n’admet pas de solution

non identiquement nulle et s‘annulant pour x— +0.
2. Considérons ensuite le systéme différentiel

(4) % =f:'l(x’ Y1y eeee ’ yn) (j= 1’ 21 """ ’ ’ﬂ) ’
X

1) Dans le cas de n=1, cette condition suffisante d’unicité est en méme temps
nécessaire. Voir H. Okamura: Sur I'unicité de la solution de %=f (z,y) (Mem. Col.
Sc., Kyoto Imp. Univ. Ser. A, 1934).
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dont les seconds membres sont des fonctions continues dans le domaine
(5) nggaly lyl—alxiéhlx’ """ ) ‘yn_anxlghlx:
Ay oeeeee , @, désignant les valeurs de fj, ...... ,Jn 4 Torigine. Le systéme
différentiel (4) admet au moins une solution s’annulant pour 22— +0.
Désignons par y;=yix) (7=1,2,...... ,n) cette solution. Si on pose
y;i=2z;+y;x) (7=1,2, ...... ,n), on obtient (1) ol
9@, y)=Fi(z, 2+ y(@)) — fi(z, ¥(@)) ,
Si I'on pose
o, 2)=0;(w, y(x),2)  (I=1,2, oo, m),
I'inégalité (8) devient
n 2 n 2 n 2
© {2+ 35k 0) 2% 3] fuw v+ —file, ) |28
or k-1 oY k—1 02

J=1

}<o.

On arrive donc & cette conclusion.” S’il existe n fonctions @iz, 7y, 2)
satisfaisant aux conditions suivantes (A’), (B’) et (C") le systeme
différentiel (4) n'admet quune solution s’annulant pour x— +0.

(A’) Elles sont continues dans le domaine

(M 0=z=<a, |yi—ax|Zha, |ptz—ax|<hs

et admettent les dérivées partielles du premier ordre.

(B) Elles s’annulent pour z;=----- =z,=0 et inversement @;=
------ =¢@,=0 entrainent z=------=2,=0.

(C) On a (6) dans le domaine (7).

3. Du théoréme établi ci-dessus on peut déduire le théoréme suivant.

Si les mombres a, -..... , a, Sont tous positifs et s'il existe ume
Jonction continue F(t) telle que

® A+ - ) < S {Fuet ) - Fuw)

(j = 1; 2’ """ ’ n) ’
le systéme différentiel (4) n'admet quwune solution sannulant pour
z—+0.
La conclusion reste la méme si 'on remplace les inégalités (8) par
les suivantes :?

(9) |filx, y+2) — fi(m, v) | < Fly| +|2]) - F(ly )

En effet, pour obtenir (8) ou (9), il suffit de poser
n +lz, |
Oi(m,y, 2P=33 " [FO) - Fo)lat

Y
Vg
ou

1) Cf. H. Okamura: loc. cit.
2) |y| désigne la quantité v/ yi+ -+ .
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oo,y P={ " [F)~Flt)dt

De la condition d’unicité (9), on peut déduire le théoréme suivant.
St f(x, 2) est une fonction continue dans le domaine

0<z<a, |y-a|<he (a=s(0,0)0)
et réguliere par rapport a z, Uéquation différentielle

dy L
— " = x’ m ,
I Sflx,y™)
ot m désigne un entier positif, admet m solutions et m seules s’annulant
pour x—+0.
Si 'on suppose la régularité de f relative & x, ce théoréme résulte
de ce que la solution s’annulant pour =0 est une fonction réguliére
1

de z™.



