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PAPERS COMMUNICATED
78. L'Uniformisation des complementaires analytiques.

Par Motokiti KONDO.
L’Institut mathématique, I'Université imperiale de Hokkaido, Sapporo.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Oct. 12, 1937.)

Dans sa note,” M. N. Lusin a introduit quelques notions sur l'uni-
formisation des ensembles. D’aprés sa définitions, pour un ensemble E
de points contenu dans un plan XOY, nous appelons que E est uni-
forme (relativement 4 P'axe OX) si toute parallele & Paxe OY coupe
E en un point au plus. Et, nous dirons qu’'un ensemble plan E est
uniformisable lorsqu’on sait obtenir une partie uniforme U de E ayant
la méme projection sur 'axe OX. Cet ensemble U est dit uniformisa-
teur de E et trouver tel ensemble U c’est uniformiser ’ensemble
donné E.

Sur le probléme d’uniformisation des ensembles, MM. N. Lusin® et
W. Sierpinski a démontré le

Théoreme. Tout ensemble plan mesurable (B) peut étre uniformisé
au moyen d’un complémentaire analytique.

M. W. Sierpinski® a posé un probléme suivant: un ensemble C(4)
plan est-il toujours uniformisable (méme au sens idéaliste) au moyen
d’un ensemble CPC(4), ou méme d’un ensemble projectif ?

Récemment, M. P. Novikoff a démontré le

Théoreme. Chaque complémentaire analytique plan (situé dans un
plan XOY) qui a sur chaque parallele & 'axe OY un nombre fini de
points au plus peut étre uniformisé au moyen d'un complémentaire
analytique.

Or, on peut démontrer un théoréme d’uniformisation qui contient
ces deux théorémes comme le cas special.

Théoreme 1. Tout complémentaire analytique plan peut étre uni-
formisé au moyen dun complémentaire analytique.

Pour le voir, il suffit considerer le cas oli un complémentaire analy-
tique plan E donné est contenu dans le domaine fondamental R(x, y)®
4 deux dimensions.

Pour un complémentaire analytique E, on peut définir un schéma
de Souslin {E,,,,...,} de rectangles de Baire qui défini V'ensemble

1) N. Lusin, Suor la probléme de M. Jacques Hadamard d’uniformisation des
ensembles. Mathematica, 4 (1930), p. 54-66.

2) N. Lusin, loe. cit., p. 59.

W. Sierpinski, Sur I'uniformisation des ensembles mesurables (B). Fund. Math.,

16 (1930), p. 136-139.

3) W. Sierpinski, loc. cit., p. 139.

4) P. Novikoff, Les projections des complémentaires analytiques uniformes. Re-
cueil Mathématique, Nouvelle Séries, 2 (1937), p. 3-16.

5) Nous entendrons par le domaine fondamental R(x, ¥) & deux dimensions I’ensem-
ble de tous les paires (x, ¥) de nombres irrationnels x et y tels qu’on ait 0 <z, y <1.
De méme, nous définirons les domaines fondamentals R(y), R(t), R(z, y, 1), ete.
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analytique CE=R(, y)—E, cest-d-dire, CE=3TT By, uy...n;
peut supposer que E,=R(,y) et Eu . .n > Epn,..n+ Etant
donnée une fonction »(n) de nombres naturels tells que pour tout nom-
bre naturel % il existe une infinité dénombrable de nombres 7 tels qu’on
ait »(n)=Fk et posons dans l'espace XOYZ i trois dimensions

C=2 Ey(m)y(nz)...v(uk) X (an ﬁ:...ﬂk) ’

Ici, on

ou .
=1- 1

n, L T . i e
& =1 2mn¢+...+nj

Zﬂlﬁz...

On voit alors sans peine qui 1°, C est un crible régulier® qui défini
CE, 2°, quel que soit le nombre rationnel 7, la partie de C située au-
dessous du plan parallele au plan XOY qui passe par le point 7 de

Taxe OZ est aussi régulier, 3°, pour tout point » de R(x, y), c®?
contient une infinité dénombrable de points.
Maintenant, nous diviserons les rectangles de C en rectangles dis-

joints de Baire partiels — désignons par d,(n=1, 2, ...... ) — de la facon

que les projection de d, sur le plan XOY sont distincts deux & deux.
Nous définirons les rectangles dn,n,...n, (K, =1, 2, ...... ) comme il suit.

Prenons d’abord tout rectangle 3, dont la projection sur le plan X0Y
n’appartient 4 aucune projection d’autre rectangle 3., et désignons par

O, (M1=1,2, ...... ) ces rectangles ainsi obtenus. D’une maniére générale,
les rectangles Bnm,,,,,j(j =1,2, ceeree , k) etant définis, nous prenons tout
rectangle &, dont la projection sur le plan XOY n’appartient qu’ aux
projections de L (J=12,...... , k) sur le méme plan et désignons
Par Opym,...ny,, (Mes1=1, 2, ......) ce rectangles ainsi obtenus. Désignons

par 3:.‘,,.2,,,,,,‘ la projection de O, s,...n, sur le plan XO0Y. On voit alors
sans peine que 1°, quelque soit le point (x, ¥) de R(x, y), il existe une
suite {n,} de nombres naturels telle qu’on ait lifl 8:,M,__nk=(x, y), 2°,
pour deux suites distinets {7’} (?=1,2) de nombres naturels,

kel — o S . .
k‘ll'*,.i"n;‘.’..nﬁ’ 8252)”2(3{ .n;‘z)—o, 3°, tout rectangle J, appartient & la famille

{0, ”2“""1:} de rectangles ainsi definis. Enfin, désignons par Cy, ...,

la partie de C suituée au-dessous rigoureusement de dy, 5,...n,. D’aprés

la définition de C, C,,,M,,,,,k est aussi un crible régulier.

i

Maintenant, nous allons définir les complémentaires analytiques
Qnime...n,- Dans Vespace XOYTZ a quatre dimensions, considérons une

1) P. Novikoff, Sur la separabilité des ensembles projectifs de seconde classe. Fund.
Math., 25 (1935), p. 459-466.

2) Désignons par C(® l'ensemble de tous les points de C dont la projections sur
le plan XOY sont le point p.
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transformation qui transforme l’espace XOYZ en Vespace XOTZ de la
maniére suivante :

¥=x, y=0, 7=z, t=y.

Grace a cette transformation, les cribles C et Cy ,...n, de Vespace

XOYZ sont transformés en les cribles de ’espace XOTZ, désignons par
C* et C;\s,...n, ces cribles. Etant donné une suite {n} de nombres

naturels, posons pour le moment dans l'espace XOYTZ
()] o
[:)=CXR(t) ’ Fk=Cnxnz...nka(t)y

@ @
L=C*"xR@y), [t=Cpi n,...n,*R(¥)
k=1, 2, ...... »w

(¢) (¢3)
et »(p)=1(I")? pour tout point p du domaine fondamental R(x, y, £).>
Et enfin, posons

(1)

(» @
Mo na...ny=E (5(0) = w0)+1)

k (» D @) @® @) @ D @

+ _12-1 E (uo(p) = l’o(p)) E (vl(p) = ”1(1’)) ...... E (”j-l(p) =y j—l(p))

(» D

@
x B (v(p) 2 vi(p)+1) D; °

ol désignons par D; lensemble de tous les points (x, vy, 7) de Rz, y,t)

tels que (x,%) et (x, ) appartiennent a o, m...n; €N Méme temps, et

encore, posons

=5* 3
Qn;ng...nk—amnz...nk—ProJR(z.u)Mm nz...0p

En appliquant le raisonnement® de M. N. Lusin sur les cribles réguliers,
(») (D @) (» Q) @)

nous avons que les ensembles E (v,(p)=u,~(p)) et £ (u,-(p) > v.-(p)+1) et

par suite My, a,...n, sont analytiques. Donc, Qu,n,...n, sont les complé-

mentaires analytiques. En autre part, on peut aussi définir Q,,,,,,_,_,.k

géométriquement. Pour chaque point = de la projection de CE sur

Taxe OX, nous désignons par Q® Pensemble de tout point (z,y) tel que
le type d’ordre (C**’) soit minimum lorsque y parcourt R(y), et par

1) Voir la note (1) de la page 287.

2) Etant donné un crible C contenu dans l’espace XOYZ cinsidérons C(» pour
un point » du plan XOY. Si C® est bien ordonné suivant la direction positive de
P'axe OZ, désignons par r(C(®) le type d’ordre de C(»), et sinon, posons r(C(®)=4Q,

8) Voir la note (1) de la page 287.

@
4) Désignons par ﬁ() I’ensemble de tous les points de R(z, ¥, z) qui satisfont

k) (€3]
a la condition (......). De plus, si 'on a vi(p)=92, posons vi(p)+1=292.
5) N. Lusin, Lecons sur les ensembles analytiques. Paris, 1930, p. 214.
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é la somme de tous les ensembles é‘”’. Etant donné un point « de la

projection de é&‘,’:, sur I'axe OX, désignons par éﬁ:‘l’ Tensemble de tout
point (x,y) tel que le type d’ordre =(C&*) soit minimum lorsque ¥

parcourt Q® on, et par @n, 1a somme de tous les ensembles éﬁ:ﬁ’. D’une
maniére générale, é,,,,,,_,,,,j (1=1,2,...... , k) etant définis ; pour un point
z de la projection de é,,,m,,,nk Onyng...mpmy,, SUr l'axe OX, désignons
par Qn,...n,n,,, ensemble de tout point (x, ) tel que le type d’ordre
-c(CSﬁ',’{z’,__,,k,.kﬂ) soit minimum lorsque ¥ parcourt Qﬁ:ﬁ’,,,,..nk,.k ,, et par
Qnins...nymy,, 12 somme de tous les ensembles Aﬁ,’?m,,_,,k,,kﬂ. On voit
alors que nous avons

in‘nz...ﬂk=éﬁ1m...uk (k=1, 2, ...... ),
Maintenant, posons

Sk= Eanz...nky et S= ﬁ Sk-
k=1

11 est alors évident que S est un complémentaire analytique contenu
dans E. Or, selon le raisonnement” de MM. N. Lusin et P. Novikoff
sur les complémentaires analytiques, on peut démontrer le

Lemme. Pour tout point z tel qu'on ait E® 20, S® est non
vide et fermé dans R(y).

De plus, en modifiant convenablement le procédé précédent, on peut
modifier ensemble S comme il suit; étant donné un nombre naturel
k, S® est contenu dans un intervalle de Baire d’ordre k.

[¢3)

Par consequent, on peut définir une suite {S} (k=1, 2, ...... ) des
complémentaires analytiques telle qu’on ait
k) (k+1)
1°, E>S>8 (k=1,2,...... ),
(03]
2°, pour tout point x tel qu'on ait E® X 0, S® est non vide et
fermé dans R(y),

(k)
3°, S® est contenu dans un intervalle de Baire d’ordre k.
(03]
Pour les complémentaires analytiques S, considérons le complémen-
oo (k) [¢)
taire analytique U= PI S. Comme S est contenu dans un intervalle de

Baire d’ordre k, U® contient un point au plus et lorsque nous avons

E® 20, U® contient surement un point. Done, E est uniformisé au

moyen du complémentaire analytique U. C.Q.F.D.
Remarque. Dans ce démonstration, nous nous avons servi 'axiome

[¢3
du choix pour définir les ensemble S.) Or, sans faire appel P’axiome du
choix, on peut déterminer ces ensembles. Done, pour un complémen-
taire analytique qui est défini par un schéma de Souslin (de rectangles
de Baire), on peut nommer sa uniformisateur.

1) N. Lusin et P. Novikoff, Choix effectif d’'un point dans un complémentaire
analytique arbitraire donné par un crible. Fund. Math., 25 (1936), p. 559-560.
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Grace 4 ce théoréme on peut deduire divers théorémes comme il
suit.

Théoreme 2. Tout ensemble projectif de la classe (Az)P peut étre
uniformisé au moyen d'un ensemble de méme classe.

Théoreme 3. Tout ensemble projectif de la classe (Ay) est la pro-
jection d’un complémentaire analytique uniforme.

Ce théoréme contient le théoréme de M. S. Mazurkiewicz? comme
le cas special, et donne solutions des problémes posés par M. N. Lusin.®
En autre part, on voit que la classe des ensembles projectifs (A4,) coin-
cide avec celle des ensembles (A45).°

Théoreme 4. Tout ensemble projectif de la classe (A,) est la somme
d'une infinité transfinie d’ensembles mesurables (B) numerotés au moyen
des nombres transfinis de seconde classe.

Nous publierons prochainement les details de ces résultats dans
autre travail

1) Voir, N. Lusin, Legons. p. 270.

2) Voir, p. ex., N. Lusin, Legons, p. 284.

8) Voir, N. Lusin, Lecons, Chap. V, Ensembles projectifs.

4) P. Novikoff, Recueil mathématique, nouvelle série, 2 (1937), p. 3-16.



