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9L ur les classes cles constituantes cles ensembles
complmentaires analytiques.

Par Takeshi INAGAKI.
(Comm. by T. YosI, M.LA., Nov. 12, 1937.)

Soit C un ensemble du plan y. Nous disons qu’un ensemble de
points situs sur une droite parallle l’axe jouit de la proprit
P(0 a < YJ) lorsqu’il est un ensemble bien ordonn du type a suivant
la direction positive de l’axe . Dsignons par -- (C) l’ensemble de
tous les points 0 situs sur l’axe , te|s que l’ensemble (linaire) de
tous les points communs C et la droite --0 jouit de la proprit
P et l’appelons, d’aprs M.N. Lusin,) la constituante d’ordre du
complmentaire de l’ensemble crib| au moyen du cribe C. De p|us,

dsignons par l’ensemble de tousles points 0 situs sur |’axe ,
tels que l’ensemble (linaire) de tous |es points communs C et |a

droite 0 n’est pas bien ordonn suivant la direction positive de
l’axe

Soit une famille donne des ensembles plans. Dsignons par
((a) la famille de tous |es ensembles (C), o C est un crible (variable)
de la famille

Pour le cas of est la famille de tousles ensembles plans ferms,
lI. W. Sierpiski2 a propos d’tudier la famille ((a), et demand en
particulier si l’on a toujours ((a) (() pour

Or, dans cette Note, nous traiterons le cas of ; est la famille de
tous |es ensembles plans composs d’une infinit dnombrables d’ensem-
bles ferms situs sur des droites parallles l’axe , et y tablis-
sons la monotonie de ((a), c.--d, qu’on a toujours (P(a) (P(), pour

Tout d’abord, nous faisons quelques remarques prliminaires"
1 Nous supposons toujours que l’ordonne de chaque point des crib|es

est un hombre irrationnel entre 0 et 1---ce qui est possible sans perdre
la gnralit du raisonnement
2 r, z2(r<2) tant deux hombres rationnels dans l’axe , dsi-
gnons par C’ le sous-ensemble des points du crible C tels que ses or-
donnes sont des hombres irrationnels entre l’intervalle (, ), et dsi-
gnons par ’) la constituante d’ordre par rapport au crible C’).
3 Nous crivons par () un crible du type qui est compos des
droites parallles l’axe
4 Soient C et C’ deux cribles. Dsignons par Nv et Nv, les projec-
tions sur l’axe de C et C’ respectivement Comme nous avons sup-
pos, Nv et Nv, sont dnombrables. Nous disons que C et C’ sont

1) Cf. N. Lusin: Lemons sur les ensembles analytiques et .leurs applications.
Paris, Gauthier-Villars. 1930. p. 188.

2) Cf. W. Sierpi5ski: Sur une classe d’oprations sur les ensembles de points.
Mathematica Vol. 5. 1931. p. 53.

3) Cf. N. Lusin: Sur les ensembles analytiques nula Fund. Math. t. 25 (1935).
pp. 109-110.
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quivalents, si les ensembles Nc, Nv,, C et C’ satisfont aux conditions
suivantes

a) Nous pouvons ranger les lments de Nv ainsi que ceux de
Nv, en deux suites; (y, y2, y, } et (y, y., y’, ) de
faon que l’in4galit y <2y luivale t y <= y-, ce qui signifie que les
ensembles Nv et No, sont semblables.

b) La projection sur l’axe ffi de la partie de C situe sur la droite
y=y (if 1, 2, 3, ) est identique celle de la partie de C’ situe sur
la droite y=y (i= 1, 2, 3, ).

Cela pos, C (0f<:a) tant un crible, nous dsignons par

* C (ou bien par C0+C+ +C+ a) un crible de la r-
union des cribles C, qui sont quivalents t C, mais situs dans l’ordre
de , c.--d, pour tous les hombres / et ’ ( :> fl’), C$ est situ au-
dessus de C,.
5 Soit la famille des ensembles ferms situs sur l’axe Posons
=, =(), et $=(). Supposons qu’on dfinit
pour tous les fl infrieurs
respectivement comme il suit" =( , ,+) et /=(),.

0_<B<a
Cela pos, dsignons par qS et par (+ les familles des ensembles

complmentaires par rapport
et ,+ respectivement.
Enfin, dans cette Note, nous nous appuierons plusieurs fois sur le

thorme suivant que nous avons tabli dans un autre travail :)
ThorOme (0). Tout ensemble situ sur l’axe peut dtre con-

siddrd comme la constituante supgrieure) d’un crible bien ordonn du
type wr (d’ensemble appartenant ). Inversement, la constituante
supdrieure d’un crible (d’ensemble appartenant ) bien ordonnd du
type wr est un ensemble

La premiere partie du thorme signifie le fait suivant: tant
un ensemble situ sur l’axe , il y a, dans la famille E, un crible bien
ordonn du type rqui donne un dveloppement de l’axe en une
srie transfinie des constituantes telle que

= 0++ ++ + Lr et

(1) ]valuation de la classe des constituante
Thdorme 1. Les constituantes r e (r< a<+) s s

eemb ]r+l et r+l) rptivent.
Dmoation. On it bien que $0, , (n= 1, 2, 3, ) et , nt

d’enmbles , ]. et @] restivement. Donc, la prosition pro-
t vraie ur 7=0. Supns la prosition ie ur ut

hombre transfini r’ infrieur r et montrons qu’elle est aie r
lui-mme.

Tout d’ard considrons le crible dfiv C( d’ordre T au ns

I) Voir notre article "Sur les ensembles analytiques nuls" qui paraltra proehaine-
ment dans "The Journal of the Faculty of Science," Hokkaido Imperial Uuiversity.
Series 1. Vol. 6. No. 4.

2) Cf. Lusin. loc. cit., p. 109.
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de M. Lusin.D D’aprs l’hypothbse, toutes les constituantes , 0
sont des ensembles (r. Ensuite, prenons un nombre rationnel r dans
l’axe , et considrons la partie C-) du crible C. Posons C(r)=C-
C.*). {( , .*) x }. C(r) est alors un ensemble plan r. Nous

O<_,<r
pouvons sans peine vrifier que C<T>= IIC(r) o r parcourt rensemble

de tous les nombres rationnels entre 0 et 1 dans l’axe . Cr est
donc un ensemble plan et, par suite, il vient r=,-(

Proj. C<T’}. T est donc un ensemble (T+.
O_<<T

Puis, a tant un nombre transfini tel que ,r <: a <: ,r+, on peut
poser a= a,r+ a,r’+ ,,,r*+ + ,#r, o r >= r >= r. > >= r, >= o. La con-
stituante $ sera done donne en symboles logiques par

rt (rk,,) ...,or
l’ensemble de tous les nombres rationnels entre 0 et 1 dans l’axe .
Comme on peut vrifier, f est un ensemble (r+D. C.q.f.d.

(2) Dtermination de la elasse d’ensembles des familles P(wr).
Thorme . Les familles (p(r} coincident avec les familles (2+.
Dmonstration. Soit M un ensemble appartenant (+x dans

l’axe . L’ensemb]e complmentaire par rapport raxe ffi de M est

un ensemble r+. On peut supposer que +=. (}, off
t--I

(r)/x pour tout nombre naturel n. D’aprs le thorme (0), chaque
ensemble (r) peut tre considr comme la constituante SUlrieure
d’un crible C qui est bien ordonn du type wr. Nous avons deux cas

distinguer
Premier cas of r est de premiere espe, soit r=r’-I-1. Posons

C’ (o’)/C et considrons un crible C=]*C. On peut vrifier

que le crible C donne le dveloppement de raxe en srie de deux
constituantes tel que = fr-i- $r+x et fr+x_-c2r+xt)-, I1 vient M= r.

Deuxime cas of 7" est de deuxime espe, soit r <: T2"
<: r <: et lira r--T. I1 nous suffit, dans le raisonnement donn

plus haut, de remplacer le crib]e (wr)+C par un crib]e (wr)+C.
c. q. f. d.

Remarque 1. Dans la dmonstration du thorme 2, nous avons
vu ]e fait suivant" chaque ensemble +x sur l’axe il y a un
crib]e C appartenant ]a famille et qui donne ]e dve]oppement de
raxe en deux constituantes tel que = fr/ fr+x et

(3) Thorne 3. Les familles (a) son monotones, c.-a-d, on a
 ou ours <___ pour

Dmonstration. Lemme 1. (P(0) (P(a) pour tout a=> 0.

En effet, prenons un crible C==(a)/C. I] est alors vident que

f0(C)= f(C}. Par suite, il vient (P(0) (a). c.q.f.d.
Lemme 2. (P(n) ($(a) pour tout a :> n.

1) Cf. N. Lusin. Legons sur les ensembles analytiques.., pp. 189-190.
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Prenons d’abord le crible driv C<) d’ordre du crible C donn au
sens de M. Lusin. Posons C=C’) pour tout tel que 0

Considrons un crible C’= ]* C. Prenons C"=C-I)+C, o C
0<-<a

est le crible driv d’ordre n-1 du cribe C donn, et posons en outre
C", 0 <:: a. Cela pos, considrons un crible C= * C’’. Alors

nous avons (C)= (C). c.q.f.d.
Lemme 3. )(a) )(a+n) pour tout a, off n est un nombre naturel.

I1 suffit de consid6rer le crible C=C+(n), pour lequel nous avons
g,(C)= g,+(C). c.q.f.d.

Lemm 4. r 4t ? soient deux nombres transfinis de seconde classe
(ou fini) tels que r < . Si ra<r+ et si />+, on a tou-
jours ($(a)

D’aprs le thorme 1, la constituante g, est un ensemble
Par suite g est un ensemble (. I1 est vident que l’ensemble com-
plmentaire par rapport l’axe de ( est un ensemble . D’aprs
le thorme (0), dans la famille E il y a un crible C’ du type et
qui donne le d6veloppement de l’axe en une s6rie transfinie des con-
stituantes telle que .= g)+ g+ + g+ + ’ off e <= et

r. Prenons un crible C=C’+(). Alors le crible C donne le
dveloppement de l’axe en deux constituantes" =+j+ off

a= et -- j+. I1 est vident que ($(a) e$(fl), c.q.f.d.
Lemme 5. Soient a, et r trois nombres transfinis de seconde

classe (ou fini) tels que r = a< fl <: mr+. Posons a’-,or+or’ +(or+

-I- wrz, off nous supposons que" T T1 re = 7i-i >
r+; r 0, +; = 0 et 1. Alors nous
avons >(a)

Tout d’abord, pour la simplicitY, posons a’ r+r’+ /(or-; et
a’/=r+r+;+ /r. Soit $un nombre transfini tel que" (*)
/r-=a+. Alors e peut tre crit sous la forme =a-I-
0 <: mr-. Si a, il existe deux cas t distinguer- Cas 1. 0 = J
Cas 2. a" <: <:.

Premier cas o 0

_
/<: a". Considrons un ensemble M; donn en

symboles logiques par

off r, r’ parcourent rensemble de tous les nombres rationnels entre 0 et
1 dans raxe . D’aprs thorme 1, , ’ et , -" sont

(. et ]r5 respectivement, et Proj. C’’’’ est un . Donc M est un

ensemble +. De plus, comme on peut facilement vrifier, M satis-
fait deux relations- ,.M=O et M o e=a’+,.

Deuxime cas o a" <= 3 <: mr-. Considrons un ensemble M. donn
en symboles logiques par
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o r parcourt l’ensemble de tous les nombres rationnels entre 0 et 1
dans l’axe . D’aprs le thorme 1,

_
(,’ est un enmble. M t donc un enmble $. mme on ut m ine voir,

M mtisft de conditions" .M=O et M
Considrons mainnant l’enmble M=M+M. I1 est implant

de mmarquer que M contient us les constian dont le suffixe
e remplit la mhgon (*) et e a. Comme M t un ensemble +,
d’apr la mmque 1, il y a, dans la famille , un crible C’ qui donne
le dvelopment de l’axe en deux constians

,+ M. Si no considrons un cble C=C+, comme no
uvo sans ine voir, l’enmble ( coincide avec la constituan
+j(C). Nous aVons donc (a) (a+r). c.q.f.d.

mme 6. (r’a) (,or(a+k)) o5 r 1 et k t un nombre
natel.

Considrons d’aM l’enmble [ ’ off r parcou Fen-
O<<T

o ’xe =, q es , e o oe
+, o =0 o. be.

,;+ + + +

0<<.

tme (0), fl cb]e C

e ] mme ].s qe cele lemme 6, le c]b]e C=C+C+ +C,
o C=C (=1, 2, ), do..e l’e.mble .T.(C) comme
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(a) = () pour

est v6rifi6e, c.q.f.d.


