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1L Die Projektive Theorie der "paths" 3-ter
Ordnung x’+Hi(x, x, x) O.

Yon Eihi Eo.
Geometrisches mi, Kairliche Hokido Universit, pro.

(Comm. by S. KYA, MJ.A., Feb. 12, 19.)

1. In einer n-dimensionalen Mannialtigkeit, welche a die Ko-
oMinan (z) zogen ist, trgt ein Sysm der verallgemeinen
"paths" 3-r Ordnung, deren Gleichungen

(1) <3+H(, <., 2)) 0

(z<=di/dt, re=l, 2, 3) sind, den Paramer t als ojetiv, wenn
die ziehungen

(2) (a) Ht)a(1V+2H2)(2)i= 3H, (b) H2),(Dj= 3z<2

gelten.1) Dann wird die ojektive (er bkntreue) Transformation, die
(1) in ein ander Sysm der "paths" (3+Hi(z,(),(z))=0 r-
ft, einfach gen

(3) H(z, z<., zz)) H(z, <., <2)) +e(z, <’, z2)) z<x) .
Umgeke" wenn ein System 3+=0 und jedes mit hm o-

jektiv vedetteSysm <3)+H=0 sieh auf die Relation yon der Gestalt
wie (3) bezn, so t d System z<s)+H=0 mit einem (nicht ein-
zigem) System z<sg+H=0, ds den projektiven Parameter t trgt, o-
jektiv verwandt,z) (Der Beweis ist nicht schwiefig.)

In dem FM1, wo in (3) nicht nur d ursprngliche Sysm sondern
auch d transformier SysMm die projektiven Paramer tragen, hahn
wit gleich

(4) (a) p(1)(1)+ 2p(z)a(2)= 2p, (b) p(2)(1)$= 0.

Im folgenden m6chn wit die Eigenhafn, wekhe von der Trans-
foation (3) (mit der dinng (4)) nicht zersrt werden, unr-
suchen. Dadurch k6nnen wit nach dem on erklRrn Sa die
Eigenschafn der 6n projektiven Kla erkennen, yon der je zwei
Sysme sich auf eine lation (3)) ziehen.

2. A (4) leith wit her

(5) (1)j (i) (1)(1)l

H H)+),) =HH2)(6) )- ).

1) H. Hombu, Projektiver Parameter der verallgemeinerten "paths," Proc. 13
(1937), (4) bzw. (9).

2) Diese Systeme habvn die kennzeichnende Eigenschaft, dass durch ein beliebiges
Linienelement 2-ter Ordnung einzige Integralkurve jedes Systems existiert

3) Dabei ist (4) nicht bedingt.
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Nach (3), (5), (6) sind die GrSssen

i=H 1 (Hl)lX(1)_ Hl)lX(Dt)
(7)

1

pmjektiv invariant, d.h. i der Transformation (3) nd =, =. Umgekehrt, wenn d Sssen u zweier Systeme der
"t," die d Parameter s projektiv tragen, identisch sind, so
rdecken die been Kurvesteme eisner. tzen wir nmlich
H-H=f, so ergen sich aus =, ’="

(a) (n-
Nach (b) nimmt p die lt pxl)+ an, wo a yon 2 unabhng
is Wegen pDD+ " _2)

2)* =3p kSnnen und a so gewhlt wrden,
d a in zug auf z) homogen yon 3-r OMnung ist. Aus (a)
hahn wir dann (n+ 2) a=) vonder slt x1).

Wir kSnnen und zummen als timmungszahlen ein geo-
metrischen 0bjek anhen, da unr Krdinantransfomation

A + 4 ), 3n Aj2)).
n-1 n-1

+ n+2 A

sind (A=ox/Ox, A.=Vx/OxOx, usw.).
3. Da wir im folgenden die affine Theoe der verallgemeinern

"paths" brauchen, so vergleichen wir die grdlegenden Formeln dier
Thrie aus der Arit von Prof. A. Kawachi und dem Veasr):
gen i d Sysm (1), m erklren wir in der Mannialfigkeit
der Linienelemen 2-r Ordnung das kovarian Differential v eines
Vekm v, d Sysm der Grdfirtrangen x( und x(, und
die kovaann Ableitungen )v, ’D"- und ’)v folgendeasn

kvd(u)k(8) Dv=dv+ (9) + (q)
u-O u

2

Dr fO)v x(q) 2)v v
q-O

2(10)
O)v-v R()v F.v--O)v(qm-- (m () ivy;

sq+l q q

wo

(11)

1) A. Kawaguchi und H. Hombu, Die Geometrie des Systems der partiellen
Differentialgleichungen, Journal of the Faculty of Science, Hokk. Imp. Univ., Ser. I,
6 (1937), Kap. II.
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(12)

sind. Von den Torsionsgrbssen dieser t3bertragung finden wir nach
blosser Rechnung folgende ftinf unabhiingige"

(13)

In unserem Fall, wenn (1) den projektiven Parameter t trigt,
erhalten wir fiir die Operatoren

0x() 0x() Vx(’) )t- gesetz

ist, so haben wir S in der Gestalt

(14) 1 1 H’)aH- 1_ d H’.S=-6-Hh)-ig (i dt

Gleicherweise berechnet man S(,X’(I)= 2S. Dass die GrSsse S, welche
von (14) gegeben wird, ein Skalar ist, kann man auch direkt unter Zu-
grundelegung der Transformationsformel yon H best/itigen.

4. Wir berechnen die Veriinderung des Skalars S bei der Trans-
d _d gx(,) 0formation (3). Da nach (4), (5), (6) und wegen dt- d--- Ox(’)--K
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1 ~ ~ d

_H 1 H d H

1 d,- ,)H)- H5-2(n-)

ist, so ergibt sich

(15) ,=S- n--1
P.3

Setzen wir also

(16) H,=H+ 3 Sx(,
-1

(Gleiches fiir H*),

so ist nach (3), (15) //* projektiv invariant-
Andererseits gelten fiir den Skalar S

H*=H*.

(17) (a) S(x()+2S()a) 28 (b) ()-’(1)-0-

39

Nach den folgenden Beziehungen, die aus (2) abgeleitet werden,

Hl)/(.)a(1 -H{.), Hi (1)m 3(2)/(2)m

H.)l(O)h(2)ra(1)m O, )" (1)m Hi (1)m

fol in der Tat die Richtigkeit von (17, b)"

2(r)6s,,(’" (-,)-. H)

( --() -()a-H[()a( 3x()a(2)m(2)h az(2(1)h

(2)m(2)h ) 0

2H x(2)ada aus (2, a) )()h()a+ ()(). H() ist.
Wir hen aim nach (3), (4), (16), (17), dass das Sysm der

"paths"

(18) x(+H.x(3)+H+ 3._ Sx(=O
-1

in der in tracht kommenden projektiven Kla ausgeichnet ist.
D Vehwinden des Skalam S

Z=c((Dk-- 1 S(O)(1)m.(1)kkl) km(2
2

ist offenbar ffir d ausgezeichnete Sysm kennzeichnend. Und der
projektive Paramer t* des agezeichneten Sysms ist ffir die Kl
chamkstisch. Es ist
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(19) {t*, t}-- 3 S(, D, .) .D
n--1

Zwei projektive Klassen sind dann und nur dann identisch, wenn ihre
ausgezeichneten Systeme iibereinstimmen. Damit erreichen wir endlich
den

Satz. Es gibt in eder projektiven Klasse, yon denen edes System
den projektiven Parameter t trdgt, ein ausgezeizhnetes System, das sich
aus einem System der Klasse dutch (15), (18) bestimmt. Die Komitanten
des ausgezeichneten Systems sind die projektiven Komitanten der
Klasse, und umgekehrt.

Das Schema der projektiv invarianten Obertragung, die wir in der
Absicht, alle projektiven Komitanten zu gewinnen, zugrund legen, l/isst
sich von (8)-(12) angeben, wobei aber H* statt H gesetzt wird.

5. In dem Fall des Systems

(20) x(3-4- Kk(2)iX(2)k -t-K(2)i-t-K 0,

wo Kk, K, K in bezug auf x(1) homogen von der 0rdnung -1, 1,
3 sind und iibrigens

(21) Kkx(1)i- -3b, K()=O
2

bestehen,a) wird die Gleichung des ausgezeichneten Systems so ge-
schrieben

(22) x()+(KA-a,x(I))x()x()+ (KA-ax())x()-! KA-a’x()=O

wobei gesetzt sind"

2K,,,K., K,,,(D, K,,,,(a- 2(n- 1)
k(),,,

" 2K,,,K-2K’o)ax()a-K(a 2(n- 1)
1),, -KK’-t-

+2K,,,K -Kmm0)ax(1)aa
2(n-1) -3- a

1) H. Hombu, a a O., (10).
2) Das Adjektiv "projektiv" bedeutet "unter projektiven Transformationen der

"paths" invariant."
3) H. Hombu, a. a. O., (12), (13).


