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82. Sur la nouvelle théorie unitaire de MM. Einstein
et Bergmann.

Par Kentaro YANoO.
Institut de Mathématiques, Université Impériale de Tokio.
(Comm. by S. KAKEYA, M.IA, Nov. 12, 1938.)

1. Nous avons récemment étudié la relativité non holonome® en
prenant, pour representer ’espace-temps, un espace non holonome V3
défini par une équation de Pfaff non complétement intégrable

0 Ade?=0, @,4»..=0,1,238,4),

dans un espace de Riemann V; i cinq dimensions qui satisfait & la
condition suivante :
L’espace de Riemann Vi admet un déplacement infinitésimal

(2) 2! — 2t + AMdt,
qui ne change pas la métrique de Uespace

(3) ddz =G,1,.dx‘dx“ >
et qui déplace tous les points d'une méme distance, oi A* est défini
par A*=G*A,.

De cette condition, nous pouvons déduire
4) A +A, =0, (Equations de Killing)
(5) G,.A* A*=constante,

ot le point-virgule désigne la dérivée covariante par rapport aux sym-
boles de Christoffel /7%, formés avec les Gy,

Si I'on choisit un systéme spécial de coordonnées dans lequel le
vecteur contrevariant A a les composantes (1,0,0,0,0), on obtient
de (4)

(6) 3G, /05" =0,
et de (5)
) Gp=constante.

Done, on voit que notre espace Vs est celui de Riemann employé
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par M. Kaluza dans sa théorie unitaire des champs gravitationnel et
éléctromagnetique.

D’autre part, MM. Einstein et Bergmann® ont tout récemment pro-
posée une nouvelle théorie unitaire des champs en modifiant la théorie
originale de M. Kaluza.

Dans cette Note, nous allons montrer que cette nouvelle théorie de
MM. Einstein et Bergmann peut étre aussi traitée de notre point de
vue expliqué dans les Mémoires cités cidessus.

2. La condition posée dans le §1 peut étre dite comme il suit:
La dérivée de Lie® du tenseur fomdamental par rapport aw vecteur
unitaire A* s'annule, c’est-a-dire

{ GM: vAv + GvuAv; 1 + G/IuAv: = 0 ’
G; ,,AAA” =1,
Si Pon remplace cette condition par

La dérivée de Lie du vecteur covariant A, par rapport au vecteur
unitaire A* s'annule,

®

on obtient

9 Ay A"+ A,A%,;=0,
et

(10) G, A%A*=1.

Mais, on a de (10)

(11) A 45 =
par-conséquent, on a encore de (9)

(12) A;. ,A*=0 ou A% ,A*=0,

ce qui nous dit qu'une courbe & laquelle 4% est tangente est géodésique.
Done, dans un systéme spécial de coordonnées ou A* a les com-
posantes (1,0,0,0,0), on a de (10)

(13) Gll) = 1 ’
et de (12)
(14) 2G0.0— G, 1=0, (4;=Gy)

ou le virgule désigne la dérivée partielle par rapport & »*. Les équa-
tions (13) et (14) nous montrent que Gp=1 et Gy=A4; (4,3, k, ...=1,
2,3,4) ne contiennent pas la variable 2°. C’est justement la condition
posée par MM. Einstein et Bergmann sauf la périodicité des fonctions
Gy; par rapport & 2’
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3. Dans ce paragraphe, on suppose qu’on soit toujours dans les
systémes de coordonnées par rapport auxquels A* a toujours les com-
posantes (1,0, 0,0,0). Donc les transformations des coordonnées doivent
avoir la forme

{ =2+ f(a', 22, 27, ¢,
=5 (a", 22 % xY) .
Prenons un vecteur v* & quatre composantes. On sait que” les quantités
définies par )
Vo= —A4"
(15) iy

forment un vecteur & cing composantes dans I'espace non holonome V3
défini par (1) ou

(16) da’+ Adxi=0.
La dérivée covariante du vecteur V* est définie dans V; par
a7 oVi=dVi+ VA, dx

mais nous allons considérer seulement la dérivée covariante dans la
direction qui se trouve sur I’hyperplan non holonome (16).

En substituant da’= —A4,dz* et V°=—A,V* dans (17), on trouve

V=V o(— Arda®)+ V° yda+(— A; V7)) (— HpArdx®+ I dx®)

+ Vi (— [T A do* + I da®)
(18)  SVi=[(V' o= V¥ odu)+ VI(Ilh— oA, — IT§A)) |da®,
parce que
1I%=0,

A cause de (13) et de (14).

D’autre part, on a

I }Ju = ”;_ Gm(Gmﬂ. yt+ qu. n Gﬂv. o

donc en posant
Iu=G—AA,,

Gi=g9,  (gug™=0f)

et en remarquant que

Gw= - gijAJ' ’
Gm =1+ gijA;Aj ,
GAO. =0,
on obtient
(19) IIi= % 9" Gas, & Gk i— Gin, o) + AiAr+ AfLA;+ —%— 9 Aulin. 0
(20) ITy= liy= A+ 600,
ou

Ai=g"*A4,;, Akj=% (Ar, ;—Aj8) .

1) K. Yano: Sur la théorie unitaire non holonome des champs I, II, déja cité.
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Done, en substituant (19) et (20) dans (18), on obtient finalement
@1) SVi=[ (VP 1= Vi 0dy) + Vifh} | do®

(N

ou
(i} = % g* [(gaj. v~ Aaj, 0A41) +(gax, ;— Gar. 047) — ir, o — i oAa)] .

On sait que,® V? étant des compasantes d’un vecteur contrevariant,
oV i(=a") définies par (21) ou par

(22) 3= (0 -— 0% A) + 0" (&} |de*

forment un vecteur contrevariant a4 quatre composantes; c’est ce que
MM. Einstein et Borgmann appellent “ four-vector.”

Et I'on voit bien que dv* est la dérivée covariante pour un vecteur
a quatre composantes de MM. Einstein et Bergmann et que leur théorie
peut étre aussi traitée du point de vue de la théorie des espaces non
holonomes.

1) K. Yano: Sur la théorie unitaire non holonome des champs I, II, déja cité.



