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63. Sur les équations de Gauss dans la geometrie
conforme des espaces de Riemann.

Par Kentaro YANoO.
Institut de Mathématiques, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., Oct. 12, 1939.)

Le but de cette Note est de trouver les équations de Gauss dans
la géométrie conforme des espaces de Riemann et d’en tirer quelques
conséquences.

1. Considérons un espace de Riemann V, dont la forme fonda-
mentale est

(1.1) ds?=g, du"dw’ , a,Huy...=1,273,...,m).

Quand on effectue une transformation conforme du tenseur fonda-
mental

(1.2) Iw=F9w,
les symboles de Christoffel
(1-3) {;fv} = %g‘a(gau,v+gav.#—gyv.a)

ou la virgule désigne la dérivée partielle par rapport & w’, se trans-
forment en {1} suivant les formules

(1.4) {Tv} = {;fv} +3;{Pv +55Pﬂ - gh/’agﬂv ’
ou

(1.5) p,=(log p),, ,
et le tenseur de Riemann-Christoffel

(1-6) Rfﬂvw= {;}u},m— {/-4‘0}. v + {/?v} {vfm) - {l?m} {alv}
en R},, d’aprés

(1-7) I_z};ww = Rl-‘,uuw - pw3$+ Pmaﬁ - g.twpamgw1 + g;m)f’au.qwI
ou

(1.8) Puv=Puv—Pa{f} —pupv+—;~g“"f’¢ppgm-

En éliminant Pw de (1.7), Pon trouve que

(19)  Cho=Rip= 1 (Rl Rudit Bl gBL)

Ry sig g
) —2) (908—9u) »

(1.10) R,=RY,,, R:{=g*R,, R=g*R,,
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est un tenseur invariant par rapport & la transformation conforme
(1.2). C’est ce qu’on appelle le tenseur conforme de courbure de M.
Weyl.
2. Considérons ensuite un sous-espace V,, dans V, défini par les
équations
2.1) w=ul(ul, o, ..., u™),

alors le tenseur fondamental de V,, est donné par

(2-2) gjlc:B,;'l‘B;cug/m (7:; j’ k’ v = i, 2’ é’ cey ’I’;'b)
ol
oy OUH
(2.3) Bij#= v

est un tenseur mixte et invariant par rapport i la transformation con-
forme (1.2).
Les symboles de Christoffel de V,, étant

(2.4) (&)= % 9" 4Gaj. 1+ ok, i— i, a)
le tenseur de courbure d’Euler-Schouten Hj;* est défini par
(2.5) Hj;?=B} =B+ By {1} Bi’— B.* {;i}

ou le point-virgule désigne la dérivée covariante.

On sait que le tenseur Hj;? est symétrique par rapport aux deux
indices j et k, et que si l'on regarde Hj;? comme des vecteurs con-
trevariants de V, par rapport & l'indice 1, ils sont orthogonaux a V,,.

Donc si Pon désigne par Bi* (4, B, ...=m+1,m+2,...,n) n—m
vecteurs unitaires et orthogonaux entre eux qui se trouvent dans les
directions normales & V,,, on peut écrire Hj;! comme il suit

(2.6) Hi'=HyaBi.

Quand on effectue une transformation conforme de la forme (1.2),
le tenseur By étant invariant, les g;; se transforment en g;. suivant
les formules

2.7) 9= PGk »

par conséquent, les symboles de Christoffel {}} en {%} d’aprés
(2.8) Gy =i} + 0%+ 00— g™Patiin

ol
(2.9) pr=(og p),i .

Done, en tenant compte de (1.4) et de (2.8), on trouve que la loi
de transformation du tenseur Hj;® par rapport & (1.2) est donnée par

(2.10) Hil=H3r—0aBitgn,
ou
(2.11) pa=p,Bi’.
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En contractant g%, on tire de (2.10)
P Hyt = g Hji —mpaBa?
et par suite
2.12) Hjp— L g H g5 = Hil— L g™ H g,
m m
(2.12) nous montre que le tenseur

2.13) Jm,;*=H;-;!-—%g“H;z‘g,-k

reste invariant pendant la transformation (1.2). Le point ol le tenseur
M;;* sannule s’appelle ombilic. Si Mj;*=0 sur tout ’espace V,, nous
appelons V,, sous-espace totalement ombiliqué. Il est évident que ce sont
les propriétés conformes des espaces de Riemann.

3. Les équations de Gauss pour le sous-espace V,, s’écrivent

3.1) Rijn=BigaRY, o+ Hy Hiyy — Hj  Hy,y
ou
(3.2) Rin= ey n— it et 5} (&) — {5} {&) S
(8.3) Biu=BiLB#ByBi, Bi=¢"g;.B#, Hn=g%g.Hii".

Dans ce Paragraphe, nous allons chercher les équations conformes
cqrr%pondant aux équations de Gauss (3.1). Pour cet effet, contractons
B2 & (1.9), alors on aura

(34)  BYAChun=BiitRY— L (BER A0~ BRR M,

+giBRY,— ginBiRL)
R

+—— (g0t — ;1%
('n—l) (n—2) (ng r— Jjn k)
en vertu des relations

(3.5) Bgw=9i, BLBi=6,
ol

(8.6) B%=BB;", B4 =B!B.

En substituant (3.1) dans (3.4) et en remarquant que BUR:, =
giaBnglw on a

3.7 BisCl, =Ry — Hy Hipy + Hi Hig

——niz (B%R,.0,— B&R 3%+ 9ing B R 10— 9ing™“BiRs,)
R . .
4 B (.5i—g.50).
(n=1) (n—2) 99

En contractant par rapport a& ¢ et A dans (3.7), on trouve
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(3’8) BJ”I: B?l’ Cf,ava) =L — H; 1IclH ?a/l + H_;aAH ?kl

1 " (m—1)gsR
— 1 H{m—9)Ba wB* Ryl == s
n—2 [(m—2) B R, + g3 wlt (n—1)(n—2)

kN

ol
(3.9) B$=B%By, Rj;=R%,, B*=Bg®.
En contractant encore g a (3.8), on obtient
B*B4CY,,,=9"Ro— H% H%,; + HY HY,
2(m—1) mim—1)R
o BWVR " s
n—2 wt (n—1)(n—2)

d’oul

(3.10) _B*R, _

1
n—2  2(m-—1)
+H% Hy— HY

(BWBGA{CQM» - gab Rab

W
(n—1)(n—2)

oll nous avons posé
H}=g"H;*.

(8.10) étant obtenu, en substituant (3.10) dans (3.8), on trouve
B BIC,0= Ry — Hyi Huy+ Hy H — "‘“'22 B4R,

+_ 9 (B®B3C,,— g Ray+ HY Hyy — HYHY))

2(m—1)
_ mgpR (m—1)g;R
2n—1)(n—2) ®—1)(®—2)"
d’ou
@11) ——1 BxR,=—1 [BEBIC,,— Ru+Hi Ho— Hi He,
n—2 m—2
- L B*B3C%0— H%}H%,— HY . H,
2(m—1)(m—2)[ 9CYo— 9 R+ H% HY, — H )
giR

2n—1)(n—2)
En substituant enfin (8.11) dans (3.7), on obtient

(3.12) Rfjkh_ﬁ (Rud%— Rindi+ ginRn— ginRir)

9”Ras
(m—1)(m—2)

L (BEBIC!uulh— B BIC

+ ik gl‘;BaI’ Cl/lv i— gthngnl,C}yumga i)

(9104 — 9:n0%)

— % A
= B:I?Il;zc-#vw -

uy 23 R .
T%% (95x0% — 9in%)
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+ Hy Hy— };.‘kaz—[ﬁ (Hj H%— H3: HY)

Jik B2 B4
T Bm—1)(m—z) T Hw— HIH: ) Joh

L - H HD

Ois H%*H%,— H%H%,) |8}
e HHE 50 [0t
—ga| L (i H— B2H)

1 )

- H%*H,, — H% H%,) 6}
Bm—1)(m—2) b ) "]
gn| - L (HSAHe— HE H)

1

- HY H, — HYHS) 0
2(m—1)(m—2)( 5 H ) k]

Le premier membre de (3.12) nous donne le tenseur conforme de
courbure du sous-espace V,. Nous le désignerons par Cij.

En utilisant le tenseur conforme Mj;* donné par (2.13), on peut
encore écrire (3.12) sous la forme suivante :

(3.14) C‘,k,,—[ o ﬂ,ﬂ,—-——(B;',:ch*,,,a,s;. BYBCL,

+ 9B B3 Cl/wwga i — gthng:l)Cflﬂmga %)

uy /) . .
(mi_%%@z—) (90%— gjha;c)]

+ [MJ‘#M a— M M+ m-1—2— (M. M%,0%

— Mo M%.:05 4 9in M M %, — gin M M%)

M%*ME,, ; :
— a, St — .08
( 1 2) (9ix0% — gin k):l

Mii=g"M,}, M =g"g, M.,

ce sont les équations de Gauss dans la géométrie conforme des espaces
de Riemann.

Le premier membre et le premier terme dans le deuxiéme membre
étant invariants conformes, il est évident que le deuxiéme terme l'est
aussi. Nous le désignerons par N%;, et l'appellerons le tenseur con-
forme de courbure de V,, relatif 4 V,.

Si le sous-espace est totalement ombiliqué, c’est-d-dire si 'on a
M;*=0 sur tous les points de V., le tenseur N%; s’annule.
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On sait que si un espace riemannien V.(rn>3) est conforme & un
espace euclidien, son tenseur conforme de courbure de M. Weyl s’annule
et vice versa, done on a immédiatement, de (3.14), les théorémes suivants:

Si le tenseur conforme de courbure N, d’un sous-espace V,, re-
latif & un espace ambiant de Riemann conforme 4 un espace euclidien
s’annule, V,, est nécessairement conforme 4 un espace euclidien (n>
m>>3).

En particulier,

Si un espace V,, dans un espace de Riemann V, conforme & un
espace euclidien est totalement ombiliqué, il est nécessairement conforme
a4 un espace euclidien (n>m > 3).



