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6. ber die mit einer Kollineation vertauschbaren
Kollineationen.

Von Tiyoko KUROSAKI.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Osaka.

(Comm. by T. TAKAC,I, M.I.A., Jan. 13, 1941.)

Es sei eine Kollineation [A] mit der zugehSrigen Matrix A in
einem beliebigen KSrper K vorgegeben. Ist P die Matrix einer mit
[A] vertauschbaren Kollineation [P], so ist

PA=cAP

mit c aus K. Die smtlichen mit [A] vertauschbaren Kollineationen
bilden einen Multiplikationsbereich F. Das Ziel der vorliegenden Arbeit
ist die Untersuchung dieses Bereiches.

Es sei

IxE-AI (x),.(x). t (x)

die Zerlegung der charakteristischen Determinante von A in irreduzible
Polynome. Der Grad des irreduziblen Polynoms (x) sei gleich

Dann lsst sich xE-cAI folgendermassen zerlegen"

Dann und nur dann besitzt die Gleichung PA=cAP eine LSsung P,
wenn xE-Ai und xE-cAI gemeinsamen Faktor hat, also, wenn
(x)=(x) mindesten fiir ein Paar (i, j) ist. Wir nehmen nun eine
Teilmenge M yon K an, die aus yon Null verschiedenen Elementen
besteht. Dann kann man die Eigenwert yon A in Klassen einteilen,
indem man zwei Eigenwerte r, 3 in eine Klasse zusammenfasst, wenn-- oder -- in M liegt. Dadurch kann man die t Polynome v(x) auch

in Klassen einteilen, so dass zwei in einer selben Klasse gehSrige Eigen-
werte Nullstelle der in einer selben Klasse gehSrigen Polynome sind.
Besteht M nut aus 1, so handelt es sich um die Vertauschbarkeit der
Matrizen in tiblichem Sinne und jede Klasse der Polynome besteht aus
einzelnem Polynom (x)).

Sind a, ca beides Wurzeln einer selben Gleichung d.h. ist q(x)=

1) G. Frobenius, ber die mit einer Matrix vertauschbaren Matrizen, Berliner
Sitzungsberichte, (1910), 3-15. K. Shoda, ber die mit einer Matrix vertauschbaren
Matrizen, Math. Zeitschr., 29 (1929), 696-712,
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(x), so ersicht man leicht, dass c eine p-te Einheitswurzel ist, wo p
ein Teller des Grades k ist, und dass () Polynom yon ist. Auf
der anderen Seite sei v(z)=(x) ffir zwei Faktoren c, c2. Dann ist
(x)=(x) fiir cc{, also ist cc{ eine p-te Einheitswurzel. Enthilt
M alle p-te Einheitswurzeln, so kann man jedem Polynom in einer
Klasse genau p Faktoren c zuordnen, wo eine -te Einheitswurzel
ist. Nach dieser Uberlegung kann man alle Faktoren c bestimmen,
worauf ich aber nicht eingehe.

Wir werden nun einen Faktor c festsetzen und die Matrix P kon-
struieren.

Man kann A in der Form

zerlegen, wo die charakteristische Determinante IzE-AI von A gleich

(x) ist. Zerlegt man P dementsprechend, so erhilt man

P,A,=cAP

Durch den Faktor c werden aber die Polynome (x), ..., (x)bestimmt.
ist ,(x) (x), so ist P,=O. Sind die Elementarteiler yon A, gleich

’9/,88(), ..., ), so sind die Elementarteiler yon cA gleich (), ...,
:(x). Ist ,{x)=(x), so ist die Anzahl der linear-unabhngigen
Matrizen P, gleich

Daher erhilt man:
Satz 1. Die Anzahl der linear-unabhingigen LSsungen P yon

PA=cAP ist gleich k... Min. (e, e), wo k. gleich dem Grad des

grSssten gemeinsamen Teiler yon (x) und (x) ist.
Fasst man die Bestandteile .in einer Matrix zusammen, deren char-

akteristischen Determinanten Potenzen der in einer selben Klasse ge-
hSrigen irreduziblen Polynome sind, so mSgen man

B1

erhalten. Dann lisst sich jede Matrix P auch in der Form
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P= Qe.
Q

darstellen, wo QB=cBQ ist. Also ist der Multiplikationsbereich F
direkt zerlegbar, wenn die Anzahl der Klasse grSsser als 1 ist. Ist
umgekehrt /’ direkt zerlegbar

0F’
so lisst sich A auch ia der Form

darstellen, also ist die Anzahl der Klasse grSsser als 1, wie man leicht
nach oben schliessen kann.

Satz . Der Multiplikationsbereich F ist dann und nut dann direk
zerlegbar, wenn die Anzahl der Klasse der Bestandteile B yon A gr6sser
als I ist. Genauer ist die Anzahl der direk$ unzerlegbaren Bestand-
teile yon F gleich der Anzahl der Klassen der Bestandteile B yon A.

Ffir einen fest Faktor c bi!den die smtlichen LSssungen von
PA=cAP ersichtlich einen Modul. Zwei Matrizen P, Q aus F heissen
aderbar, wenn die Summe P+Q wieder in I’ liegt. Sind P, Q direkt
zerlegbar in Bestandteile und sind die entsprechende Bestandteil addier-
bar, so sind P, Q auch addierbar. Daher beschrnken wir uns yon

jetzt an auf den Fall, dass I direkt unzerlegbar ist, also ds die Anzahl
d der Bestandile B gleich 1 ist.

Ist die Determinante yon A gleich Null, so sind die Eigenwerte
yon A smtlich gldch Null, da die Anzahl der Bestandteile B gleich
1 ist. Dann ist A zu cA hnlich ffir jedes (yon Null verschiedenen)
c aus M. Daher lsst sich jede Matrix P mit PA=cAP in der Form
PU darstellen, wo U mit A vertauschbar ist und die Determinante
yon P von Null verschieden ist. Stellt man nmlich A in der Normal-
form dar;

el

A= c=C2.
"Or

so kann man P in der Form

Oo

annehmen.

010...0

cq-1

cq-2

1
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Daher beschrinken wir uns im folgenden auf den fall, dass die
Determinante von A yon Null verschieden ist.

Satz 3. Zwei yon Null verschiedene Ma$rigen P, R mi PA=cAP,
QA=dAQ sind dann und nut dann addierbar, wenn c=d ist.

Ist nRmlich (P/ Q)A=kA(P/ Q), so ist ersichtlich

(P/ Q)A A(cP/dQ) = A(kP/kQ)

DalAI=V0 ist, so ist

(c-c)P/(k-d)Q=O

Ist k- c 0, so ist, da Q 0 ist, k-d 0, also k c d. Ist /- c = 0,

so ist P= tc-d Q und folgleich d=c, da Q bis auf Faktor aus K
k-c

mit P iibereinstimmt.
Mann kann also den Multiplikationsbereich F in Klassen einteilen,

so dass die und nur die Matrizen in einer Klasse miteinander addierbar
sind. Dann genfigten die Matrizen in einer Klasse eine selbe Gleichung
PA=cAP. Also ist die Anzahl der Klassen in F gleich der Anzahl
der Faktoren c, die wir friiher bestimmt haben.

Fiir ein vorgegebenes c gibt es dann uad nur dann eine Matrix P
mit nicht verschwindender Determinante, wenn A zu cA ihnlich ist.
Die Gesamtheit der Matrizen P mit nicht verschwinden Determinanten
bildet also eine Gruppe (R).

Dann und nur dann ist aber A zu cA ihnlich, wenn A, ..., A bis
auf Reihenfolge mit cA, ..., cA paarweise hnlich sind. Daher muss c
etwa -te Einheitswurzel sein, da die Determinante yon A yon Null
verschieden ist. Dann lassen sich A, ...,A in Klassen einteilen, so
dass eine Klasse aus den Matrizen etwa A, cA1, ..., c-A1, besteht, wo
/ ein Teller yon 2 ist. Nimmt man eine LSsung P von PA=cAP mit
nicht verschwindender Determinante an, so hat jede LSsung die Gestalt
PU, wo U eine mit A vertauschbare Matrix bedeutet.

Setzt man in der Tat

PIA=cAP
so hat man nur

E 0...0

0 E...O.

0 0...0

zu setzen. Damit bewiesen ist
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Satz . Die Gesamtheit der mit der Kollineation [A] vertausch-
baren Kollineationen mit nicht verschwindenden Determinanten bildet
einer Gruppe , die einen Normalteiler mit zyklishen Faktorgruppe
yon der Ordnung besitzt, wo aus den Kollineationen [U] besteht,
derart dass U mit A vertauschbar ist.


