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5. Uber die Gruppe der messbaren Abbildungen.

Von Kunihiko KODAIRA.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Jan, 13, 1941.)

1. Es seilen £ ein Raum (mit Punkten P, Q,...) und G eine
Gruppe der ein-eindeutigen Abbildungen x: P— P-x von £ auf sich
selbst. In vorliegender Note betrachten wir G-invariante Masse® #* in
2. Dabei kann #(£2)® auch unendlich sein, jedoch verlangen wir immer,
dass 2 die Summe hoéchstens abzdhlbar vieler Mengen mit endlichen
Massen ist. In G sei ein links-invariantes Mass m™* mit der folgenden
Bigenschaft erklart: Ist eine (komplex-wertige) Funktion f(x) in £
messbar, so ist f(y~%) es auch. Dabei soll G auch die Summe hochstens
abzihlbar vieler Mengen mit endlichen Massen sein. Eine Gruppe mit
einem solchen Mass wurde von Herrn A, Weil ,, groupe mesuré “ ge-
nannt.® Wir wollen ein solches m* ein Weilsches Mass nennen.” In
G ist dann f(x™!) mit f(x) auch messbar, da aus der Voraussetzung

folgt, dass f ((y“lw)‘l) =f(x"Yy) fir fast alle ¥ messbar in x ist. Wenn
ij(x)dx=o ist, ist auch saf(w‘l)dx=0. Die Messbarkeit ist daher in

G invers- und rechts-invariont. FEbenso invariant ist die Eigenschaft
einer Teilmenge A: m(A4)=0." Eine Abbildung eines Raumes £; mit
einem Mass in einem ebensolchen Raum £2; heisst nach Herrn J. von
Neumann messbar,” wenn das Urbild jeder messbaren Teilmenge aus
9, wieder messbar ist. Die oben genannte Bedingung fiir das Weilsche
Mass ist nichts anders als die Messbarkeit der Abbildung xxy—y
von G x G auf G. Wir bezeichnen die Familie aller #* (bzw. m™* u. s. w.)-
messbaren Teilmengen mit endlichen Massen von £ (bzw. G, u.s. w.)
mit (#) (bzw. (m), u.s. w.).

Satz 1. Die Abbildung: Pxxxy—>Pxy™ von 2xGXG auf
2% @G 1ist messbar.

Beweis. Das Produktmass #mm* sei mit »* bezeichnet. Eine
Téilmenge I'< 2x G sei messbar, und man setze A=(Pxxrxy;
Pxyxel’).? Zum Beweis geniigt es die Messbarkeit von 2 zu zeigen,

1) Wir verstehen im folgenden unter Mass immer ein reguldres &usseres Mass
vom Carathéodoryschen Typus. Vgl z.B. S. Saks: Theory of Integral, S. 89-56.

2) Fir messbare Teilmenge A schreiben wir u(A) statt u*(A).

3) A. Weil: Sur les groupes topologiques et les groupes mesurés. C.R.t. 202
(1936), 8. 1147-1149.

4) Vgl eine Arbeit des Verfassers: Uber die Beziechung zwischen den Massen
und den Topologien in einer Gruppe, Kap. IIL. Nr. 8, die demnéchst in Proc. Phys.-
Math, Soc. of Japan erscheinen wird. Dies wird im folgenden mit B.M.T. zitiert.

5) Ein Mass mit dieser Eigenschaft heisst nach J. von Neumann ,,right-0-
invariant“. Vgl. J. von Neumann: The uniqueness of Haar’s measure, Recueil Math.,
I (48) (1936), S. 721-734.

6) J. von Neumsnn: Uber messbare Abbildungen, Annals of Math. Vol. 33
(1932), S. 574-586.

7) Wir bezeichnen die Menge aller Elementen E mit Eigenschaft € mit (E'; €).
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d. h. dass fiir jedes Ae(#), A, Be(m)
(*) AAXAXB)=y"(Ax AX B A)+v*(Ax Ax B—A)

gilt. Aus der Messbarkeit von I” folgt, dass es fiir jedes ¢ >0 mess-
bare A;, Aj, A <A und D,, Dj Dj <G von der Art gibt, dass

AXGAT<SIA;%xD;, AxG—I'<SIA;xDj,
3 J

24X DN S A x D=3 A7 % DY,

J J J

A/ XD N AL x D=0 (k1),
und - pm(33 A x Df) =35 t(Afym(D}) <e
besteht. Man setze nun
di=@@xy; yweD), d=@xy; y'weD),
und 4f=(@xy; yxeD)).
dj, 4, 4 sind dann messbar, und es gibt
AXAXBNAA TSI A;%x(4; "NAXB),
AXxAxB-A A x (4 A% B).

Die rechten Seiten dieser Ungleichingen sind messbar, und da

mm(a ~ A x BY= [ eylyndudy < m(BIm(D) < em(B).
AxB
ist, gilt

»(Z4;% (4, Ax B) NS Ajx (4~ A% B))
=m(B) 33 A ym(Dy) < em(B) .

Daraus erhilt man leicht die Gleichung (*), w.z. b. w.

Definition 1. G heisst messbar idiber 2, wenn die Abbildung
Pxgx—P-x von 2xG in 2 messbar ist.?

Die Gruppe G kann man als eine Abbildungsgruppe von sich selbst
auffassen, indem man jedes aeG als eine Abbildung x—a ' von G
auf sich ansieht. Das Weilsche Mass m™* ist dann G-invariant und G
ist messbar {iber G im obigen Sinne.

Satz 2. Wenn G messbar diber £ ist, so st die Abbildung
Pxgx—P-x7! auch messbar.

Beweis. f(P) sei messbar. Dann ist f(P-x) messbar in 2xG,

also nach Satz 1 ist f(P-27') messbar in 2xGxG. f ((P-:c“l)'y)

ist also nach dem Satz von Fubini fiir fast alle ¥ messbar in P und =«.
Da ¢* G-invariant ist, ist daher f(P-27') messbar in 2XG, w.z b.w.
Auf den Fall 2=G angewandt, ergibt dieser Satz den folgenden

1) ep(x) bedeutet die charakteristische Funktion von D.
2) Vgl E. Hopf: Ergodentheorie, S. 9, Definition 3.4.
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Satz 8. Die Abbildung xxy —yx von GxG in G ist messbar.’

Es seien ¢ der (nicht notwendig separable) Hilbertsche Raum aller
¢*-quadrat-summierbaren Funktionen auf 2, und U, der durch U.f(P)=
f(P-x) definierte unitire Operator von £¥°. Es gilt dann der folgende

Satz 4. Ist G messbar diber 2, so st fiir jedes fe 94’ die durch
alle U,f aufgespannte abgeschlossene lineare Mannigfaltsgkeit [U,f ;
x e G] separabel.?

Beweis. G lidsst sich nach der Voraussetzung als die Summe
héchstens abzdhlbar vieler A;e(m) darstellen. In jedem £x A; gehort
S(P-x) zu L2 Man kann also g5 e 9% und h{Y’(x) so wihlen, dass

nN
lim | [ 17P-0) 2 (PIsI(@) PaPda=0

-QXAj

gilt. Hieraus folgt nach dem Satz von Fubini, dass U,f fir jedes x
ausserhalb einer #-Nullmenge X in der durch ¢{” aufgespannten sepa-
rablen Mannigfaltigkeit I enthalten ist. G—X ist also in bezug auf
die links-invariante ,, Quasi-metrik “ p(x, y)=| U,f— U, f| separabel.

Man setze nun @,=(:x;; olx, 1)<e). 0. ist dann messbar, und da fir
eine p-liberall dichte Folge x; (7=1,2,...) aus G—X

G—X=Z x,@
J

gilt, muss m(0) >0 sein. Es gibt also fiir jedes ye X ein x €6, mit
yr¢ X. Daher gilt

“ U‘.l/f_ Uymf“=“ Uxf_'f“ <e, und U'ya:fe m.

Also muss U,fe M auch fiir ye X sein,

2. Definition 2. Man sagt, dass in 2 eine Uniform-topologic (die
wir notigenfalls mit T bezeichnen) definiert ist, wenn in 2 ein System
der jedem Punkte Pe 2 zugeordneten Teilmengen (V(P); aeI) mit dem
» Indizen-bereich *“ I als das ,, Umgebungssystem “ so ausgezeichnet wird,
dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind :

i) VP)sP. Fiir jede a,Bel gibt es ein rel mit V(P)Z
ViP) N Vy(P).
il) Fiir jedes ael gibt es ein rel, so dass aus P’ eV, (P),
P’'e VAP) P eV, (P") folgt.
iii) Fiir jedes ael gibt es hichstens abzihlbar wviele Punkte
Pl, Pg, ... €82 mit ]Z Va(Pj)=.Q.

In diesem Fall heisst £ ein uniform-topologischer (kurz: u-t.) Raum.®
In einem u-t. Raum werden die Stetigkeit, die Gleichmaéssig-stetig-
keit, die Total-beschranktheit, u.s. w. wie iiblich definiert. Ein wu-t.

1) Vgl B.M.T. Kap. IV. Satz 16.

2) Vgl B.M.T. Kap. V. Satz 22.

8) Der u-f. Raum wurde von Herrn A. Weil ausfithrlich behandelt. Vgl. A.
Weil: Espaces a structure uniforme, Act. sc. et ind. 551 (1937). Hier wird die Be-
dingung (U,) (in'S. 7) von A. Weil — d.i. das Trennungsaxiom: II ~ V4(P)=P — aus-
gelassen, und die Bedingung iii) neu hinzugefiigt. ¢
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Raum heisst im Kleinen total beschriankt (kurz: im Kl. ¢ b.), wenn fiir
ein ael alle V,(P) total beschridnkt sind.

Definition 8. Man sagt, dass in der Gruppe G eine Topologie de-
JSindert ist, wenn in G im obigen Sinne eine Uniform-topologie definiert
ist, die moch der Bedingung: aV (x)=V,(ax) geniigt, und wenn dabei
die Abbildung xxy—yx stetig ist. G heisst damn eine topologische
Gruppe.

Jede topologische Gruppe im iiblichen Sinne ist es auch im Sinne
der obigen Definition, wenn sie der zu iii) entsprechende Abzidhlbar-
keitsbedingung geniigt.

In dieser Nr. setzen wir stets voraus: FEs seien 2 ein im Kl. t. b.
u-t. Raum und G eine im Kl. t. b. topologische Gruppe.

Definition 4. Eine (komplex-wertige) Funktion in 2 heisst Bairesch,
wenn ste aus gleichmdsstg stetigen Funktionen durch sukzessive An-
wendungen der elementaren Rechenregeln und Limes-bildungen erhalten
wird. FEine Teilmenge aus 2 heisst Borelsch, wenn ihre charak-
teristische Funktion Bairesch ist.

Eine offene Menge ist in diesem Sinne im allgemeinen nicht not-
wendig Borelsch. Es ldsst sich aber zeigen, dass £ ein Umgebungs-
system besitzt, das lauter aus Borelschen Mengen besteht. Umgekehrt
enthilt jeder absolut additive Mengenkérper, der ein Umgebungssystem
enthilt, auch alle Borelschen Mengen.” Es gilt also

Satz 5. Die Familie aller Borelschen Mengen st der minimale
absolut additive Mengenkorper, der iiberhaupt ein Umgebungssystem
enthilt.

Definition 5. Das Mass p* heisst zur Topologie von £ gehirig,
wenn 1) jede total beschrinkte Borelsche Teilmenge in (#) enthalten,
und ii) es fiir jede Teilmenge A ein Borelsches B von der Art gibt,
dass B> A und n(B)=pg*(A) g¢ilt?

Aus Satz 5 folgt dann leicht der folgende

Satz 6. Es seten 2y, 2, zwet vm Kl. t. b. u-t. Riume. Sind g
bew. 5 2u den Topologien gehorige Masse von £, bzw. 25, so gehidrt das
Produkt-mass s zur ,, Produkt-topologie “ von £y x 2,2

Definition 6. G heisst stetig itber 2, wenn die Abbildung Pxx— P-x
in jeder total beschrinkten Teilmenge von 2 x G gleichmdssig stetig ist.

Z. B. ist G, als Abbildungsgruppe von sich selbst betrachtet, stetig
tiber G.*

Satz 7. G sei stetig iiber 2, und £* bzw. m™ gehiére zur Topologie
von 2 bzw. G. Dann ist G- messbar iiber 2.

Beweis. f(P) sei messbar. Dann gibt es ein Bairesches A(P), so
dass f(P)=m(P) fir fast alle P gilt. Man wahle eine Borelsche Null-

menge N, die die Nullmenge (P; f(P) ﬂvh(P)) enthdlt, und bezeichne

1) Fir eine ausfiihrliche Darstellung siehe B. M. T. Kap. I. Nr. 5, Nr. 6.

2) Vgl J. von Neumann, Recueil Math,, I (43) (1936), S. 721 u. 722. Siehe auch
B.M.T. Kap. IV. Nr. 1.

3) Vgl B.M.T. Kap. IL Satz 5.

4) Denn jede im Kl t. b. topologische Gruppe ist komplettierbar. Vgl. B.M.T.
Kap. 1. Satz 3.
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die charakteristische Funktion von N mit ex(P). en(P-x) und A(P-x)
sind nun Bairesch,” also messbar in 2x G, da nach Satz 6 pm zur

Topologie von € x G gehort, und es gl | f ex(P-2)dPdz=0. f(P-x)
OxG

stimmt also fast iberall mit A(P-x) iiberein. Daher ist f(P-x) mess-

bar, w.z. b. w.

In diesem Beweis wird der Weilsche Charakter von m™ nicht be-
nutzt. Auf den Fall 2=G angewandt, ergibt dieser Satz also den
folgenden

Satz 8. Jedes zur Topologie gehérige Mass von G ist Weilsch.?

BEs gilt fiir G noch der folgende wichtige

Satz 9. Ein in G erklirtes Weilsches Mass m™ gehort zu Topologie
von G, wenn i) jede total beschrinkte Borelsche Menge in (m) enthalten
wird, und ii) es fiir jedes Ae(m) ein Borelsches B mit m(A—B)+
m(B—A)=0 gibt.?»

3. Einen wichtigen Satz von Herrn A. Weil® kénnen wir nun
folgendermassen formulieren :

Satz 10 (A. Weil). Jedem in einer Gruppe G erklirten Weilschen
Mass m* wird eine Topologie T so zugeordnet, dass G eine im Kl. t. b.
topologische Gruppe und m™ eben das zu T gehorige Mass wird. T ist
dabei durch m* eindeutig bestimmt.— Wir nennen dieses T die zu
m* gehorige Topologie. m™ ist danmn wmgekehrt durch die zugehérige
Topologie bis auf multiplikative Konstant eindeutig bestimmdt.

Die Zuordnung der Topologie zum Weilschen Mass ist also um-

kehrbar eindeutig.® Im folgenden nehmen wir also immer G (G u.s. w.),

als eine topologische Gruppe mit dem zugehorigen Weilschen Mass an.
Es gilt dann der

Satz 11 (A. Weil). Das Umgebungssystem von G ist dwrch
(VA(x); Viw)=2AA™?, Ae(m), m(A)>0)
gegeben. (@) ist damn und nur denn endlich, wenn G total be-

schrankt ist.®

Satz 12. Eine homomorphe Abbildung G auf G ist dann und nur
dann messbar, wenn ste stetig st.

Beweis. Es ist nach Satz 11 klar, dass die Stetigkeit aus der
Messbarkeit folgt. h: x—%=h(x) sei nun eine stetige homomorphe

Abbildung: Man fasse G als eine Abbildungsgruppe von G, indem man
F-a=he Y7 (aeG) setzt. Dann wird G stetig iiber G. G ist also nach
Satz 7 messbar iiber G, daraus folgt die Messbarkeit von h.

1) Dies ersicht man leicht, indem man 2 und G komplettiert. Vgl. B.M.T.,
Kap. I. Nr. 6.

2) Vgl B.M.T. Kap. IV. Satz 16.

3) Fiar den Beweis vgl. man B. M. T. Kap. IV. Beweis von Satz 19.

4) Vgl A. Weil, C.R.t. 202 (1936), S. 1147-1149.

5) Eine topologische Gruppe besitzt aber im allgemeinen nicht notwendig ein zu-
gehoriges Weilsches Mass. Vgl. B. M. T., Fussnote 29).

6) FEinen ausfithrlichen Beweis dieser Sitze findet man in B.M.T. Kap. V.
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Aus diesem Satz folgt z. B., dass jede messbare Darstellung durch
Matrizen von G stetig ist.” Es gilt nun noch allgemeiner der

Satz 18. Fliir jedes xe G set ein unitirer Operator U, von einem
separablen Hilbertschen Rawm £ homomorph zugeordnet, so dass (f, U,9)
sich fir jede f, g€ messbar verhilt. Damn ist die Abbildung x— U,
stark-stetig.”

Beweis. Man setze 6.=(x; | Upf—fIl<<e) fiir ein festes f. 6, ist
dann messbar, und man kann zeigen, wie im Beweis des Satzes 4, dass
m(@,) >0 ist. x60:' ist also nach Satz 11 eine Umgebung von =z.
Fir jedes yex6.0;' gilt dabei |U,f—U,fl<<2. x— U, ist daher
stetig im Sinne der starken Topologie.

Es seien nun $=9%” und U, der durch U,f(P)=f(P-x) definierte
unitdre Operator. 9%’ kann zwar nicht separabel sein, aber, wenn G
messbar tiber £ ist, kann der obige Satz auch auf diesen Fall ange-
wandt werden, wie man aus Satz 4 ersehen kann. Es gilt also der

Satz 14. G seir messbar, dann ist die Abbildung x— U, stark-
stetig.

1) Vgl. A. Weil, C.R. t. 202 (1936), S. 1147-1149.
2) Dies bildet eine Erweiterung von einem bekannten Satz, der die Stetigkeit
jeder messbaren Stromung behauptet. Vgl. z. B. E. Hopf: Ergodentheorie, S. 10.



