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30. Klassenkrpertheoretische Deutung der Struktur
der Klassengruppe des zyklischen Zahlkrpers.

Von Eizi INABA.
Navy College, Etazima.

(Comm. by T. TAKA(I, M.I.A., May 12, 1941.)

K sei ein zyklischer ZahlkSrper fiber dem rationalen ZahlkSrper R
vom Primzahlgrad 1. Im Fall 1-2 haben schon Herren Iyanaga und
Reichardt die Rdeischen Resultate fiber die Struktur der Klassengruppe
mittels der KlassenkSrpertheorie erkltirt>. In der vorliegenden Note
soll eine KlassenkSrpertheoretische Deutung der yon mir kiirzlich ge-
wonnenen allgemeinen Resultate fiber die /-Klassengruppe yon K er-
whnt werden2>. D sei die Diskriminante von K und t die Anzahl der
in D aufgehenden Primzahlen p (i=l, 2, ). K sei der eindeutig
bestimmbare zyklische ZahlkSrper vom Grade l, dessert Diskriminante
nur eine einzige Primzahl p enthtilt. Im Fall p ist K>, wegen
p-l0 mod. l, der /-gradige UnterkSrper des KSrpers yon p-ten
Einheitswurzeln. Im Fall p=l, l 2 ist K> der /-gradige Unter-
kSrper des KSrpers von /2-ten Einheitswurzeln. Im Fall p=l=2 ist
K>-RO/-1 ), R(/-) oder R(/-2 ), je nachdem der Quotient von
D durch das Produkt der Diskriminanten aller K> (p 2) gleich -4,
8 oder -8 ist. Die Menge aller im Kompositum 12 yon K (i= 1,
2, ) enhaltenen 1-gradigen zyklischen Zahlk6rper, K ausgeschlossen,
heisse ein KSrpersystem erster Sufe. Zwei KSrper K, K2 aus
heissen assoziert, im Zeichen K K2, venn das Kompositum KK den
K2 enthglt. Offenbar gilt KK; aus KK2 folgt K2....K, und
aus K K2, K. K folgt K K. Die Menge aller zu K assozierten
KSrper aus heisse die K enthaltende KSrperklasse erster Sufe und
werde ni$ (K) bezeichne$. Die KSrperklassen (K) (i=1, 2,... n)
heissen ferner voneinander unabh(ngig, wenn keine (K) im Kom-
positum KKK2 K._K+ K enthalten wird.

Sei G die absolute Klassengruppe yon K und H die Gruppe aller
Klassen, deren Ordnungen zu prim sind. Die Quotientengruppe

=G/H wird durch die Klassen aus der /-Klassengruppe reprtisentiert

und ist isomorph mit dieser. Die /-Klassengruppe, folglich auch G, ist
als direktes Produkt der durch Klassen C") von Ordnungen (l-a)"
(i 1, 2, 2,;, 1, 2, s) erzeugten Gruppen darstellbar).

Es ist nimlich
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Die Anzahl der ambigen Klassen ist offenbar gleich /,+,.+...+=/t-.
Folglich ist +2z+...+=t-1. Die Anzahl n der durch (l-a) teil-
baren Invarianten der /-Klassengruppe ist +++...+,. Die Unter-
gruppe - von hat offenbar den Index ’. Der KlassenkSrper K’
zu G- fiber K is abelsch fiber R vom Grad *. Wenn man einen Tr/ig-
heitskSrper K yon K, alsdann einen Tr/igheitskSrper K. von K, und
so weiter herausnimmt, so erkennt man, dass K’ alle K* enth/ilt.
Folglich ist 2 in K’ enthalten. Weil 9 und K’ beide fiber R den Grad
l* besitzen, so ist 12=K’. Sei H eine beliebige G- enthaltende Unter-
gruppe yon mit dem Index l, dann ist der KlassenkSrper K zu H abelsch
fiber R mit dem Grade l’. Alle zyklischen ZahlkSrper /-ten Grades in, nur K ausgeschlossen, bilden offenbar die H zugeordnete KSrper-

klasse. Setzt man t’ J "( t’ + l ( t’ 1 SO

sind die m zugeordneten KSrperklassen (K}) (i=1,2, 2; v=l,
/h(. ist genau2, s) voneinander unabhiingig. Die Anzahl von ,,-, n,

und alle KSrperklassen erster Stufe sind abhingig von diesen.
Allgemein definiert man ein KSrpersystem .ter Stufe 2l als die

Gesamtheit aller algebraischen ZahlkSrper K
welche folgende Eigenschaften besitzen
(A) Die Distcriminante yon K( besitzt nut in D aufgehende Prim-
teiler, und der p-Beitrag der Diskriminante yon K(K ist die l-te
Potenz des p-Beitrags der Diskriminante yon K;
(B) K( enthitlt nicht K, und KK ist itber R galoissch und iber K
abelsch.

{9)l} bedeute das Kompositum aller KSrper in J. Zwei K6rper
K(, K( aus )l heissen assoziert, im Zeichen K[ K(, wenn das
Kompositum KK( den K enthglt. Alle zu K assozierten KSrper

(K}) (i= 1, 2,aus g)l bilden eine KSrperklasse -ter Stufe (K[)).
(K im Kompositumm) heissen voneinander unabhSngig, wenn keine

)) () "() K {91} {} {!)]-i} enthalten ist.z2 i-1i+1""

Well KK() fiber K
ist, so ist KK() fiber R vom Grad "+. Folglich ist KK() fiber K vom
Grade , abelsch und unverzweigt, well die Relativdiskriminante yon

KK() in bezug auf K gMch (1) ist. Die KK() zugeordnete Idealgruppe
(’) in K ist beim Automorphismus a yon K invariant, da KK() fiber

R galoissch ist. Weil ferner H(’) den Index in bezug auf G be-

sitzt, so enthlt (’) die Gruppe a-)’. Setzt man /)=a-)" {C[)}
r-r(,) (i=1 2, "{C()} (C-)} {().1 (C:)}, so haben wit die ..

/=,, ,-t-1, ...s) zugeordneten K6rperklassen t’r(’),, indem man einen

Tr/igheitskSrper K(-’), des KlassenkSrpers (’) zu .gr(’) nimmt. Diese
(K)) sind voneinander unabhgngig und alle anderen KSrperklassen
ter Stufe van diesen und {g)l} (gJl} {gJl_} abhgngig. Die Anzahl
der unabhSngigen K6rperklassen ,-ter Stufe ist folglich n,. Wir wollen
diese Behauptung dutch Induktion beweisen. Man erkennt leicht, dass

(t) (t=l 2,. ,-1" i=1, 2, "/=t, t-t-l, s)der Durchschnitt yon ,
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die Gruppe (-)- ist, und dass diese nach der Induktionsannahme die
{} [} {:,_} zugeordaete Idealgruppe in K ist. Der Durch-
schnitt von Ga-’- und ,’ (i= 1, 2,

ist nun a-)" {C)(-)’-}, wo 2, ist. Diese Gruppe ist offenbar
nicht in ) enthalten. Also ist
(i j, Z 2) und {} {} {,_} enthalten. Ist ferner (K(’))
eine KSrperklasse ,-ter Stufe, deren zugeordnete Idealgruppe H(’) ist,
so ist der Durchschnitt (-) aller ..(’) (i=1, 2, ; =,, ,+1, s)
und (-)’- in (’) enthalten. Also ist K(’) im Kompositum aller
(’) und {} {} {,_} enthalten.

Eine KSrperklasse ,-ter Stufe (K’)) heisse ausgezeichnet, wenn in
(K(’) stets ffir jeden Primteiler p yon D ein solcher KSrper existiert,
dass p in diesem voll zerfllt. Die Anzahl der unabhngigen ausge-
zeichneten KSrperklassen ,-ter Stufe ist n,+. In der Tat enthalten
alle (’) (z ,+ 1) die Klassen Ct) (t < ,) und folglich auch alle am-
bigen Klassen. Also zerfllt jeder Primteiler aus K yon D in

(’) stammenden KSrperklassen ,, (Z ,+ 1)(Z,+ 1) roll. Die aus .z
sind hiermit ausgezeichnet und voneinander unabhngig. Ist H(’) die
einer ausgezeichneten (K(’)) zugeordnete Idealgruppe, dann ist der Durch-

schnitt von (-)’- und (’)(z ,+1) in der Gruppe (’) ent-
halten, weil D (-)" {C")(-)’-} {C)(-)’-} .--{’)(-)’-}, und die

ambigen Klassen ’)(-)- (i=l 2, ,) in (’)enthalten sind. Also
ist (K’)) im Kompositum von-.z
enthalten.

Eine KSrperklasse (,+l)-ter Stufe (K(’+)) heisse eine Oberk6rper-
klasse der KSrperklasse ,-ter Stufe (K(’)), wenn K’+) yon {} {}
{,} unabangig und K(’)K in K(’+)K enthalten ist. (K(’)) besitzt dann
und nut dann ihre OberkSrperklasse, wenn (K’)) ausgezeichnet und yon

{} {} {,_} unabhangig ist. Hat (K(’)) ihre OberkSrperklasse
(K(’+D), so sei H(’+) die KK(’+ zugeordnete Idealgruppe, die offenbar
die {} {} {,} zugeordnete Idealgruppe -)" nicht enthlt.
Also gibt es eine Klasse C, deren (1-a)’+-te Potenz erst zu H(’+) ge-

hSrt, und es gilt G= {C}H’+). Die K’)K zugeordnete Idealgruppe ist

nun (’)= {C-)’}(’+). Folglich sind alle ambigen Klassen in
enthalten. Somit ist (K()) ausgezeichnet. Weil ferner die Gruppe
(->’- nicht in (’) enthalten ist, so ist (K
unabhngig. Ist umgekehrt (K(’)) ausgezeichnet und yon {} {}
{,_} unabhngig, so ist (-)- nicht in der KK(’ zugeordneten
Idealgruppe (’) enthalten. Also gibt es eine Klasse C, deren (1-
Potenz erst zu (’) gehSrt, und gilt =(’){C}. C(-) ist nicht
die (1-a)-te Potenz einer Klasse aus H’), weil alle ambigen Klassen in
(’) enthalten sind. Somit wird C(-) eine Basisklasse der Gruppe
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()/(’-)+’, und diese ist als direktes Produkt yon {C(’-)} und einer

Gruppe ’ darstellbar. Die Gruppe (+’)=H’(-)+ ist bei a in-

variant und vom Index in bezug auf H(). Der KlassenkSrper KK(+’)

zu H(+’) enthlt den KK(’) und ist unabhingig yon (,} {2} {},
weil (’-) nicht in /(+’) enthalten ist.


