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30. Klassenkorpertheoretische Deutung der Struktur
der Klassengruppe des zyklischen Zahlkorpers.

Von Eizi INABA.
Navy College, Etazima.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A.,, May 12, 1941.)

K sei ein zyklischer Zahlkérper iber dem rationalen Zahlkorper R
vom Primzahlgrad [. Im Fall {=2 haben schon Herren Iyanaga und
Reichardt die Rédeischen Resultate iiber die Struktur der Klassengruppe
mittels der Klassenkorpertheorie erklart®. In der vorliegenden Note
soll eine Klassenkorpertheoretische Deutung der von mir kiirzlich ge-
wonnenen allgemeinen Resultate Uber die [-Klassengruppe von K er-
wahnt werden®. D sei die Diskriminante von K und ¢ die Anzahl der
in D aufgehenden Primzahlen p; (¢=1,2, ... 1). K% sei der eindeutig
bestimmbare zyklische Zahlkorper vom Grade [, dessen Diskriminante
nur eine einzige Primzahl p; enthdlt. Im Fall p;=E1 ist K®, wegen
p;—1=0 mod. I, der l-gradige Unterkérper des Korpers von p;-ten
Einheitswurzeln. Im Fall p;=I, 42 ist K der l-gradige Unter-
korper des Korpers von [’ten Einheitswurzeln. Im Fall p;=I1=2 ist
K®=R(+ —1), RV'2) oder R(’'—2), je nachdem der Quotient von
D durch das Produkt der Diskriminanten aller K® (p; == 2) gleich —4,
8 oder —8 ist. Die Menge Iy aller im Kompositum £ von K® (i=1,
2, ... t) enthaltenen l-gradigen zyklischen Zahlkorper, K ausgeschlossen,
heisse ein Korpersystem erster Stufe. Zwei Korper K;, K, aus MWy
heissen assoziert, im Zeichen Ky ~ K,, wenn das Kompositum KK, den
K, enthilt. Offenbar gilt K;~ K;; aus K;~ K, folgt K;~ K;, und
aus Ky~ K;, K, ~ K; folgt Ky~ K;. Die Menge aller zu K assozierten
Korper aus My heisse die K, enthaltende Korperklasse erster Stufe und
werde mit (K;) bezeichnet. Die Korperklassen (K;) (1=1, 2,... m)
heissen fermer wvoneinander unabhingig, wenn keine (K;) im Kom-
positum KKK, ... K; 1K;.y ... Ky, enthalten wird.

Sei G die absolute Klassengruppe von K und H die Gruppe aller
Klassen, deren Ordnungen zu ! prim sind. Die Quotientengruppe

G=G/H wird durch die Klassen aus der I-Klassengruppe reprisentiert

und ist isomorph mit dieser. Die [-Klassengruppe, folglich auch G, ist
als direktes Produkt der durch Klassen C¢’ von Ordnungen (1—o)”
(1=1,2,...2,; »=1,2,...5) erzeugten Gruppen darstellbar®.

Es ist ndmlich

Gaz {CPYACP) - {CRY{CPY - (C)
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Die Anzahl der ambigen Klassen ist offenbar gleich [#t4**is=[t-1,
Folglich ist ;4254 ---+2,=t—1. Die Anzahl n; der durch (1—o)* teil-
baren Invarianten der I-Klassengruppe ist A;+ ;414 +2, Die Unter-
gruppe G’ von G hat offenbar den Index [™. Der Klassenkorper K’

zu G¥7 ber K is abelsch iilber B vom Grad ). Wenn man einen Trig-
heitskérper K7 von K’, alsdann einen Trigheitskérper K von Kj, und
so weiter herausnimmt, so erkennt man, dass K’ alle K® enthilt.
Folglich ist £ in K’ enthalten. Weil £ und K’ beide iiber R den Grad

It besitzen, so ist 2=K’. Sei H eine belicbige G'~° enthaltende Unter-

gruppe von G mit dem Index [, dann ist der Klassenkorper K zu H abelsch
iiber B mit dem Grade 2 Alle zyklischen Zahlkérper I-ten Grades in
K, nur K ausgeschlossen, bilden offenbar die H zugeordnete Korper-
klasse. Setzt man HP=G"{CP} {CP} - {CA} {CH} - {CP}, so
sind die HY® zugeordneten Korperklassen (K®) (1=1,2,...,;»=1,
2,...5) voneinander unabhiingig. Die Anzahl von (KY) ist genau n,
und alle Korperklassen erster Stufe sind abhingig von diesen.

Allgemein defintert man ein Korpersystem »-ter Stufe I, als die
Gesamtheit aller algebraischen Zahlkorper K iiber R vom Grade U,
welche folgende Eigenschaften besitzen :

(A) Die Diskriminante von K besitzt nur in D aufgehende Prim-
teiler, und der p-Beitrag der Diskriminante von K®K ist die I-te
Potenz des p-Beitrags der Diskriminante von K ;

(B) K enthdlt nicht K, und KK ist wber R galoissch und iiber K
abelsch.

{IM,} bedeute das Kompositum aller Korper in IN,. Zwei Korper
K, K aus M, heissen assoziert, im Zeichen K ~ K§”, wenn das
Kompositum KK den K enthilt. Alle zu K assozierten Korper
aus M, bilden eine Korperklasse »-ter Stufe (Ki”). (K§”) (i=1,2,...
m) heissen voneinander unabhingig, wenn keine (K$°) im Kompositum
KPKY ... KOK, ..o KP{M} {D} -+ {M, -1} enthalten ist.

Weil KK iber K vom Grade ! und K% iiber R vom Grade I
ist, so ist KK iber R vom Grad I’**. Folglich ist KK iiber K vom
Grade I”, abelsch und unverzweigt, weil die Relativdiskriminante von
KK in bezug auf K gleich (1) ist. Die KK® zugeordnete Idealgruppe
H® in K ist beim Automorphismus ¢ von K invariant, da KK iiber
R galoissch ist. Weil ferner H* den Index ¥ in bezug auf G be-
sitzt, so enthilt H* die Gruppe G . Setzt man HE =G {CP}

{CP} - {C} {C} -+ {CP}, so haben wir die HE) (i=1,2, ... 2,;
p=yp, p+1,...s) zugeordneten Korperklassen (K¢/), indem man einen
Trigheitskorper K¢ des Klassenkorpers K( zu Hj? nimmt. Diese
(K) sind voneinander unabhingig und alle anderen Korperklassen -
ter Stufe von diesen und {My} {M} -~ {M,—1} abhingig. Die Anzahl
der unabhingigen Korperklassen v-ter Stufe ist folglich n,. Wir wollen
diese Behauptung durch Induktion beweisen. Man erkennt leicht, dass

der Durchschnitt von HY (t=1,2,...»—1;¢=1,2,... 4,; p=t,t+1,...5)
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die Gruppe G4 ist, und dass diese nach der Induktionsannahme die
{0} (M} --- {M,_;} zugeordnete Idealgruppe in K ist. Der Durch-

schnitt von G und H® (i=1,2,... 3,; #=v, v+1, ... 5) ausser HY
ist nun GA-" {Cg-"“"’)"_l}, wo A2>» ist. Diese Gruppe ist offenbar
nicht in HY enthalten. Also ist (K%) nicht im Kompositum von K
@7, p==2) und {4} (D} - {M,_;} enthalten. Ist ferner (K)
eine Korperklasse v-ter Stufe, deren zugeordnete Idealgruppe H ist,
so ist der Durchschnitt G2 aller HY (1=1,2, ... 2,; #=v, v+1, ... 8)
und G4 in H® enthalten. Also ist K im Kompositum aller
K und {9} {M} --- {M,_;} enthalten.

Eine Korperklasse v-ter Stufe (K’) heisse ausgezeichnet, wenn in
(K®) stets fiir jeden Primteiler p von D ein solcher Kirper existiert,

dass p in diesem wvoll zerfillt. Die Anzahl der wunabhingigen ausge-
zeichneten Korperklassen v-ter Stufe ist n,.;. In der Tat enthalten

alle HY (1> v+1) die Klassen C? (t<») und folglich auch alle am-
bigen Klassen. Also zerfillt jeder Primteiler aus K von D in K
(#=»+1) voll. Die aus K¢ stammenden Korperklassen (K¢) (4= v+1)

sind hiermit ausgezeichnet und voneinander unabhingig. Ist H® die
einer ausgezeichneten (K) zugeordnete Idealgruppe, dann ist der Durch-

schnitt D von G und HY (+>»+1) in der Gruppe H® ent-
halten, weil D= G {Cpa-""1) (o a-o") ... {Cﬁ’;’“"’)yal} und die
ambigen Klassen C@-2"™" (=1,2, ... 2,) in H® enthalten sind. Also

ist (K*’) im Kompositum von K¢ (# = v+1) und {04} {D} -~ {IM,_1}
enthalten.

Eline Korperklasse (v+1)-ter Stufe (K®*) heisse eine Oberkorper-
Llasse der Korperklasse v-ter Stufe (K*), wenn K@ von {0} {I,} ---
{M,} unabingig und KK in K®*PK enthalten ist. (K) besitzt dann
und nur dann thre Oberkorperklasse, wenn (K®) ausgezeichnet und von
{3 {M) - {M,_,} unabhingig ist. Hat (K) ihre Oberkorperklasse

(K“*), so sei H*V die KK“*P zugeordnete Idealgruppe, die offenbar
die {M} {M) - {M,} zugeordnete Idealgruppe G~*" nicht enthilt.
Also gibt es eine Klasse C, deren (1—o)**'-te Potenz erst zu H**? ge-
hort, und es gilt G={C} H**Y, Die K®K zugeordnete Idealgruppe ist

nun H®={CY "} H**Y, Folglich sind alle ambigen Klassen in H®
enthalten. Somit ist (K“’) ausgezeichnet. Weil ferner die Gruppe

G9-""! nicht in H® enthalten ist, so ist (K’) von {0} {Ps} -~ {IM,_1}
unabhingig. Ist umgekehrt (K*’) ausgezeichnet und von {9} {My} ---

{IM,_.} unabhingig, so ist G nicht in der KK zugeordneten
Idealgruppe H® enthalten. Also gibt es eine Klasse C, deren (1—o)*-te
Potenz erst zu H® gehort, und gilt G=H® {C}. C* " ist nicht
die (1—o)-te Potenz einer Klasse aus H®, weil alle ambigen Klassen in
H® enthalten sind. Somit wird C% " eine Basisklasse der Gruppe
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H®|G9-2"*" und diese ist als direktes Produkt von {C% "} und einer
Gruppe H’ darstellbar. Die Gruppe H***=H'G""""! ist bei o in-
variant und vom Index [ in bezug auf H®. Der Klassenkorper KK®*V
zu HY*Y enthilt den KK® und ist unabhingig von {90} {I)} -+ {IM,},
weil G4 nicht in H**V enthalten ist.



