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91. Extence de Solutions Locales Innr Quelques
Olrateurs Dijdrentiels

Par Mutsuhide MATSUMURA
Universit de Kyoto

(Comm. by K. KUNUGI, M.J..k. July 12, 1961)

1. Introduction. Nous savons que l’quation aux drives par-
tielles:

P(z,D)u--f
n’admet pas toujours une solution (locale) pour toutef donn4e (voir
[5]). Les travaux r4cents de M. L. HSrmander [2], [3] ont lucid
cette situation de la manire suivante:

Soit C_(x,D)la partie homogne d’ordre 2 m-1 dans le com-

mutateur P(z, D). P(x, D)--P(x, D). P(x, D) o5 P est l’orateur
obtenu en prenant la conjugaison complexe des coefficients de la par-
tie principale P de P.

a) I1 existe un voisinage --{x;x--x](} d’un point x tel
que l’quation P(z, D)u=f admet toujours une solution ueL() pour
toute f eL(9), si P(x,D) satisfait deux conditions suivantes

0
#0 pour tout #0.’

2 0n ut trouver un polyn6me Q(x,) de degr6 m--1 en tel
qu’on ait

C_,(, )-Q(x, )P(x, f)+Q(x, )P(, )
dans un voisinage de et pour tout f.

b) Pour que l’quation P(,D)u=f ait une solution
pour toute f(), il faut que C_(x, )-0 si P(, )-0
Le but de cette Note est d’tendre les rsultats ci-dessus en inter-
prtant du point de vue des caractristiques. Plus prcisment, M.
HSrmander a trait des orateurs caract4ristiques simples relles.
Par contre, nous traiterons des orateurs caract4ristiques mul-
tiples relles. Mais nous sommes obliges en essence de nous borner
au cas off les multiplicits sont invariantes par rapports

2. Commenons par le cas lmentaire et d’ailleurs fondamen-
tal:

L-- --iHl
Ot

o H est un orateur integral singulier de classe

1) d6signera dans la suite toujours un vecteur rel.
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a(H)-- p(x, t, ) i q(x, t, ) Co, avec fl- + oo

p et q tant des fonctions relles. Pour simplifier les notations, nous
discuterons toujours au voisinage de l’origine, car il s’agit de l’exis-
tence de solutions locales.

Par abus de langage nous dirons que L est elliptique et hyper-
bolique au voisinage de l’origine, si q(0, 0, )0 et q(x, t, )0 respec-
tivement. Dans ces cas, on voit facilement qu’il existe un voisinage
(tit) 9 {x x <} tel que Lu=f admet toujours une solution ue L
(9) pour toutef e L(9,). Nous allons aussi traiter le cas off il y a un

0 tel que q(O,O,)=O.
I1 faut noter que si l’on n’impose aueune condition pour le eom-

portement de q(x, t, ) au voisinage de l’origine, on ne peut pas garantir
l’existenee des solutions locales pour Lu=f (voir [3], [5]).

Par abus de langage nous appelons 2--p(x,t,) la forme earae-
t6ristique eorrespondante la pattie hyperbolique de L. Alors nous
pouvons eonsid6rer les biearaet6ristiques eorrespondantes eette
forme:

dx Op (x, t, )
dt

d$ _+ p (x,t,).
dt

dq
0n entend par la drive suivant la direction des bicaractris-

tiques. Alors elle a l’expression
dq_q ( q p q p ).dt 3t =1 3x 3 O x

Maintenant nous supposons qu’elle est proportionnelle q(x,t,) au
voisinage de l’origine, c’est--dire, il existe r(x, t, )eC, avec fl= +
telle que

() dq =r(x, t, )q(x, t, )
dt

pour tout et (x,t) voisin de l’origine (x,t)=(0, 0).
Cette condition est toujours satisfaite ur l’orateur L elliptique
ou hyperbolique.

Dans cette condition (), on a la
Proposition 2.1. I1 existe un hombre r6el 0 tel que, pour <0 et

toute e(9), on ait

II II,
2) Le symbole d6pend du t, mais on consid6re comme param6tre darts ce qui suit.

Doric, A signifie un oprateur de convolution tel que l’image de Fourier ()=t I.
3) Nous 6crivons dsormais, sauf mention expresse, II II au lieu de II llr.2(=.t)- Le

produit scalaire associ6 sera not6 (,) avec jfdx dt.
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oh M est une constante qui dpend de L, mais pas de p et de 2. Pour
dmontrer cette proposition, il faut utiliser la thorie de l’oprateur
integral singulier due / M.M. CalderSn et Zygmund 1] et quelques
techniques inventes duns M. S. Mizohata [6J, [7] et M. M. Yama-
guti [8].

Preuve. Nous indiquerons seulement le principe. De la formule

t

il r,sulte IIl--((@--iHA)(tp),)--(t(@--iHA)p,p)

En vertu de l’ingalit de Schwarz, on a

Pour estimer ][(@--iAH*) 1 ,at i(--iHA ) Ii et ’1 ,,, nous con-

Pour obtenir l’ingalit dsire, il suffit de dmontrer

off p> 1 et M est une constante qui d6pend de L, mais pus de . 0n
ut vrifier cette ingalit en utilisant deux lemmes suivants et
l’hypothse (().

Lemme 2.1. Soient Vet V’ deux voisinages borns d’un point

(x,t) tels que VV et H un oprateur integral singulier tel que
a(H) (x, t, )=0 pour (x, t)e L Alors, on a l’ingalit:

]] HA ]] g M]] [] pour route e 2(V’),
oh m est un entier et M est une constante qui dnd de H, V et
m, mais pus de .

Lemme 2.2. Soient H et K deux oruteurs intgraux singuliers
de classe

a(H)=h(x, t, ), a(K)=k(x, t, )C7, avec fl= +
on peut alors exprimer
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1) AH=HA+Ho+A,

2) H*--H +HI

8) AHa--HaA+Hg’+A’

4) HK--HoK=Co+C1

o a(Ho)----i ah" a (II)

(II)

off H0, H’, Co sont des oprateurs continus de L dans lui-mme, et
A, H, A, C1 sont des oprateurs continua de L dana lui-mme avec
AA, AA, AH’, HA,... etc.

La dmonstration eat un peu dlicate, mais on peut lea montrer
de la mme manire que dans M. S. Mizohata [6], [7J.

3. Maintenant on considre l’oprateur kowalewskien:

(3.1) P(x, t, n)-- %., ....
On suppose ici a.(x, t,)e <_(V) off V eat un voisinage de l’origine

(x, t)--(0, 0). Dfisignons par P(x, t, , 2) la pattie principale de l’opfra-
teur P. Disignons lea racines en 2 de P(x,t,,2)-O par 2(x,t,)
(j=l, 2,.. -, m)
(3.2) (x, t, )=p(x, t, )+iq(x, t, ).

Parmi les , laissons de cSt6 des 2 telles que q(0, 0,):0 pour
tout 0. En ficrivant,

P(x, t, , 2)--(2-- 21(x, t, ))’--- (2-- 2k(x, t, ))kQ(x,
off Q est un polyn6me en provenant des facteurs elliptiques, on sup-
pose ici d’abord:

1 2.(x, t, /[ [)5)e Co, avec fl- -F oo.

2 Si 4ventuellement --2 (i=j) pour un point (x,t; 0), ils

doivent tre en conjug pour tout (x,t)e V et : 2(x,t,)-(x,t,).
3 Toutes les q(x, t; ) (j--l, 2,-- -, k) satisfont la condition

Posons a-- --iHA (j--l,2,..-k), off a(H)--(x,t,/ll). Soit

II a" a’.

4) h(x, ) ddsigne a(i)h(x, ) oh a($) est une fonction inddfiniment ddrivable telle
que

j’0 pour JI_<R
()= tl0 pour I]>-R

Ka(,)K1, pour RK] ]22R.
5) (x, t, ) n’eat d6finie qu’ au voiainage de l’origine (x, 0=(0, 0), maia en rem-

placant au besoin P(x, t, D) par a(x) P(x, t, D)+(1--a(x)) P(0, , D), on pout conaid6rer i
(x, t, /],]) comme un aymbole d’op6rateur int6gral aingulier oh a(x)=l dana un petit
voiainage de x=O. Alors le aymbole aatiafait 1, 2, pour tout x.
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Ensuite, pour les termes d’ordre infrieur, on suppose que l’opra-
teur diffrentiel (3.1) peut s’exprimer de la manire suivante:

4 P(x,t,D)--N.H+-N..II.,
o N. sont des oprateurs vrifiant

et N est l’oprateur correspondant Q, , tant des oprateurs en

Thorme 3.1. Sous les conditions numres ci-dessus (1, 2,
3,4), il existe un voisinage ( etit) que
l’quation P(x, t, D)u=f admet toujours au moins une solution uL
() clans le sens de distribution pour toute fL(9).

Un article ultrieur donnera la dmonstration dtaille avec des
rsultats concernant le cas des systmes. Ces travaux ont t in-
spirs par S. Mizohata [6, [7], M. Yamaguti [8] et A. Lax [4].

En terminant ce Note, l’auteur voudrait exprimer une vive grati-
tude MM. Professeurs S. Mizohata et M. Yamaguti pour 1curs sug-
gestions et leurs conseils.
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