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Institut Mathmatique, Universit Imp&dale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKm’A, M.LA., July 12, 1943.)

0. Darts que|ques travaux antrieurs1), nous avons trouv6 ]es
quations de Gauss, de Codazzi et de Ricci dans la gomtrie conforme
des sous-espaces riemanniens.

Mais, si l’on tudie la condition ndcessaire et suffisante pour que
les trois tenseurs conformes fondamentaux fgsk, pMskp et Lp dter-
minent un sous-espace p|ong dans un espace euclidien, on obtient cinq
relatiovs entre ces tenseurs ,conformes fondamentaux, dont les trois
sont les quations conformes de Gauss, de Codazzi et de Ricci pour un
sous-espace dans un espace euclidien2).

Le but de cette Note est de trouver |es deux autres 6quations
conformes pour un sous-espace dans un espace riemannien gnral.

Pour cela, on introduit un tenseur conforme C et une scalaire
conforme C qui joueront un rSle trbs important dans la th60rie des
espaces connexion conforme et la g60mtrie conforme des sous-espaces
riemanniens.

Une autre application de ces quantit6s conformes sera trouv6e dans
la Note suivante.

1. Considdrons un espace R connexion conforme normale C),
et prenons, dans chaque espace tangent de Mbius M, le repre de
Veblen [A0, A, A], alors, la connexion conforme normale sera re-
prsenthe par les formules de la forme

dAo
(1.1) dA,, =ll,dxAo+lldx A+II.dx

dAoo
off

1) K. Yano" Sur les 6quations de Gauss darts la gfom6trie conforme des espaces
de Riemann, Proc. 15 (1939), 247-252; Sur les luations de Codazzi dam la gomtrie
conforme des espaces de Riemarm, Proc. 15 (1939), 340-344; K. Yano et Y. Mutb:
Sur la thorie des espaces connexion conforme normale et la gomtrie conforme des
espaces de Riemann, Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo,
4 (1941), 117-169.

2) K. Yano et Y. iut5 Sur le th6orme fondamental dans la gomtrie conforme
des sous-espaces riemanniens, Proceedings of the Physico-Matlx Soc. Japan, 24 (1942),
437-449.

3 Voir, K. Yano: Sur la thorie des espaces connexion conforms, Journal of
the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo, & (1939), 1-59, et K. Yano et
Y. MutS- Sur la thorie des espaces A connexion conforme normale et la gomtrie
conforme des espaces de Riemann, djA-cit.

[1,2 n
4) Les indiees i, j, k pareourent les symboles / i, . , respeetivement.

P,Q,R -,+i
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AoAo=0,
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A,A =g,,, AooAoo=O AoA=0, AooA=O AoAoo= -l
R + Rg nL gI H g
n-2 2(n- 1)(n2)

OX OX OX I

R et R 6rant resfivement le nur de Rieei et la eourbe
scalaire form6s av les eomposan du nseur de eourbe

R. +{)()-{){).

la 6rant, eonsid6rons un sous-espaee m dimensions d6fini par
les 6quations param6triques

(.2) ,=,(i, , ..., ),
et d6finissons, ehaque point de ee us-espaee, le re.re [A6, A,
Ap, A] par

A6 ,
Ai Bi A,

(1.3) Ae= BbA, +BbA
A @BbBbAo+BbBbAa+A

o B}- 0z’
et Bb sont d6finis par

Or, si l’on pose la eondition que la moyenne de dA6dAe par
rapport dx s’annule, soit, qu’on air

on a

(1.4)
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off

{,,} -g (g=.,,+ g,,,,.- g,.=),

M,_ K 1--
i,

Leo/

la virgule et le point-virgule dsignant respectivement la drive
ordinaire et la drive covariante.

Cela tant, la connexion conforme induite sur le sous-espace (1.2)
est dfinie par

(1.7)

Mais, on peut, d’autre part, donner aussi la connexion conforme normale
intrinsclue au sous-espace (1.2) par

(1:9) *11,= R,.: -t- g"bR"bg" *I1={}m-2 2(m- 1)(m--2)

I jk g:ik, l]:,,,k 17k,

R 6tant le tenseur de Ricci form6s avec les composantes du tenseur
de courbure

(}. +{} (A} (}

2. On voit, d’aprs ce qui est dit dans le paragraphe prclent,
que la condition ncessaire et suflisante pour que la connexion induite
et la connexion intrinsibque sur le sous-espace coincident est que le
tenseur C= *ll.k--H. s’annule. Dans ce qui suit, on va calculer ce
tenseur.
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Le tenseur H est donn par (1.6), soit, par

(2.1) //y__ 0 .IILB B 1 u ..+/- 1

Pour calculer le tenseur *//, prenons d’abord les luations de
Gauss pour le sous-espace

(2.2) Rf /fR _u..u _/j.H.

of et dans la suite on pose, pour simplicitY,

Or, en contractant/ au tenseur conforme de courbure de Weyl

ll,8+g,H-g,,ll2
on trouve

+gllB,Bi,g-gllOBBi,g

En substituant (2.2) dans cette luation, on obtient

+IIB]Ba-gUOBBg.+gUOBB’g
d’o(l, en contractant par rapport i et h, on trouve

R, BBC?.+II H., H H? m 2)IIB]Bi gllB
et en multipli&nt par g et en contractant par rapport t ] et/

gbRb BBC..+H?&’H.b, Hb.&H?b, 2(m-- I)//B

Ces deux luations nous donnent

m-2 2(m-1)(m-2)
1 BBC..+ B,BC’. . ,,;gk.+ .2.B B-2 2(-)(-2)

it,

(2.3) *H=II’B]"Bi-m-1 2BaB,c.a,.+2(m- 1)(m-12)BaB,C.a,,,
+ 1 M..au 1
m’2 ,-.a

2(m-1)(m-2)

1---H]i’aH?am + 2-H’’aHb’bag"

Donc, en tenant compte de (2.1) et de (2.3), on a finalement
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(2.4) Ck---- *1]--
1 B,fB,,C 1

.,o,+ BB’C.,o,g
m-2 2(m- 1) (m-2)

+
m 2 2(m- 1) (m 2)

ce qui nous montre bien la proprit conforme du tenseur C.
Du tenseur C, on peut former aussi une .scalaire conforme

2m(n-l)

Cela etant, nous allons, en passant, ealculer les valeurs de
En contractant Bf l’expression de C:, on obtient

of,

grace relation
M?p=H?p- l-!-Hb..

Donc, en substituant ce resuttat dans (1.6), on obtient

1 Lm-- (B’B,C3a,,o+M.kp: ,+M.,Q Qp,)

3. Les tenseurs de courbure de C sont dfinis par

(3.1)

ddA ddAo O
21 12

..dz dz A,,.(,,,flz’dx.Ao+ddA, ddA,,= 2
i-21 2

ddA, ddA P.,,:,,dx dx A
21 12
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off

(3.2)

(3.3) .-R+ - =,

et 1 ns de cobure du usspace C connexion orme
hdui par

A-A5=0,
21 12

(3.4) $A ,A ad#dA+
21 12 2

A&-A= 9LA,
21 12

off

(3.5)

(3.6) :a R:ka-k//--//a+ H’gk --gh

La connexion conforme de l’espace ambiant tant normale,
coincide avec le tenseur de J.M. Thomas et .0.vvo avec le tenseur
conforme de courbure de H. Weyl.

Donc, d’aprs la notation habituelle, nous les dsignerons par 0

et C, respectivement.,
Mais, la connexion induite n’6tant pas toujours normale, en sub-

stituant

dans (3.5) et (3.6), on obtient respectivement

(3.7) cM-
(.3.8) . C.-C+C, gC.+

off C] et C. sont les tenseurs de courbure de J.M. Thomas et de
H. Weyl pour le sous-espace et C3=giCi.

Or, nous avons

(3.9) dt A- dzA=(9+H

n= H(3.10) ddAp-ddAp=(llPk; a- l],a: ,+ ::Pk
21 12

+IIpR,IIo--IlpRHRo)dkdxA,
2
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et d’autre part

(3.11) ddA-ddA=dd(BA,)- d(BA,,)21 12 21

2 2

+e9.,,d:d:A+BBe9.#,d:A.
2

Doric, en comparant les cfficients, on obtient, des (3.9) et (3.11),

(3.13) B 1 . 9s+ HH,

(3.14)

(3.15)

et d (3.10) et (3.12)

(3.16)

(3.17) -II: H HPkh "u-- h Ph k Qk QPk hQPk

THHa-HpRaHRQ.

Or, si l’on substie les valeurs (1.6), (2.4), (2.6) et (3.7) da
l’quation (3.13), on obtient

(3.19)

m-2:"*’- 2(m-l) (m-2)

1MBC.+_I :iMBC:%

-2 2(-1) (-2)

1 M2M?bg
k
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+__1___M.p(M.p; /M.oLpa)
-1

1 Mjhp(M.akp: M
-1

Dans le cas de pace conforme un pace euclidien, c’est--dim,
dans le s o 1 nurs C. et C. s’annulent us les deux, nous
avom dfja rencon6 ces uations’.

la 6nt, substions eet fois (1.6), (2.4) et (3.8) dans (3.14),
alors, on aura

(3.20) C -[BC.- 1 BC"" 2(m-1)(m-2) .9o

1

+[1 B, 1 B- "’"-(-1)(-) "’

Ce sont les &luations conformes de Gauss que nous avons d6j
trouves d’une autre manire2. Substituons cette fois (1.6) et

dans (3.15), alors on aura

(3.21) B" 1Be kC:.--_gkBB,C..+ 1 B.BC

MjkP’h hP; k+MkQLQph MjhQLQpk

+ 1 M
-1

,-1

1) K. Yano et Y. MutS" Sur le th6orme fondamental dj cit, (48).
2) K. Yano" Sur les luations de Gauss dj cit, (3.14).



384 K. YANO. [Vo|. 19

Ce sont les quations conformes de Codazzi
Cela tant, substituons (1.6), (2.4) et (2.6) dans (3.16), alors on

trouve

(3.22) ,, f,o 1 BPkh #,o -Pkh lao

-t- 1 R 1M.p -== M.pRo
m-2 m-2

1 M?,pM[j,M.,.t_ 1 M M..M.hP ab "k

+ 1 M L

Nous avons aussi rencontr ces quations dans le cas de l’espace
conforme l’espace euclidien.

Les quations (3.17) ne donnent pas les nouvelles quations, ce
sont les quations conformes de Codazzi.

En substituant finalement (1.6) dans (3.18), nous avons

(3.23) ’" Lp M. ,,,’t-M?_pM,BQIBpkC:o--Lp; i M,

-[- LpRkLR LpRhRI

ce sont les quations conforrnes de Ricci.

1) K. Yano" Sur les &luations de Codazzi djt cit,
2) K. Yano et Y. MutS" Sur le thorme fondamental djt cit, (49).


